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NOUVELLES  ANNALES 


DE 


MATHÉMATIQUES. 


SIÎR  LA  REGLE  DES  SIGNES  DE  DESCARTES; 

Par  m.   la  guerre. 


1.  La  règle  des  signes  de  Descaries  consiste  dans  les 
deux  propositions  suivantes  : 

1.  F  (a:)  désignant  un  polynôme  ordonné  suwaiit  les 
puissances  décroissantes  de  je,  le  nombre  des  racines 
positives  de  l'équation  F(j?)  =  o  est  au  plus  égal  ou 
nombre  des  variations  du  polynôme  Y  [x). 

IL  Si  le  nombre  des  racines  positives  est  inférieur  au 
nombre  des  variations  du  polynôme,  la  difjérence  est 
un  nombre  pair. 

2.  Pour  établir  la  première  proposition,  je  démon- 
trerai que,  si  elle  est  vraie  quand  le  polynôme  qui  forme 
le  premier  membre  de  l'équation  présente  [m —  i) 
variations,  elle  est  également  vraie  quand  ce  polynôme 
présente  m  variations.  La  proposition  sera,  par  suite,  éta- 
blie dans  tome  sa  généralité,  puisqu'elle  a  lieu  évidem- 
ment dans  le  cas  où  tous  les  termes  du  polynôme  sont 
de  même  signe. 

Soit  donc  F[x)  =  Kx^-h  .  .  .  h-]Mx'-i- N.r'H-.  .  .-f-K 
un  polynôme  présentant  m  variations.  L'équation 

(i)  F(.r)x-='=o, 


(  G  ) 
où  a  désigne  un  nombre  arbitraire,  a  les  mêmes  racines 
positives  que  l'équation 

(2)  F[x)  =  o. 

\.a  fonction  qui  constitue  le  premier  membre  de  celle 
équation  demeure  d'ailleurs  finie  et  continue  quand  x 
croît  indétîniment  à  partir  d'un  nombre  positifs  aussi 
petit  que  l'on  veut.  On  peut  donc  appliquer  à  cette  équa- 
tion le  théorème  de  Rolle  entre  les  limites  o  et  -f-  00  ,  et 
l'on  voit  que  le  nombre  des  racines  positives  de  l'équa- 
lion  (2)  est  au  plus  supérieur  d'une  unité  au  nombre  des 
racines  positives  de  l'équation  a~'"+'^  [a:F'(j:)  — jcF(j:)], 
ou  encore  de  l'équation 

^3j  .rF'^or)  — y.F[x)  =z  o. 

Les  coefficients  de  cette  équation  sont  respectivement 

A(/>  —  a   ,    ...,    M[r—y.),    N;.î  — a),     ...,    —  Ra. 

Le  polynôme  F(a:)  présentant  vi  variations,  supposons 
que  M  et  N  soient  de  signes  contraires  et  choisissons  le 
nombre  arbitraire  a  de  telle  sorte  qu'il  se  trouve  compris 
entre  les  nombres  entiers  r  et  5  (*)  5  on  voit  que,  dans  la 
suite  précédente,  les  coefficients  numériques  des  quantités 
A,  ...,  M  sont  tous  positifs,  et  ceux  des  quantités  N,  ...,  R 
tous  négatifs. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (3)  présente  donc 
autant  de  variations  que  la  suite 

A,    M,  —  N,    —  R, 

c'est-à-dire  [m —  i)  variations  5  par  suite,  cette  équation 
a  au  plus  [m —  i)  racines  positives,  et  l'équation  (-2)  a  au 

(*)  On  pourrait  prendre  plus  simplctncnl  a  égal  a  /•  ou  à  i  ;  mais, 
il.ins  quelques  applications  tles  considérations  précédentes,  il  est  utile 
fie  pouvoir,  eiUre  certaines  limites,  disposer  de  la  valeur  de  k. 


(7) 
plus  m  racines  positives.  La  proposition  I  est  donc  com- 
plètement établie. 

Pour  démontrer  la  proposition  II,  il  suffit,  comme  on 
sait,  de  remarquer  que  le  nombre  des  racines  positives 
de  l'équation  (2)  et  le  nombre  des  variations  du  poly- 
nôme F  (a:)  sont  toujours  de  même  parité. 

3.  La  démonstration  précédente  ne  suppose  pas  essen- 
tiellement que,  dans  l'équation  (2),  F  (a:)  soit  un  poly- 
nôme entier. 

En  particulier,  rien  dans  1  adémonstration  ne  suppose 
les  exposants/?,  .  .  . ,  r,  s,  ...  entiers;  ainsi,  léquation 


présentant  trois  variations,  a  au  plus  trois  racines  réelles. 

Supposons,  par  exemple,  que  F(x)  soit  une  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  x.,  conver- 
gente pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x  plus  petites 
qu'un  nombre  donné  «,  et  cessant  d'être  convergente 
pour  x^^a.  Supposons,  en  outre,  que  le  nombre  des  va- 
riations de  la  série  F(j")  soit  fini  5  on  établira,  comme  ci- 
dessus,  que  le  nombre  des  valeurs  de  x  pour  lesquelles 
la  série  F(x)  est  convergente  et  a  pour  valeur  zéro  est 
au  plus  égal  au  nombre  des  variations  de  la  série  F(x). 

De  plus,  si  le  nombre  des  valeurs  de  x  qui  jouissent 
de  cette  propriété  est  inféiieur  au  nombre  des  varia- 
tions de  la  série,  la  dijjérence  est  un  nombre  pair. 

En  effet,  le  nombre  des  variations  des  termes  de  la 
série  étant  fini,  F(x)  est  égal  à  un  polynôme  ^[x) 
suivi  d'un  nombre  indéfini  de  termes  aj^ant  tous  le  signe 
du  dernier  terme  de  4'(x).  Pour  .r  =  o,  la  séiie  a  le 
signe  du  premier  terme  de  4>(j:).  Quand  x  tend  vers 
la  valeur  rt,  <I>(.r)  tend  vers  une  valeur  finie;  les  termes 


complémentaires,  qui  sont  en  nombre  infini,  ont  tous  le 
signe  du  dernier  terme  de  ^(x),  et  leur  valeur  absolue 
va  en  croissant  indéfiniment,  puisque  la  série  F [x)  est 
divergente  pour  j:  =a.  Donc,  quand  x  s'approclie  indé- 
finiment de  a,  la  série  4>  [x)  croit  indéfiniment  en  valeur 
absolue  en  gardant  le  signe  du  dernier  terme  de^(a:); 
d'où  résulte  immédiatement  la  proposition  énoncée. 

4.  Pour  appliquer  celte  proposition  à  la  recherclie  du 
nombre  des  racines  positives  de  l'équation 

(4)  /[■r^]  =  o, 

où  f[x)  désigne  un  polynôme  entier,  je  cboisirai  un 
polynôme  o(^x),  assujetti  à  la  seule  condition  que  le  déve- 

fl.r) 
loppemenl  de     ;    :■  suivant  les  puissances  croissantes  dea: 

o  '  ,r  ) 

ne  renferme  qu'un  nombre  limité  de  variations. 

Cela  posé,  A  désignant  le  plus  petit  des  modules  des 
racines  de  l'équation  (j>(x)-=o,  ce  développement  est 
convergent  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x  plus 
petites  que  A  et  est  divergent  pour  x=  A;  il  s'annule 
d'ailleurs  pour  toutes  les  racines  positives  de  î'équa- 
lion  (4)  qui  sont  inférieures  à  A. 

On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  : 
Le  polynôme  ^(x)  satisfaisant  à  la  condition  ci- 
dessus  énoncée,  le  nombre  des  racines  positives  de  l'é- 
quation f{x)  =  o,  dont  la  valeur  est  inférieure  à  A 
est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  du  dévelop- 
pement de  — — :  suivant  les  puissances  croissantes  de  x, 
et,  s'il  lui  est  inférieur,  la  différence  est  un  Jiombre pair. 

5.  En  considérant  seulement  les  cas  les  plus  simples, 
soit  d'abord  o  [x)  =  p  — x.  p  désignant  un  nombre  quel- 
conque positif. 


(  9  ) 
Soit  n  le  degré  de  f[x)-^  en  désignant  par  P  un  poly- 
nôme du  degré  [n —  i),  on  a  identiquement 

On  voit  que  tous  les  termes  de  ce  développement  ont, 
à  pariir  du  toeffleient  dex",  le  même  signe.  D'ailleurs,  ce 
développement  est  convergent  pour  toutes  les  valeurs  po- 
sitives de  a:  inférieures  à  p-^  donc  le  nombre  des  racines 
positives  de  l'équation  f{x)  =  o,  dont  la  valeur  est  in- 
férieure à  p^  est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations 

que  présentent  les  termes  du    développement  de  — ^  — 

dont  le  degi'é  ne  dépasse  pas  îi. 

Comme  il  s'agit  seulement  d'obtenir  les  signes  des 
termes  de  ce  développement,  et  que  p  est  positif,  on  peut 

remplacer  l'expression  — ^^-^par-^    —^5  ou  encore  par 

^  p  —  x^       p[i  —  x] 

la  suivante  : 

firy.r) 

'— =f[pa:]  [i  -\-  X  +  X-  -\-  .-r' -i^  .  .  .); 

I  —  X  ' 

d'où  cette  proposition  : 
Etant  donnée  l'équation 

AoX"  -r  A,.r"~'  -f-  Aî-r""'  -t-  .  .  .  +  A„_i  .v  -+-  A„  =^  O, 

le  nombre  des  racines  positives  de  cette  équation,  dont 
la  'valeur  e^t  inférieure  au  nombre  positif  p,  est  au 
plus  égal  au  nombre  des  variations  de  la  suite 

Aop"  -{-  A,/^"-'  +■  A,/?"-^+.  .    -{-  A„_,/y--|-A„_,/;  -h  A,„ 

A,/>"-'  +  A,p"-'  H-  ...  -h  An-->p'-h  A„_,/J  4-  A„, 

A:/J"~^-;-  .  .  .  -t-  A„_- ■./>»-+  A„-tp  -+-  A„, 


A„_.p-  H-  A„-,p  ■+-  An, 

A„_,/?  4-  A„, 

A„: 


(    'o   ) 
et,  s'il  lui  est  inférieur,   la  différence  est  un  nombre 
pair. 

6.   En  désignant  toujours  par  p  un  nombre  quelconque 
positif,  faisons  en  second  lieu 


On  a  identiquement,  P  étant  un  polynôme  entier  du 
degré  (//  • —  2), 


P 
f 


[p 

fip^V        f'[p 


p'  L     '  J[p)\ 

y^'L     '  f[p)\ 
^r  ^.,_  Ç^)i  „ 


Le  nombre  des  variations  du  second  membre  se  com- 
pose d'abord  des  variations  du  polynôme  entier  Q,  formé 

des  termes  du  développement  de     '    ''   '  ,    dontl'exposant 

est  inférieur  à  77,  et  ensuite  des  variations  des  termes  de 
la  suiie 

f'^p)  f'ip)  /'[p) 

/U^j  /l/')  Hp) 

Comme  ces  termes  vont  toujours  en  croissant,  la  suite 
ne  peut  présenter  qu'une  variation,  et  elle  la  présentera 

f'ip] 
elTectivement  si  le  nombre  72 —  n  -^~t  est  nécatif. 

JP^ 


(  "  ) 


f[x) 


Au  lieu  du  développement  de  ^ — — h-»  on  peutévidem- 
nienl  considérer  le  suivant  : 

(l  — .fj- 
et  énoncer  cette  proposition  : 
Etant  donnée  Véqualion 

f  [x]  =  Ao x"  H-  A,  .r"-'  -+-  A,  X"-'  -1-  ...  H-  A„_,  j;'  -+-  A„_,  .r  -4-  A,„ 
si  X  désigne  le  nombre  des  racines  de  V équation 

/(.r)=o 

positives  et    inférieures   au   nombre  positif  p,    et  y.  le 
nombre  des  variations  des  termes  de  la  suite 

A,/j"-'  +  2  A,//'--  -^  .  .  .  -\-   H  —  i]  An-^p-  -T  l'^  —  •  )  A„_|^  -h  «  A,„ 

A,p"~-  -r-  .  .  .  -i-    «  —  3)  A„_,/;-  -h  '«  —  ■>.)  A„_i^  -!-   n  —  i)  A„» 


A„_2p--i-  2A„_,/y^-  3A„, 

A„_,/J  'h  2A„, 

A„, 

/fi  Jiombre  X  65^  «z/  /?/a5  e^«/  ou  noudjre  (  a.  -f-  i) .  e^  /et<r 

différence  est  un  nombre  impair  si  la  quantité  n — p  — — r 

est  positive   ou    nulle,-    la   différence    est    zéro   ou    un 
nombre  pair  si  cette  quantité  est  négative. 

7,  Soient  p  et  q  deux  nombres  positifs  quelconques  as- 
sujettis à  la  seule  condition  que  q  soit  plus  grand  que  /;  5 
faisons  'f{x)  =  [p  —  x)  [q  —  .r).  Le  développement  en 

série  de ^, est  convergent  pour  toutes  les 


[  »2  ) 

valeurs  positives  de  a;  inférieures  à  p,  el  Ton  a  identique- 
ment, P  désignant  un  polynôme  entier  du  degré  [n  —  2), 

(}  —  P  <1  —  ^ 

~p\    n      Vr     f[p]\ 

-7^  ip'   f[p)y 

r  lp"    j[p)a 

^7""^L/^""'      /(/^)J ) 

Le  nombre  des  variations  du  second  membre  se  com- 
pose d'abord  des  variations  du  polynôme  entier  Q,  formé 

des  termes  du   développement  de  x  ,  i  dont 

[l>  —  x)  [q  —  J.-] 

Texposant  est  inférieur  à  7^,  el  ensuite  des  variations  des 
termes  de  la  suite 

p''    J[p)'   jy^'     /{p]'   i'"^'    f\py 

Or,  -  étant  plus  grand  que  1,  les  termes  de  cette  suite 

vont  toujours  en  croissant  et  ne  peuvent  présenter  qu'une 

...           1,               ,                 .  q"        fiq]  ,       .0 

variation:  elle  se  présentera  si  -^ -~, — r  est  ne^atit. 

^  P"       f[p)  ^ 

En  se  reportant  à  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  on  peut 

donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

En  désignant  parf{oc)  un  poljnome  enlierHn  degré  «, 
et  par  p  et  q  deux  nombres  positifs  arbitraires^  mais 
dont  le  second  soit  supérieur  au  prevder,  [soient  À  /e 
nondire  des  racines  positi\'es  de   l'équation  j  [x)  ^=  o 


(  «'^  ) 

qui  sont  inféiœures  à  p^  et  u  le  uonihre  des   variations 
(lu  polynôme  formé  des  termes  du  déueloppement  de 


./"  -  ■'■;;'/  — 


dont  r  exposant  est  inférieur  an-,  le  nombre  p.  est  au 
plus  égal  au  nombre  (A  -f-  i),  et  leur  différence  est  un 
nombre  impair  si  la  quantité 

r    f[q) 


F"       f\P) 

est  positii^e  ou  nulles  elle  est  zéro  ou  un  nombre  pair 
si  cette  quantité  est  négative. 


QUESTION  PROPOSÉE  AU  CONCOLllS  GENERAL  DE  1877 

POLR    LA    CLASSE    DE    MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES; 

SOLUTION  DE  M.  E.  BOUGLÉ, 

Élève  du  collège  RoUiii  (*). 


Rechercher  les  surfaces  S  du  second  degré  sur  les- 
quelles il  existe  une  droite  D,  telle  que  l' hjperboloïde 
de  révolution  H,  qui  a  pour  axe  une  génératrice  recti- 
ligne  quelconque  JCj^  delà  surface  S,  et  du  même  système 
que  D,  et  qui  passe  par  la  droite  D,  coupe  orthogonale- 
ment  la  surface  S  en  tous  les  points  de  cette  droite. 

Si  l'on  considère  tous  les  hyperboloïdes  H  qui  se  rap- 
portent à  une  même  surface  S  jouissant  de  la  propriété 
énoncée  : 

i"  Trouver  le  lieu  des  sommets  A  et  celui  des  foyers  F 


(*)  M.  E.  Bougie  a  obtenu  le  prix  d'honneur. 


(  '4  ) 

cirs  liypciholoïdcs  H'  conjugiiPS  des  liypci  boIoïdcsW; 
2"  Par  l  un  des  foyers  F  de  llijperboUjïde  H',  on 
mené  un  planV  parallèle  à  la  perpendiculaire  commune 
aux  deux  droites  Gr  et  D,  etjaisant,  avec  cette  dernière, 
nu  angle  supplémentaire  de  celui  que  fait  avec  cette 
même  droite  V axe  G  de  Vlijperholoïdc  II  ;  trouver  le 
lieu  de  la  droite  qui  joint  le  point  oii  le  plan  P  coupe  la 
droite  D  à  l'un  des  points  oii  ce  plan  coupe  la  courbe 
d^ intersection  delà  surface  S  et  de  V hyperholoïde  H. 

Soit  un  point  m  de  la  droite  D  \  le  plan  tangent  en  ce 
])oint  aux  hyperboloïdes  H  est  perpendiculaire  au  plan 
tangent  à    la  surface  S,  de  plus  il  passe  par  D  ;  donc   il 


est  le  même  pour  toutes  les  surfaces  H  ;  la  normale  à 
tous  les  hyperboloïdes  est  donc  aussi  la  même,  mais  elle 
rencontre  les  axes  de  tous  les  hyperboloïdes,  c'est-à-dire 
les  génératrices  de  S-,  donc  elle  est  située  sur  S.  D'ailleurs, 
elle  est  perpendiculaire  à  D,  et,  comme  elle  est  la  se- 
conde génératrice  de  S  qui  passe  par  le  point  /«,  S  est 
un  paraboloïde  ayant  D  pour  directrice,  et  un  plan  per- 
pendiculaire à  D  pour  plan  directeur  correspondant. 

iiéciproquement,  considérons  un  tel  paraboloïde  \\  il 
jouit  de  la  propriété  de  la  surface  S.  En  elïet,  soit  la 
génératrice  ///S  (jui  passe  par  w,  le  plan  tangent  à  S  est 


(  '5  ) 

déterminé  par  la  droite  D  ;  la  normale  à  un  hyperboloïde 
H  doit  être  perpendiculaire  à  D  et  rencontrer  l'axe  G  : 
donc  ce  n'est  autre  que  mS,,  puisque  G  et  /;/S  sont  des 
génératrices  de  système  différent  de  S  et  par  suite  se  ren- 
contrent. Le  plan  tangent  a  S  passe  donc  par  la  normale 
à  H  :  ces  deux  plans  tangents  sont  donc  perpendii;ulaires. 

Cela  posé,  le  second  plan  directeur  du  paraboloïde, 
étant  parallèle  à  D  perpendi<  ulaire  à  A,  est  aussi  perpen- 
diculaire à  ce  plan.  Les  deux  plans  directeurs  sont  donc 
perpendiculaires. 

Enfin  considérons  le  plan  tangent  au  sommet  :  il 
coupe  la  surface  suivant  deux  droites  :  chacune  d'elles  est 
perpendiculaire  au  plan  directeur  qui  ne  la  contient  pas  : 
donc  on  pourra  prendre  pour  la  droite  D  l'une  ou  l'autre 
de  ces  deux  droites.  Il  n'y  a  pas  sur  la  surface  d'autre 
droite  jouissant  de  la  propriété  de  D,  car  il  y  aurait  sur 
le  paraboloïde  deux  génératrices  perpendiculaires  à  un 
plan  directeur  et  par  suite  parallèles. 

1°  Prenons  pour  axe  des  x  l'axe  du  paraboloïde,  et 
pour  axes  des  y  et  des  z  les  génératrices  du  sommet. 

La  droite  D  sera  alors  O^  par  exemple. 

L'équation  de  S 

et  les  équations  de  G 


.r 


Cherchons  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  l'axe 
des  z  tournant  autour  de  G,  on  trouve  facilement 

(  H  )  p-  ■/-  -+  [Ijc  -h  z)-  -j=  jc--  -\-  [l  —  p  l  )-  +  z\ 

Remarquons  que  la  perpendiculaire  commune  à  (G)  et 
à  (D)  est  précisément  O)^:  par  suite,  le  centre  de  Thyper- 
boloïde  IJ  est  C  et  le  rayon  du  cercle  de  gorge  OC. 


(  i6  ) 
C^lierclions  les  poiiils  do  rencontre  de  l'axe  avec  l'hy- 
perboloïde  :  on  trouve 

z'  = '- —  ; 

les  valeurs  de^:  sont  donc  imaginaires;  mais,  si  l'on  prend 
les  valeurs  réelles 

on  aura  justement  les  z  des  sommets  réels  A  de  l'hyper- 
Loloïde  H'  conjugué  de  H. 

Si  donc  on  élimine  A  entre  cette  équation  et  les  équa- 
tions de  G,  on  aura  le  lieu  :  ce  lieu  sera  délini  par  Tinter- 
sectiou  du  paraboloïde  avec  une    autre   surface*,    pour 

l'avoir, on  tire  ).  =  -  et,  en  ])or!antdans  la  dernière  équa- 
tion, il  vient 

z"-  =  — ^ ou        x^  4-  s'  =/2% 

X-  +  •:•-     ' 

c'est-à-dire  un  cylindre  de  révolution  autour  de  O^'^  on 
pouvait  voir  autrement  ce  résultat,  en  construisant  la 
longueur  des  axes  de  la  section  méridienne  de  H  dans  le 
plan  COG  5  CO  est  en  grandeur  et  en  position  l'axe  réel 
de  H  :  l'asymptote  s'obtiendra  en  menant  dans  le  plan 
COG  une  droite  CE  faisant  avec  G  un  angle  ACE  égal  à 
celui  de  D,  et  G  et  EO  seront  l'axe  imaginaire  de  H  et 
réel  de  H'  ;  or  on  a 

EO  =  CO  tang  ECO, 
et,  en  nous  reportant  aux  équations  de  G, 


donc 


CO  =  p\,    tang  ECO  =  -  =  y 


E0==/7X? 


(   '7  ) 
c'est-à-dire  que  la  dislance  du  point  A  à  Taxe  Oj'  est 
constante. 

Cherchons  les  foyers  F.  On  a,  par  définition, 

CF  '  -h  OC  ^-  AO 
ou,  en  appelant  x, }  ,  z  les  coordonnées  de  F, 

mais  des  équations  de  G  on  lire 

n  =ilz  : 
donc 

OU 

z-  =p''\ 

donc  les  foyers  sont  sur  les  génératrices  d'intersection  du 
paraboloïde  avec  deux  plans  parallèles  au  plan  directeur 
et  menés  à  la  distance  p. 

2"  Menons  par  le  point  F  un  plan  parallèle  à  la  plus 
courte  distance  entre  Oz  et  G,  c'est-à-dire  à  O)'.  Son 
équation  sera  celle  de  sa  trace  sur  zOx^  ou  une  droite 
passant  par  la  projection /^ de  F  et  symétrique  de  la 
direction  de  la  projection  de  G,  :r  =  Xz.  Les  coordon- 
nées de  /"sont 

.T  =  pl,     z  =  p. 

On  a  donc,  pour  équation  du  plan  P, 

(  or  —  /J  >.)  +  X  (  Z  —  p  '  =:=  O. 

Clierchons  son  intersection  avec  O^,  on  trouve 

Z  =  2/7, 

ce  qu'on  pouvait  voir  directement  ;  en  effet,  coupons  la 
figure  par  un  plan  mené  par  G  perpendiculairement  à 
Oy  :  il  coupe  P  suivant  la  droite  BFI  symétrique  de  CF 
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(   '8  ) 
par  rapport  à  FQ  ;  donc 

QI  =  CQ     et     BC  =  2FQ  =  op  ; 

donc  O7  =  ip. 

Le  pointa  est  donc  fixe  sur  Os;  par  suite,  la  droite  qui 
passe  par  le  point  de  rencontre  de  P  avec  D  engendrera 
un  cône,  ayant  pour  sommet  a.  Pour  trouver  ce  cône, 
nous  définirons  la  droite  mobile  comme  l'intersection 
du  plan  P  avec  un  cône  ayant  pour  sommet  a  et  pour 
base  la  courbe  dintersection  de  H  avec  S. 

Pour  former  l'équation  de  ce  cône,  transportons  les 
axes  au  point  ct.  L'équation  de  la  surface  S  est 

(S)  j[z^ip]=px 

et  celle  de  H 

(H)     x^{V  —  \)  —  j^  +  7Axz  -f-  2/>>  (2x  +  r)  =0. 

De  S  on  tire 

r  z 

et,  en  substituant  dans  l'équation, 

x-[V  —  \)  —  r^  H-  2>xz  H ^-^  '  IX  H-  r^  =  o, 

X  —  iy  ' 

équation  homogène  et  du  troisième  degré,  qui  représente 
le  cône  auxiliaire. 

Enfin,  en  éliminant  X  entre  cette  équation  et  celle 
de  P 

X  -\-\z  zzz  o 

il  vient,  pour  l'équation  du  lieu, 

.r*  (  x  —  o.y]  —  c*  (  S.T  —  iy]  ;  .r'  +  r'^^  t=  o, 

ce  qui  représente  un  cône  du  cinquième  degré.  Conslrui- 


(  19  ) 
sons  sa  trace  sur  le  plan  des  xy  ^  en  posant  z-  =  ^\p'^  on 
a  une  courbe  ayant  pour  centre  l'origine,  qu'on  construit 
en  posant  7"  :=  tx. 

Note.  —  MM.  Lévy  et  Hioux,  professeur  au  lycée  de  Rennes,  nous  ont 
adressé  une  double  solution  analytique  et  géométrique;  M.  Gambey  a 
envoyé  une  solution  purement  analytique. 


QUESTIONS  PROPOSEES  P\P»  }\.  BOllRGl'ET 

C  Toir  7'  série,  t.  XVI,  p.  18.'.);; 

SOLUTIONS  DE  M.   H.-J.  KRANTZ. 


I  "  Prouver  que 

i 

"  -r  - 

-?.  j  I  I  I  ^    /^  H-  I 

L > \ \ h  ...  H >  L 

[         m        //i  -+-  I       /H  -f-  2  n  m 


(L  désigne  le  logarithme  népérien  /n>  i). 
2°  Prouver  que  la  série 

I  I  r  I  T  I 

~  m  _i      ^  ni      /Il  -t-  1  _|_  ^  /Il       m  -t-  i        111+  ::  _j_ 

.      \  T  _    I 

est  convergente  pour  a  <^  -^  et  divergente  pour  «  > -• 

3"  Prouver  que  la  série 

m        m[m  -\-  {]        m[m  -^  \)  [m  -^  ^.] 

_]_  i .  4-       ^      -     -  '  ^ '-  -}-  ,  .  . 

n  n\^n  -{-  \)  /?  '  «  -I-  i  )  ( «  H-  2  ) 

est  convergente  pour  n  —  ni^i^  et  divergente  pour 

n  —  ni^  I . 

I   , 


1"  La  fonction  -  étant  décroissante,  on  a  évidemment 

X 


m  +  I 

(1.2 


2. 


(    2o) 
De  plus,  en  considérant  riiyperbolej'^  =  -,  on  voit  sans 
difficulté  que  Taire  de  cette  courbe,  comprise  entre  l'axe 
des   X  et  les   ordonnées   qui  sont  aux  distances  m 

et  m  H — de  l'origine,  est  plus  grande  que  le  rectangle 

qui  a  l'unité   pour  base  et  dont  la    hauteur   est—)  de 

^  ^  m 

sorte  que  l'on  a 


/m  H — 
^dx  I 

,     X  m 


On  peut  d'ailleurs  établir  directement  cetle  Inégalité  de 
la  manière  suivante  : 

Pour  toute  valeur  de  a:  <^  m,  on  a  numériquement 


m'  —  X-        m 
donc  aussi 


m  I 

pour  X  z=  o, 


ou 


r       mdx  r"^  dx 

J       m-  —  X-  "     J,      m  ' 


I 

m  +  - 

2  I 

log >-, 

I  rn 

m 

2 


ce  qui  revient  à  l'inégalité  (i). 
On  peut  donc  établir 


/"'"^^  dx  I  r»«/+i  dx 

2 

Remplaçanl  ni    successiveniei)l    par   //i  H-  i ,   m  +  2, 


(  21  ) 

jusqu'à  /?,  on  trouve,  en  ajoutant, 

/  -->-H \ !-...+  ->/  — : 

/         ,      .r  m        m  -\-  i         /n  -r-  2  «  /  x 

m 


OU 

I 

«  -i 

loç  >  —  H 1 i-  ...+->•  log • 

1         //;       ///  -r-  I         m  --  1  n  m 

m 

2 

Remarque.  —  On  voit  par  les  calculs  précédents  qu'il 

est  suffisant  et  nécessaire  que  m  satisfasse  à  la  condition 

^    I 
ni'^  -  • 

2 

2°  Soit  Ui  -i-  Wa  -H  "3  +  •  •  •  uî^6  série  ayant  11^  pour 
terme  général  ;  on  sait  (par  un  théorème  qui  est,  je  crois, 
deJRaabe)  que  cette  série  sera  convergente,  ou  diver- 
gente, selon  que  l'une  des  expressions 

\[     f  "^  \  Il         I  I      1 

(  L    \"x+.       /        J         ) 

approche  d'une  limite  A ,  qui  est  plus  grande  ou  plus  pe- 
tite que  l'unité,  x  augmentant  indéfiniment.  Pour  A=  i, 
il  est  douteux  si  la  série  sera,  ou  non,  convergente. 

La  loi  delà  formation  de  ces  expressions  est  évidente. 
En  désignant  par  F„  et  F„^.i  deux  de  ces  expressions  suc- 
cessives, on  a 

F„^.|  =  «Iog.r(F„—  i). 

Le  terme  général  de  la  série  proposée  est 


{ 2-  ) 


et 


—  —  I 


Celle  expression  prend  la  forme-  pour    a:  =  ce  -,  par 

les  procédés  ordinaires,  ou  irouve,  x  augmentant  indéii- 
uinieul, 

lim  X  (  ■ — I  I  =  loiî- . 

\«x+.      y       ^a 

La   série  est  donc  convergente,  ou  divergente,  selon 
qu'on  a 

,1  ^  .        .    ,.  /  ï 

log- ">    ou    <'i,       c  est-a-dire      «>-• 

Pour  a=-i  le  cas  reste  douteux,  et  il  faut  prendre 

e  '■ 

l'expression 

b  [ù.  -')  -']  '°^''=  b  ('"'"  "')  "']  '°°"' 

dont  la  valeur  réelle  pour  x  =  oo   est  nulle,  c'est-à-dire 
plus   petite  que  l'unité;    donc  la  série  est   divergente 

I 

pour  a  =  -• 
e 

3°  Ici  on  a,  pour  le  terme  général, 

m{in  ->^  \)  [m  -t-  2 "!  ...    m  -i-  j:  —  i ^ 
"j  — 

donc 


"x 

«  i  «  -i-  I      «  H-  2  I  ...     «  H-  a- 


n  -\-  X 

m  -i-  X 


(  23  ) 
et,  appliquant  le  même  théorème  que  dans  le  cas  précé- 
dent, 


.     Ur  \         ,.      .r(n  —  m 


Donc   la  série   est   convergente  ou  divergente   selon 

que 

n  —  ni>\. 


Pour  n  —  7/^  =  1,  il  faut  prendie 


["(£:."■)"']''"'■"=" 


m    : 

m  -\-  a: 


dont    la   valeur  réelle  pour  a:  =  co   est  nulle,    ce    qui 
prouve  la  divergence  pour  n  ■ —  m  =  i. 

A'ore.  —  M.  Fauquembergue  a   envoyé   une  soîiilion  analogue  de   la 
troisième  partie. 


SUR  UNE  QUESTION  DE  MINIMUM; 

Pau  le  p.  le  COINTE,  S.  J., 

Prolesseur  à  l'école  de  l'Iinniacnlée  Conception,  à  Toulouse. 


Soient 

Xi,    Xj,    X:,,     •  •  «1    X„, 

m  fonctions  linéaires  de  n  'variables  x^  J'i  ^i  •  •  • ,  "^^i 
et,  X,-  désignant  d'u/ie  manière  générale  l'une  de  ces 
fonctions,  posons 

X,-  =  Oi-T  -f    bij  -\-  CiZ  ~-  .  .  .  •+-/",•  K'  -f-  /,-. 

Considérons  la  somme  S  des  carrés  de  ces  mfo/ictioJiS; 


(  24  ) 

et   proposons-nous  d'en    troin^er  le   minimum,    dont 
l'existence  est  évidente  {*). 

Nous  désignerons  par  [J.  la  valeur  de  ce  minimum,  et 
par 

(l)  x  =  a,     j— [3,      2  =  7,       ...,      »'  =  p 

le  système  de  valeurs  des  variables  x^j^  z,  ...,  -w  don- 
nant ce  minimum. 

La    fonction   S   est    du   second   degré   par   rapport   à 
chacune  de  ces  variables  ^  nous  pouvons  donc  poser 

(-2]  Ajr'+B.rH-  C  =  S, 

A  étant  une  quantité  indépendante  de  x,  j%  z,  .  .  . ,  iv, 
B  et  C  des  quantités  indépendantes  de  x  et  fonctions  de 

De  cette  équation  (2)  nous  tirons 

(3)  *^  =  -^±iN/^^-4A(C-S), 

et  il  est  aisé  de  constater  que  les  valeurs 

jr=;3,     r.  =  7,     ...,     «'i=p, 
jointes  à  la  valeur   S  =  p.,  annulent  l'expression 

(4)  B'-4A(G-S) 

placée  sous  le  radical  dans  l'équation  (3)',  car  les  va- 
leurs (r)  ^vec  S  =  ij.  vérifient  l'une  ou  l'autre  des  deux 
é(jualions  (3),  en  lesquelles  se  trouve  décomposée  l'équa- 
tion (a)  \  et,  comme  la  valeur  x  =  a  est  réelle,  si  l'expres- 
sion (4)  n'était  pas  annulée  par  ces  valeurs,  elle  sérail 
nécessairement    égale    à    un    nombre    /-^oj    comme 


(  *)  Cette  question  est  souvent  posée  aux  examens  d'admission  à  l'École 
Polytechnique. 


(  -5  ) 

elle  est  une  fonction  coniiniie  des  quantités  y,  z,  .  .  ., 
-vv,  S,  si  l'on  venait  à  donner  à  ces  quantités  de  nou- 
velles valeurs  (3',  /,  .  .  .  ,  p',  //,  très-peu  différentes  des  • 
précédentes,  celle  de  S  étant  choisie  moindre  que  fx,  on 
aurait,  pour  l'expression  (4),  une  valeur  dans  le  voisi- 
nage de  À",  et  par  conséquent  positive.  La  valeur  corres- 
pondante a'  de  X,  fournie  par  l'une  ou  l'autre  des  équa- 
tions (3),  serait  réelle,  et,  par  suite,  le  système  des 
valeurs 

■r  =  x',     J  =  S',      3  =  7',      ...,     «'=p' 

donnerait,  pour  la  fonction  S,  une  valeur  p.'  moindre 
que  la  valeur  minimum  p  de  cette  fonction,  ce  qui  est 
impossible. 

De  cette  première  propriété  résulte  que  les  valeurs  (i) 
donnent 

_         B 
"^  -'~  ^■ 

puisque,  dans  les  équations  (3),  le  radical  est  nul  pour 
ces  valeurs  jointes  à  la  valeur  S  =  y-.  Or,  cette  dernière 
équation  pouvant  s'écrire  sous  la  forme 

2  Aa:  -}-  B  =:=  o, 

on  voit  que  son  premier  membre  est  la  dérivée  S'^.  du 
premier  membre  de  léquation  (2),  prise  par  rapport  kx. 
Ce  que  nous  venons  de  dire  pour  la  variable  x  s'ap- 
plique à  chacune  des  autres  variables  de  la  fonction  S,  et 
par  conséquent  nous  arrivons  cà  la  conclusion  suivante, 
savoir  : 

Que  les  'valeurs  des  n  a'ariables  x,  j)  ,  -z,  .  .  . ,  ^^'  de 
la  fonction  S  çui fournissent  le  ndninium  de  cette  fonc- 
tion   sont    une  solution    du  sjstcnic   des   n   êqucitions 


q6 


linéaires 


Is' 


o, 


obtenues  en  égalant  à  zéro  les  înoiliés  des  dérivées  par- 
tielles de  cette  niénie  fonction^  prises  par  rapport  à 
chacune  de  ces  variables. 

Relalivemenl  à  la  question  précédente,  nous  allons 
établir  plusieurs  théorèmes  qui  serviront  à  compléter 
ce  qui  vient  d'être  dit,  et  nous  y  ferons  usage  de  la  notation 
suivante. 

Ayant  écrit  ni  suites  (ou  lignes)  de  n  quantités,  de 
façon  que  les  termes  de  même  rang  se  correspondent  en 
colonnes  verticales,  nous  placerons  de  chaque  côté  de  ce 
tableau  un  double  trait  vertical,  de  telle  sorte  que  les  m 
suites  seront  enfermées  entre  ces  deux  doubles  traits,  et 
le  tableau  ainsi  constitué  représentera  le  système  de 
déterminants  obtenus  en  supprimant,  de  toutes  les 
manières  possibles,  (m — n)  lignes  si  rn  est  ^  «,  ou 
[n  —  m)  colonnes  si  ni  est  <^  n  (*).  Dans  le  cas  de  J7i  =  n, 
ce  tableau  représentera  simplement  le  déterminant  des 
m^  éléments  qui  y  figureront. 

Théorïîme  I.  —  Si  ni  est  ^  Ji,  le  déterminant  du 
système  des  équations  (5)  est  égala  la  somme  des  car?  es 
des  déterminants  représentés  par  la  notation 

by     c,      ...      /, 
(6)  ""     ''     '■■     ■•■     *■ 


(*)  CeUe  notation  n'est  pas  nouvelle  ;  elle  est  employée  dans  les  Levons 
J' Algèbre  siipcricurc  de  G.  Salmon. 


(  27  ) 

Dénioîistralion.  —  Pour  établir  cette  proposition,  et 
afin  de  mieux  fixer  les  idées,  nous  supposerons  n  =  3.  On 
reconnaîtra  sans  peine  que  cette  hypothèse  n'ôte  rien  à 
la  généralité  de  la  démonstration. 

Le  déterminant  des  équations  (5)  est  alors 

a\  +  a]  -!-...+«;„       a^b.-A-a^by 
a^ù^-ha■,b:^-h...-ho„b„,     b: -h    bl 


aiCy-\-a,Cr 


.+  Z»,-„      btC,-\-b-,c-,-]-...-{-b,„c„ 
H-a,„r„,  b,Ct-hb,c^-j-...-{-b,„c„     r;  +  c ; -4-...  +  c;-„ 


et  il  est  à  remarquer  que  chacun  des  9  éléments  de  ce 
déterminant  est  un  polynôme  de  jh  termes. 

Si  l'on  désigne  par  (/',  .v,  t)  l'un  des  arrangements  3  à  3 
des  m  nombres  i,  2,  3,.  .  .,  m,  chacun  de  ces  nombres 
pouvant  entrer  plusieurs  fois  dans  le  même  arrangement, 
et  par  ^r,s,i  le  déterminant  de  9  éléments,  obtenu  en 
remplaçant,  dans  le  déterminant  (7),  les  éléments  de 
la  première  colonne  respectivement  par  leurs  termes 
de  rang  r,  ceux  de  la  seconde  colonne  respectivement 
par  leurs  termes  de  rang  5,  et  enfin  ceux  de  la  troisième 
respectivement  par  leurs  termes  de  rang  i,  on  sait  que  ce 
déterminant  (7)  est  la  somme  de  tous  les  déterminants 
tels  que  ^r,s,t  obtenus  en  variant  de  toutes  les  manières 
possibles  l'arrangement  (/*,  s,  t). 

Or  on  a 


^r.s. 


et  par  suite,  si  deux  des  nonibres  /•,  s,  t  sont  égaux,  il 
vient 

Ar,:,,<=  O. 

De  plus,  si  l'on  suppose  que  les  trois  nombres  r,  .v,  t 
soientdistincls entre  eux,  il  est  à  observer  (|ue,  dans  l'ex- 


a;. 

^sbs 

OfCt 

«r 

a. 

fit 

a,br 

^; 

b,Ct 

—  rirbsC, 

K 

bs 

b. 

Ctr  Cr 

If^f^s 

ri 

Cr 

Cs 

C( 
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pression  ci-dessus  de  ^r,s,f,  le  premier  facteur  Orb^c^ 
est  le  terme  principal  du  déterminant  qui  figure  comme 
second  facteur,  de  sorte  que,  si  l'on  forme  tous  les  déter- 
minants tels  que  ^r,s.i  qui  correspondent  à  toutes  les 
permutations  des  trois  nombres  r,  s,  t,  la  somme  de  tous 
ces  déterminants  sera  le  carré  du  suivant  : 


<2r 

c,. 


Donc,  etc. 

Remarque.  —  Si  »  :=  2,  la  relation,  objet  du  théorème 
précédent,  n'est  autre  que  celle  qui  est  connue  sous  le 
nom  à  identité  de  Lagrange. 

Théorème  II.  —  Si  m  est  ^n,  et  que  les  détermi- 
nants repi'ésentés  par  la  notation  (6)  ne  soient  pas  tous 
tiuls,  le  mininiuni  de  la  somme  S  est  égal  à  la  somme 
des  carrés  des  déterminants  représentés  parla  notation 


'm        tfin       Cm         ...         A"„,        /„ 

divisèepar  la  somme  des  carrés  des  déternnnants  repré- 
sentés par  la  notation  (6). 

Démonstration.  —  Rendons  la  fonction  S  homogène 
par  l'introduction  d'une  nouvelle  variable  'Ç^  c'est-à-dire 
que  nous  posons 

X,-  =  Oi  x  -f-  /;,■  r  4-  Q  c  _f-  .  .  .  -f-  /  .  (,.  4-  /.  ç. 
Désignons  par  A  le  déterminant  des  équations  liomo- 
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gènes 

(9)  -S',=  0'      -S>  =  o.     •••>    ^S;,— o,      ^S'.=  o, 

et  par  A^  ce  qu'il  devient  lorsqu'on  y  supprime  la  ligne 
de  rang;;  et  la  colonne  de  rang^y. 
Si 

(10)  x=:a,     J>— P,      2=7,     ...,    «'  =  p,      Ç=l 

est  le  système  de  valeurs  des  variables  x,  y^z^  .  .  . ,  iv,  Ç 
qui  vérifient  les  n  premières  des  équations  (9),  c'est-à- 
dire  le  système  de  valeurs  de  ces  variables  qui  donnent 
le  minimum  de  la  fonction  S,  on  a 

a3  •  n 

De  plus,  si,  pour  abréger,  nous  désignons  par 

M,,  M,,  M„    .  .  .  ,  M„,  M„+, 
les(«  +  i)  éléments  de  la  dernière  ligne  du  déterminant 
A,  l'expression  de  -  St  est 

M,  a:  -f-  M2J  -i-  RTs  z  -f-   ...  -I-  M„  w  +  -AI„^_,  Ç. 
Or,  le  théorème  des  fonctions  homogènes  donne 
x.s!,  +  j.S^.-f-z.sUf-  ...  +a'.S'^+Ç.S':=:9.S, 
et  par  suite,  pour  le  système  des  valeurs  (lo),  il  vient 
S  =  M,  a  -f-  INI 5  p  4-  M3  7  -^  .  .  .  -l-  J\I„  p  -+-  M„^., 
[M,  A),^,  —  M,  A-+,  +  M3  A„+,  —  .  .  . 


.  n-l-l 
An+1 


i)"-'  m„a;'_.,  -I-  '- 1  )"»!„+,  A;;ii], 
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c'est-à-dire 


Mais,  d'après  le  ihéorèmel,  A;;;;}  et  A  sont  respectivement 
les  sommes  des  carrés  des  déterminants  représentés  par 
les  notations  (6)  et  (8). 
Donc,  etc. 

Théorème  III.  —  Si  m  est^n,  et  que  les  détermi- 
nants représentés  par  la  notation  (6)  soient  tous  nuls,  la 
fonction  S  peut  être  ramenée  à  la  somme  des  carrés  de 
m  fonctions  linéaires  de  [n  —  i)  variables. 

Démonstration.  —  Car,  si  l'on  pose,  d'une  manière 
générale, 

V/  =  UiX  +  bij  -^-  CiZ  -\-  ...  +  /•(•(f, 

les  fonctions  Vj,  Y2,  .  •  • ,  V,„sont  telles  que  (//z —  n-\-\) 
quelconques  d'entre  elles  sont  des  fonctions  linéaires 
homogènes  des  (;î  —  i)  autres,par  exemple  ¥!,¥,,...,¥„_, 
et,  par  suite,  la  fonction  S  peut  être  considérée  comme 
la  somme  des  carrés  de  m  fonctions  linéaires  aux  {n  —  i) 
variables  Vi,  V,.  ...,V„_i. 

Donc,  etc. 

Remarque.  —  Dans  ce  cas,  déterminant  les  valeurs 
tti,  ao,  .  .  . ,  cr„_i  de  ces  variables  qui  fournissent  le  mini- 
mum de  S,  on  pourra  déterminer  une  infinité  de  sys- 
tèmes de  valeurs  des  variables  a',  )'',  z,  .  .  . ,  iv  correspon- 
dant à  ce  minimum,  en  résolvant  les  équations 

V,=  a,,      V2=aj,       ...,      V„_,=  a„_|. 

Théorïîme  l^  .  —  Si  m  est  <^  «,  et  que  les  détermi- 
nants représentés  par  la  notation  (6)  //e  soient  pas  tous 
nuls,  le  nunimum  de  la  fonction  S  est  zéro,  et  corrcs- 
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pond  à  une  iiijinilé  de  sjstèmesde  ^mleurs  des  variables 
Z,J,  z,  ...,w. 

Démonstration.  —  Car,  si,  pour  iixer  les  idées,  nous 
supposons,  par  exemple,  m=  2,  et  que  le  déterminant 

ne  soit  pas  nul,  on  peut  donner  aux  variables  ^,  .  . . ,  w 
des  valeurs  quelconques  et  déduire  ensuite  pour  x  et  y 
des  valeurs  telles  qu'on  ait 

Xi=  0,     X2=  o. 
Donc,  etc. 

TnÉORiiME  V.  —  Si  m  est  <^«,  et  que  les  détermi- 
nants représentés  par  la  notation  (6)  soient  tous  nuls, 
la  fonction  S  peut  être  ramenée  à  la  somme  des  carrés 
de  mfonctions  linéaires  de  [n  —  i)  variables. 

Démonstration  semblable  à  celle  du  théorème  III. 


SOLITION  DE  LA  QliESTIOlV  DE  GÉOMÉTRIE  AKALYTlQliE 

PROPOSÉE    EN    1S78 
AUX     CANDIDATS     AUX     BOURSES      d'ÉTUDES      PRÉPARATOIRES 

a  la   licekce  i:s   sciences  mathématiques  5 

Par  m.   Ed.   GUILLET, 

Mailro  répétiteur  au  lycée  de  Lyon. 


Un  point  et  une  droite  étant  donnés,  un  cercle  de 
rajon  'vnriahle  est  tangent  à  la  droite  et  passe  par  le 
point.  Trouver  le  lieu  des  points  du  cercle  pour  lesquels 
la  tangente  est  perpendiculaire  à  la  droite  donnée. 
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Je  prends  pour  axe  des  j  la  droile  O)'  donnée,  pour  axe 
des  a:  une  perpendiculaire  O  A  passant  par  le  point  fixe  A, 

En  désignant  par  a  la  distance  OA,  par  (a,  (3)  les  coor- 
données variables  du  centre  C  du  cen^le,  l'équaliou 

(1)  (.r-a)'-f-(j-p)'-r^=0 

représente  l'un  quelconque  des  cercles  de  la  série,   en 
tenant  compte  des  deux  conditions 

(2)  r — a  =  o, 

(3)  «' — •  2aa -h  a' -t-  ^'  —  r' =:  o. 

Mais  les  points  M,  M'  du  lieu  sont  à  l'intersection  du 
cercle  et  de  la  droite  menée  parle  centre  C  parallèlement 
à  Oj^  droite  dont  l'équation  est 

(4)  ^  — -  a  =:  o. 

Il  suffît  d'éliminer  a,  (5,  /•  entre  les  quatre  relations 
précédentes  pour  obtenir  l'équation  du  lieu 

y^  ■ —  2j"^  (jc-  -H  2rtjr  —  «']-}-  f. 7?  —  a]''  =  o 
ou 

[(  j  —  x)'  —  a['2.x  —  rt)]  [(  j  +  .r)2  —  rt(  2.r  —  a)]  =  o. 

Le  lieu  chercbé  se  compose  donc  de  deux  paraboles, 
symétriques  par  rapport  à  l'axe  des  x^  tangentes  à  cet 
axe  au  point  fixe  donné,  et  ayant  pour  axes  les  deux 
droites 

2  (  J'  —  ^  )  -!-  a  =  o, 
2  (  J  -f-  X  )   —  «  =  O . 

En  remarquant  que  le  centre  C  est  toujours  à  égale 
distance  du  point  fixe  et  de  la  droile  donnée,  le  problème 
se  ramène  au  suivant  : 

Trouver  le  lieu  des  points  obtenus  e/t  augmentant  et 
diminuant  V ordonnée  de  chaque  point  d'une  parabole 
d'une  quantité  égale  à  la  distance  de  ce  point  à  la  di- 
rectrice. 
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EPELOPPE  DE  LA  DROITE  DE  SIMPSON-, 

Par    m.    BADOUREAU, 

Ingénieur  des  Mines. 


On  sait  que  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  d'un  cercle  sur  les  côtés  d'un  triangle  inscrit 
sont  eu  ligne  droite,  et  que,  si  le  point  décrit  le  cercle,  la 
droite  enveloppe  une  courbe  du  quatrième  degré  à  trois 
points  de  rebroussement. 

Cette  question  peut  être  traitée  par  le  calcul  de  la 
manière  suivante. 

Prenons  d'abord  l'origine  au  centre  du  cercle,  et 
soient  a,  j3,  y,  ^  les  coordonnées  angulaires  des  sommets 
A,B,C  du  triangle  et  du  point  F  choisi  sur  le  cercle.  Pre- 
nons l'axe  des  X  de  telle  sorte  qu'on  ait  a-f-i'î  +  y  =:  arr. 

Le  côté  a.{i  et  la  perpendiculaire  œc  abaissée  du  point  (p 
sur  ce  côté  ont  pour  équations 

(  I  )  —  .r  CCS  — \-  Y  sin  - 

V         -.„.//         „..„/7     ,       \ 
a  1 1 


12  .r  sin  -  -r  r  ces-  — ;  sm     - 

^    '  Il  \i  j 

pourvu  qu'on  prenne  comme  unité  le  rayon  du  cercle. 

Multiplions  l'équation  (i)  par  sin '-  et  l'équation  (2) 

7  —  ?  •  1        .  1  •  I     • 

par  cos ,et  aioutons  membre  a  membre  :  il  vient 

/  o  \         •    ?  ï'  .     '-S  .a  —  'j   .     B  —  'j   .    7  —  (C 

(  6]  .r  sm — h  )'  cos-;=  sm'-  -f-  2  sm ^sin-- ^sin- ^• 

2       ■  2  2  2  2  2 

Cette  équation,  symétrique  par  rapport  à  a,j3,y,  repré- 
sente la  droite  ahc.  En  transportant  l'origine  au  centre 
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dti  cercle  des  neul'  points,  qui  a  pour  coordonnées 

x,  =  -(  cos  a  +  cos  fi  H-  ces  7  ), 

2  ' 

l'i  =  -  I  sin  a  +  sin  fi  +  sin  y  ) , 

l'équation  devient 

I  /  \  •    '^    ,  ç         I     .    Sa) 

4.  .r  sin- -4- r  cos- =  -  sin — • 

^^'  2-^222 

L'enveloppe  de  celte  droite  est  l'hypocycloïde  repré- 
sentée par  les  deux  é([uations 

I 

.r  =  cos  a  H ces  2  œ, 

'  2  ' 

I 

^  =  sin({i sm  2(ji. 

En  éliminant  tp,  on  obtient  l'équation  du  quatrième 
degré 

(6)  i^x'  4-  4j-  +  24.7;  -{-  9)'  =  4(4j:+  3)\  • 

Cette  courLe  a  trois  jioints  de  rebroussement  aux  som- 
mets d'un  triangle  équilatéral  MNP. 

En  prenant  ce  triangle  comme  triangle  de  référence, 
on  obtient  léquation  homogène 

(  7  )  (^-P  +  Pv  +  v^-)--"  =  4^^  («  +  !5  +  7]- 

On  peut  mettre  celte  équation  sous  la  forme 

J_-4-  _L  -h-i-  — 
s/«  ~  Vl  ~~  V7 

Cette  équation  se  décompose  en  trois  autres  qui  re- 
présentent  respectivement  les  trois  arcs   de  courbe   li- 
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mités  aux  points  de  rebroussement 


I 

7â 

I 

+ 

k 

I 

7P 

I 

+ 

I 

I 

vv 

I 

+ 

I 

7i  ' 

En  terminant,  il  est  à  peine  utile  d'ajouter  que  le  lieu 
est  tangent  aux  trois  côtés  et  aux  trois  liauteurs  du 
triangle  donné  ABC. 


DIVISIBILITÉ  PAR  19; 

Par  m.   BADOUREAU, 

Ingénieur  des  INIines. 


L'unité  suivie  de  9  zéros  étant  un  multiple  de  19  moins 
I,  il  est  facile  de  trouver  un  nombre  de  neuf  chiffres  qui 
donne  le  même  résidu  par  rapport  à  19  qu'un  nombre 
donné  quelconque. 

Considérons  l'équation  10'  =  m.  19 —  i  ;  élevons  ses 
deux  membres  à  une  puissance  impaire  quelconque,  et 
multiplions-les  par  une  puissance  quelconque  de  2;  il 
vient 

(  I  )  I  0"^+"  .  ■!"  =  «  .  1 9  ■?.". 

Considérons  l'équation  20  =  19  H-  i  et  élevons  ses 
deux  membres  à  la  puissance  n  \  il  vient 

(2)  2".  10"  =  m.  ig  +  I. 

Pourvu  que  p    soit   assez  grand,  on   pourra   diviser 

3. 
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niembie  à  im  inbte  les  deux  équations  préccdentcs  cl.  il 
viendra 

(3)  lO'^P-*-^-"--  m.iQ—  Q.". 

En  parlicnlier,  0:1  a 

I  o*  =  //'  •  1 9  —  '' , 
I  o'  =^  /?? .  19  —  V.-, 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à 

10°  =r  m.  19  —  2^ 

La  rè2;!e  à  suivre  découle  directement  de  ces  formules. 
Celle  règle  est  susceptible  d'être  généralisée  et  appliquée, 
quelle  que  soit  la  base,  à  tout  nombre  tel,  qu'en  l'auginen- 
lant  ou  en  le  diminuant  d'une  unité  on  obtienne  un  di- 
viseur d'nne  puissance  de  la  base. 


AGHÉG\TIO^'  DES  SCIENCES  M4T11ÉMATIQLES 
(COXCOllUS  DE  1878). 


MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES    ET    MÉCANIQUE. 

I.    —   Malhêniatiques  élémentaires. 

On  donne  un  cercle  S,  un  triangle  inscrit  ABC  et  deux 
j)oints  P  et  V  sur  la  circonférence  du  cercle.  On  sait  que 
les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  poinls  P  et  P' 
sur  les  trois  côtés  du  triangle  sont  respectivement  sur 
deux  droites  D  et  D'. 

1"  Démontrer  que  le  pointde  rencontre  Mdes  droitesD 
et  D'  décrit  un  (  ei  cle  S',  quand  le  sommet  C  du  triangle 
se  meut  sur  la  circonférence  du  cercle  S,  les  points  A, 
B,  P.  P'  restant  fixes. 
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2°  Trouver  le  lien  des  centres  des  cercles  S',  les  points  A 
et  B  restant  fixes  et  les  points  P  et  P'  se  déplaçant  sur 
la  circonférence  S  de  telle  sorte  que  l'arc  PP' conserve 
une  longueur  constante. 

II.  —  Mécanique  clénwntaire. 

Trois  poids  donnés  P,  P',  P"  sont  supportés  par  trois 
fils  flexibles  et  sans  masse;  ces  fils  passent  respective- 
ment par  trois  anneaux  fixes,  infiniment  petits,  A,]3,C, 
placés  d'une  façon  quelconque  dans  l'espace,  et  vont  se 
réunir  en  un  même  nœud  O. 

On  demande  la  position  de  ce  nœud  dans  l'état  d"é- 
quilibre. 

MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES. 

On  donne  une  sphère  S,  un  plan  P  et  un  point  A; 
par  le  point  A  on  mène  une  droite  qui  rencontre  le 
plan  P  en  un  point  B,  puis,  sur  AB  comme  diamètre, 
on  décrit  une  sphère  S'5  le  plan  radical  des  sphères  S 
et  S'  rencontre  la  droite  AB  en  un  point  M. 

i"  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M  quand  la 
droite  AB  tourne  autour  du  point  A. 

2''  Discuter  le  lieu  précédent  en  supposant  que  le 
point  A  se  déplace  dans  l'espace,  le  plan  P  et  la  sphèie  S 
restant  fixes. 

Composition  sur  une  question  de  méthode  ou  d'JnsLoiie 
des  Mathématiques . 

Exposer  la  marche  à  suivre  pour  discviter  une  courbe 
dont  ou  connait  l'équation  en  coordonnées  polaires.  — 
Donner  des  exemples. 

Nota.  —  On  regardera  comme  connues  les  Ibrmnles 
relatives  à  la  détermination  des  tangentes,  des  points 
d'inflexion  et  des  asymptotes. 
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ÉPREUVES    ORALES. 

Mathématiques  élémentaires. 

1.  Première  leçon  de  Cosmographie. 

2.  Figures  symétriques. 

3.  Des  logarithmes   (Mathématiques  élémentaires). 

4.  Première  leçon  de  Trigonométrie. 

5.  Résolution  et  discussion  de  l'équation 

ax'  -^  bx  -\-  c=  o. 

6.  Division   des    nombres  entiers.   —  Division   des 
nombres  décimaux. 

7.  Maximum  et  minimum  de  l'expression—— -• 

8.  Résolution  de  deux  équations  du  premier  degré  à 
deux  inconnues. 

Discussion  des  valeurs  générales. 

9.  Polygones  réguliers  de  quatre,  six,   dix  côtés,  et 
polygones  réguliers  qui  s'en  déduisent. 

10.  Mesure  des  angles. 

11.  Surface  des  corps  ronds. 

12.  Réduction  des  fractions  ordinaires  en  fractions 
décimales.  —  Fractions  périodiques. 

13.  Première  leçon  sur  la  mesure  des  volumes. 

14.  Mouvement  propre  du  Soleil. 

15.  Rabattements.  —  Changement  de  plans.  —  Rota- 
lions. 

16.  Centre  de  gravité  du  triangle,  du  trapèze,  du  qua- 
drilatère quelconque,  du  polygone. 

17.  Plus  grand  commun  diviseur.  —  Plus  petit  com- 
mun multiple. 

18.  Volume  de  la  sphère. 
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19.  Recherche  du  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre- 

20.  Formules  sin(a  ±  b],  cos(a  ±  b).  —  Formules 
élémentaires  de  la  multiplication  des  arcs. 

21.  Principaux  caractères  de  divisibilité. 

Mathématiques  spéciales. 

1 .  Plan  tangent.  —  Applications  aux  surfaces  du  second 
ordre. 

2.  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  dans  le  cas 
où  la  section  a  des  branches  infinies. 

3.  Etant  donné  cosa,  trouver  cos  —  -,  étant  donné  sin  a 

m 

trouver  sin  — •  —  Discussion.  —  Cas  des  racines  mul- 
/;/ 

liples. 

4.  Exposer  les  principales  méthodes  qvii  permettent 
de  reconnaître  la  nature  d'une  surface  du  second  ordre 
dont  on  a  l'équation. 

5.  Asymptotes  des  courbes  rapportées  à  des  coordon- 
nées rectilignes. 

6.  Sections  circulaires  dans  les  surfaces  du  second 
ordre.  —  Cas  où  la  surface  est  rapportée  à  des  axes  de 
coordonnées  rectangulaires  quelconques. 

8.  Application  de  la  théorie  des  dérivées  à  l'étude 
des  fonctions  d'une  seule  variable  (Exemples). 

9.  Règle  des  signes  de  Descartes. 

10.  Etude  de  la  fonction  exponentielle  a-^'.  — Des  loga- 
rithmes considérés  comme  exposants. 

11 .  Recherche  de  l'équation  d'une  surface  définie  géo- 
métriquement (Exemples). 

12.  Approximation  des  racines.  —  xMélhodo  de 
Newton. 

13.  Théorème  des  projcclions,   —   Application   à  la 
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Iransformatioii  des  coordonnées  dans  la  Géométrir  de 
l'espace. 

14.  Des  plans  diamétraux  et  des  diamètres  dans  les 
surfaces  du  second  ordre. 

15.  Sections  rectilignesde  riiyperboloïde  à  une  nappe. 
46.  Théorème  de  B.olle.  —  Application  à  la  séparation 

des  racines  d'une  équation  algébrique  ou  transcendante, 
il.   Intersection    de  deux  courbes    du    second   degré 
(Solution  du  problème  au  moyen  d'une  équation  du  troi- 
sième degré).  —  Discussion. 

18.  Distance  de  deux  points,  d'un  point  à  un  plan, 
d'un  point  à  une  droite.  Plus  courte  distance  de  deux 
droites  (Géométrie  analytique). 

19.  Réduction  de  l'équation  générale  du  second  ordre 
à  trois  variables  à  ses  formes  les  plus  simples  en  coordon- 
nées rectangulaires. 

20.  Résolution  de  l'équation  du  troisième  degré 
(Algèbre). 

21.  Transformation  des  équations  (Exemples). 

ÉPREUVE    PRATIQUE    DE    CALCUL. 

Calculer  les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle,  sachant  : 

i''  Que  son  périmètre  est  22"", 805 

2"  Que  le  rayon  du  cercle  inscrit  est  i^'îgo  ^ 

3"  Que  le  rayon  du  cercle  circonscrit  est  4"\y^' 

COMPOSITION     SUR    LES    MATIÈRES    DE    LA    LICENCE. 

Une  tige  rectiligne,  dont  on  négligera  l'épaisseur, 
peut  tourner  autour  d'un  axe  vertical  O2,  qu'elle  ren- 
contre en  O  et  avec  lequel  elle  fait  constamnrcntun  angle 
donné  6;  son  moment  d'inertie  A,  par  rapport  à  Oz.  est 
aussi  donné. 

Sur  cette  tige  peut  glisser  librement  un  anneau  infini- 
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ment  petit  de  masse  m.  On  donne  la  vitesse  angulaire 
initiale  il  du  mouvement  de  rotation  de  la  tige  autour 
de  Taxe,  la  distance  initiale  R  de  l'anneau  mobile  au 
point  O,  la  vitesse  initiale  R'  de  l'anneau  sur  la  lige. 

On  propose  d'étudier  le  mouvement  de  rotationde  la  tige 
autour  de  l'axe  et  le  mouvement  de  l'anneau  sur  la  tige. 

Dans  la  discussion,  on  examinera  le  cas  où  la  vitesse 
relative  initiale  R'  est  dirigée  ou  non  vers  le  point  O  et 
le  cas  où  elle  est  nulle. 

Enfin,  on  étudiera  plus  spécialement  le  cas  où  la  tige 
reste  horizontale 

GÉOMÉTRIE    DESCRIPTIVE. 

Construire  l'intersection  d'une  splière  et  d'un  ellip- 
soïde dont  l'axe  moyen  est  vertical. 

Données.  —  Le  centre  (O,  O')  de  la  sphère  se  projette 
horizontalemient  à  o™,oy  en  avant  du  plan  vertical  et 
verticalement  à  0^,075  au-dessus  du  plan  horizontal. 

Le  centre  (c,  c')  de  la  sphère  se  projette  horizontale- 
ment à  o"^,o8  en  avant  du  plan  vertical  et  verticalement 
à  o™,o7  au-dessus  du  plan  horizontal. 

Les  lignes  de  rappel  [O,  O')  [c,c')  sont  distantes 
deo",o4. 

Le  rayon  de  la  sphère  est  de  o™,o6. 

L'axe  moyen  de  l'ellipsoïde,  lequel  est  vertical,  ao'",  i^. 

Le  grand  axe  a  o™,  16;  il  fait  un  angle  de45  degrés  avec 
le  plan  vertical  de  projection  (son  sommet  le  plus  rap- 
proché du  plan  vertical  est  celui  qui  est  le  plus  éloigné 
de  la  sphère). 

Le  petit  axe  a  o",  1 2. 

Pour  distinguer  les  parties  de  l'intersection  qui  sont 
vues  de  celles  qui  sont  cachées,  on  supposera  l'ellipsoïde 
enlevé. 
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Cours  de  Calcul  iafinitésimal;  par/.  Hoùel,  profes- 
seur à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux.  —  3  vol. 
gr.  iii-8°.  Prix  pour  les  souscripteurs  :  3o  fr.  —  Paris, 
Gaulhier-\  illars,  1878-1879.  (Le  t.I  vieut  deparaître.) 

Bien  qu'il  s'agisse  d'un  Ouvrage  en  cours  de  publication,  il 
nous  paraît  dès  à  présent  utile  de  signaler  ce  livre,  dont  le 
deuxième  fascicule  vient  d'être  mis  tout  récemment  en  vente 
par  la  librairie  Gauthier-Villar§. 

Le  Cours  de  Calcul  infinitésimal  de  M.  Hoiiel  a  été  rédigé 
par  lui,  en  s'inspirant  surtout  du  Cours  qu'il  professe,  depuis 
de  longues  années  déjà,  à  la  Faculté  de  Bordeaux,  et  qui  avait 
été  publié  antérieurement,  en  deux  brochures  autographiées; 
mais  l'ordre  des  matières ,  les  modifications  apportées  dans 
l'exposition,  et  surtout  le  soin  extrême  donné  à  tout  ce  qui  con- 
cerne les  questions  de  méthode,  en  font  une  œuvre  bien  réel- 
lement nouvelle  et  qui  ne  peut  manquer  d'être  favorablement 
accueillie  du  public  mathématique. 

Malgré  le  grand  nombre  de  livres  publiés  sur  le  Calcul  dif- 
férentiel et  le  Calcul  intégral,  on  doit  reconnaître  que  nous  ne 
sommes  pas  encore  en  possession  d'un  Ouvrage  à  la  fois  assez 
complet  pour  renfermer  ce  qu'il  y  a  d'essentiel  dans  les  ])rogrès 
de  la  Science  actuelle,  et  assez  élémentaire  pour  être  considéré 
comme  un  livre  d'étude  pour  les  candidats  à  la  licence.  Le  Traité 
de  M.  Hoùel  est  appelé,  selon  nous,  à  combler  en  grande  partie 
cette  lacune;  nous  disons  en  grande  partie,  car  on  sait  bien 
(ju'en  matière  de  Science  il  faut  plus  que  la  lecture  d'un  seul 
Ouvrage,  si  excellent  soit-il,  pour  posséder  entièrement,  pour 
s'assimiler  d'une  manière  complète  les  principes  et  les  méthodes. 

Ce  qui  frappe  tout  d'abord  dans  le  Cours  en  question  et  ce 
qui  lui  donne  un  caractère  particulièrement  original,  c'est  que 
l'auteur  y  a  complètement  renoncé  à  l'ancienne  division  clas- 
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sique:  Calcul  diffcrentiel,  Calcul  intégral.  Il  a  pensé  avec  rai- 
son que  la  notion  des  différentielles  et  relie  des  intégrales  sont 
difficilement  séparables,  et  il  a  jugé  utile  d'aborder  les  diffi- 
cultés à  mesure  que  l'enchaînement  naturel  des  idées  vient  les 
présenter  à  l'esprit. 

La  remarquable  Préface  placée  en  tète  de  l'Ouvrage  nous 
apprend  que  celui-ci  doit  se  diviser  en  six  Livres.  Deux  seule- 
ment ont  paru  dans  le  Tome  premier;  ils  sont  précédés  d'une 
Introduction,  divisée  en  trois  Chapitres,  et  sur  laqueile  nous 
appelons  toute  l'attention  du  lecteur,  car  les  notions  qui  s'y 
trouvent  exposées  sont  de  nature  à  préciser  et  à  élever  les  idées 
sur  la  Science  mathématique  en  général,  et  principalement  sur 
l'Analyse.  On  trouve  d'abord  des  considérations  générales  sur 
les  opérations  et  sur  le  calcul  des  opérations;  puis,  dans  le 
deuxième  Chapitre,  une  généralisation  successive  de  l'idée  de 
quantité,  consistant  à  envisager  tout  d'abord  les  quantités 
arithmétiques,  puis  les  quantités  algébriques,  puis  les  quantités 
complexes  à  deux  dimensions;  ce  Chapitre  se  termine  par  le 
théorème  fondamental  de  la  théorie  des  équations  :  Toute  équa- 
tion a  unj  racine .  Le  troisième  Chapitre  de  l'Introduction 
donne,  en  cinquante  pages  environ,  une  exposition  assez  com- 
plète de  la  théorie  des  déterminants. 

Le  Livre  I  a  pour  titre  :  Principes  fondamentaux  du  Calcul 
infinitésimal.  Il  est  subdivisé  en  deux  Chapitres  conij)rcnant 
les  matières  que  voici  :  Des  fonctions  et  de  la  continuité.  — 
Infiniment  petits  et  infiniment  grands.  —  Limites.  —  Substi- 
tution des  infiniment  petits.  —  Dérivées  et  différentielles.  — 
Intégrales.  —  Méthodes  de  différentiation  et  d'intégration.  — 
Différentielles  et  dérivées  partielles;  leurs  jiropriétés. 

Dans  le  Livre  II  sont  traitées  les  applications  analytiques  du 
Calcul  infinitésimal.  Ce  Livre  comprend  trois  Chapitres,  dont 
le  premier  est  relatif  aux  développements  des  fonctions  en  séries. 

On  y  trouve  les  théorèmes  de  Taylor  et  de  Maclaurin,  les 
propriétés  générales  des  séries,  et  enfin  des  développements  sur 
les  fonctions  exponentielles  et  circulaires  d'une  variable  com- 
plexe. 
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Le  deuxième  Chapitre  se  rapporte  aux  applications  analy- 
tiques du  Calcul  différentiel,  et  renferme  les  vraies  valeurs,  les 
maxima  et  rniniina  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  varia- 
bles, et  la  décomposition  des  fonctions  rationnelles  en  fractions 
simples. 

Enfin,  le  troisième  Chapitre  a  pour  titre  :  Intégration  des 
fonctions  explicites .  Il  contient  l'intégration  des  fonctions  ration- 
nelles et  irrationnelles,  les  différentielles  binômes,  la  différen- 
tiationet  l'intégration  sous  le  sii^ney",  les  changements  de  va- 
riables dans  les  intégrales  multiples,  des  notions  sur  le  calcul 
des  intégrales  définies  (exact  ou  approché)  et  aussi  sur  les  inté- 
grales eulériennes. 

Ajoutons  que  chaque  Livre  de  même  que  l'Inti-oduclion)  est 
suivi  d'une  collection  d'Exercices  extrêmement  bien  choisis  et 
qui  seront  certainement  d'un  grand  secours  aux  élèves. 

Nous  regrettons  de  ne  pouvoir  nous  arrêter  plus  longtemps 
sur  ce  remarquable  Ouvrage  et  d'être  obligé  de  nous  borner 
à  une  sèche  énuraération  des  matières,  en  mettant  pour  ainsi 
dire  toute  appréciation  de  côté.  Lorsque  l'Ouvrage  entier  sera 
terminé,  nous  nous  réservons  d'y  revenir,  de  l'examiner  alors 
plus  en  détail  et  de  dire  ce  que  nous  en  pensons  d'une  manière 
plus  complète.  S'il  y  a  place  alors  pour  quelques  critiques  sur 
tel  ou  tel  point  particulier,  elles  seront  compensées  et  au  delà 
par  l'ensemble,  à  en  juger  par  la  partie  de  l'œuvre  qui  nous 
est  déjà  connue. 

Nous  devons,  en  terminant,  rendre  hommage  à  la  perfection 
matérielle  du  livre,  dont  rexccution  faille  plus  grand  honneur 
à  la  Maison  Gauthier-Villars  ;  bien  qu'elle  nous  ait  habitués  à 
de  véritables  merveilles  en  cette  matière,  on  se  plaît  toujours 
à  constater  avec  admiration  le  caractère  artistique  des  Ouvrages 
qui  sortent  de  celte  Lnprimerie.  Espérons  qu'elle  ne  nous  fera 
pas  trop  longteuiijs  attendre  la  suite  de  l'Ouvrage  de  M.  Hoiiel, 
dont  l'impression  se  poursuit  chaque  jour  avec  activité,  si  nos 
informiitions  sont  exactes.  L. 
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Couns  DE  GÉOMÉTtviF.  ANALYTIQUE',  par  JosejyJi  Cavnoy. 
Géométiie  de  l'espace,  a*^  édition.  Grand  in-8°,  avec 
figures  dans  le  texte.  Prix  :  lo  francs. —  Paris,  Gau- 
ihier-Villars  ;  1877. 

La  Géométrie  analyli(iue,  jusqu'à  ces  derniers  temps,  a  été 
réduite  à  l'emploi  presque  exclusif  des  coordonnées  cartésiennes. 
On  y  a  joint,  depuis  peu,  les  coordonnées  trilatères  et  tétraé- 
driques,  mais  sans  les  développer  d'une  uianière  systématique. 
La  méthode  analytique  qui  résulte  de  l'usage  de  ces  différents 
systèmes  suppose  que  les  ligures  géométriques  sont  engendrées 
])ar  le  mouvement  d'un  point  dont  les  coordonnées  satisfont  à 
une  équation  à  deux  ou  à  trois  variables  :  c'est  la  méthode  de 
Descartes.  Aujourd'hui,  on  a  imaginé  une  nouvelle  Géométrie 
analytique  basée  sur  iin  procédé  corrélatif  pour  engendrer  les 
courbes  et  les  surfaces  :  on  considère  les  unes  comme  prove- 
nant du  déplacement  continu  d'une  droite  dans  un  plan,  et 
les  autres  couune  résultant  du  déplacement  analogue  d'un  plan 
dans  l'esjiace.  De  là  dérivent  les  coordonnées  tangentielles  qui 
servent  à  la  détermination  de  la  droite  et  du  pian  mobile.  On  a 
négligé  jusqu'ici,  si  l'on  excepte  les  principes  de  Géométrie 
analytique  de  JM.  Painvin,  de  s'occuper  de  ces  nouvelles  coor- 
données dans  les  Ouvrages  élémentaires.  L'auteur  veut,  dans  ce 
Cours,  combler  cette  lacune  regrettable,  développer  suffisam- 
ment les  principes  elles  formules  fondamentales  de  chaque  sys- 
tème de  coordonnées,  montrer  ensuite  comment,  étant  donné 
un  certain  ordre  de  propriétés  connues  et  démontrées  par  la 
méthode  de  Descartes,  on  peut  en  déduire,  avec  les  coordon- 
nées tangentielles,  un  ordre  correspondant  de  vérités  géomé- 
triques différentes  des  premières.  Tel  a  été  son  but. 

Il  commence  par  traiter  le  plan  et  la  ligne  droite  suivant  les 
coordonnées  cartésiennes,  qui  servent  de  base  à  toutes  les  autres. 
Les  questions  qui  s'y  rattachent  sont  ensuite  résolues  d'après 
les  autres  systèmes,  ce  qui  le  conduit  à  quelques  formules  dignes 
d'être  remarquées,  telles  que  les  relations  entre  les  coefficients 
directeurs  d'une  droite,   l'expression  de  la  distance  de  deux 
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points,  celle  de  la  distance  d'un  point  à  un  plan,  etc.  Avant 
d'aborder  l'équation  j^énérale  du  second  degré,  il  donne  les 
équations  de  la  sphère  par  rapport  aux  diverses  coordonnées, 
ainsi  qu'un  court  exposé  des  propriétés  d'un  système  de  sphères. 
Il  arrive  ensuite  à  l'étude  des  surfaces  du  second  ordre  :  elle 
comprend  la  détermination  du  centre  et  des  plans  principaux, 
l'examen  des  caractères  j)articuliers  de  chacune  d'elles  tirés  des 
équations  réduites,  la  recherche  des  lignes  focales  et  des  proprié- 
tés des  surfaces  homofocales,  la  discussion  de  l'équation  du 
second  degré  en  coordonnées  tétraédriques,  une  série  d'exer- 
cices et  de  problèmes  avec  les  solutions  indi(]uées. 

Les  limites  de  ce  Cours  ne  lui  permettent  pas  de  s'occuper 
des  courbes  dans  l'espace  ou  tracées  sur  une  surface  ;  cette  théo- 
rie se  rattache  plus  spécialement  au  Calcul  infinitésimal,  et  c'est 
par  les  ressources  de  l'Analyse  qu'il  convient  de  la  traiter.  Il 
préfère  faire  connaître,  en  terminant,  les  méthodes  les  plus  con- 
nues pour  la  recherche  des  propriétés  générales  des  surfacesdu 
second  ordre  et  consacrer  quelques  Chapitres  à  la  génération 
des  surfaces,  ainsi  qu'à  la  dénionstraîion  de  plusieurs  théo- 
rèmes remarquables  des  surfaces  réglées  et  des  surfaces  algé- 
briques. 
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Cours  d" Analyse  de  l'Ecole  Polytechmque,  par 
Sturni;  5'^  édition,  revue  et  corrigée  par  M.  E.  Prouhet. 
1  vol.  ia-8°,  avec  figures  dans  le  texte.  Px'ix  :  \i  francs. 
—  Paris,  Gautliier-Villars;  iSyy. 

Eléments  d'Algèbre,  par  Bourdon;  i5^  édition , revue 
et  annotée  par  M.  E.  Prouhet,  à  l'usage  des  candidats 
à  l'Ecole  Polytechnique.  In-8'\Piix  :  8  francs.  —  Paris, 
Gaulhier-\  illars^  ^^77* 

L'Astronomie    pratique   et    les    Observatoires   en 
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Europe  et  en  Amérique;  5''Parlie:  Italie*,  ^arG.Bayef. 
In-i8  Jésus,  avec   belles   figures  dans  le  texte.  Prix: 
4fr.  5o. — Paris,  Gauthier-Villars,  1878. 

Théouie  des  phéjnomèwes  électriques  (Théorie  du 
potentiel),  à  l'usage  des  candidats  à  l'Ecole  Polytech- 
nique, par  M.  Bouty.  In-8°,  avec  figures  dans  le  texte 
et  une  planche.  Prix  :  2  fr.  5o  c.  —  Paris,  Gauihier- 
Villars;  1878. 

Leçons  sur  l'Electricité,  par  John  Tyndall;  tra- 
duit de  l'anglais,  par  R.  Francisque-Michel.  In-18, 
avec  58  figures  dans  le  texte.  Prix  :  2  fr.  75  c.  —  Paris, 
Gauthier-Villars;  1878. 

Traité  de  Géométrie,  par  Eugène  Bouché  et  Ch.  de 
Comherousse,  renfermant  un  très-grand  nombre  d'exer- 
cices et  plusieurs  appendices  consacrés  à  l'exposition  des 
principales  méthodes  de  la  Gréométrie  moderne.  4*^  édi- 
tion, revue  et  notablement  augmentée.  In -8°,  avec 
61 1  figures  dans  le  texte  et  plus  de  1 100  questions  propo- 
sées. Première  Partie  :  Géométrie  plane.  Prix  :  6  francs. 
—  Paris,  Gauthier-Villars  5  1879. 

Leçons  d'Arithmétique  -,  par  L.  Maleyx,  professeur 
au  Collège  Stanislas.  In-8'\  Prix  :  10  francs.  —  Paris, 
chez  l'auteur,  212,  rue  Saint-Jacques;  1879. 

Tirages  à  part. 

Sur  la  décomposition  en  facteurs  premiers  des  nom- 
bres 2"di:i,  par  M.  G.  de  Longchamps.  Extrait  des 
Comptes  rendus  de  V  Académie  des  Sciences  ;  1878. 

Des  fractions  étagées,  par  M.  G.  de  Longchamps. 
Extrait  du  t.  XV  du  Giornale  di  Matematiche. 

Note  sur  la  série  harmonique,  par  M.  G.  de  Long- 
champs.  Extrait  du  Bulletin  de  V  Académie  royale  de 
Belgique;  1877. 

Ricerches    suUe    équazioni    dilTerenziali    a   primitiva 
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générale    algebrica  ;     par     F.    Casorati.     Extrait     des 
Transanii  délia  reale  Accadeviia  dei  Lincei  ■  1877. 

Sulle  condizioni  aile  quali  devc  soddisfare  una  primi- 
tiva,  affiuchè  il  grado  délia  corrispondente  equazione 
differenziale,  rispctto  aile  variabili,  riesca  minore  del 
normale;  per /^.  Casorati.  Extrait  des  JRendiconti  del 
B.  Istitiito  lombardo  ;  1878. 

Exposition  succincte  de  quelques  méthodes  d'élimina- 
tion entre  deux  équations;  par  M.  Forestier.  Extrait 
des  Mémoires  de  V Académie  des  sciences,  inscriptions 
et  belles-lettres  de  Toulouse,  7^  série,  t.  IX. 

Essai  d'une  théorie  géométrique  des  polaires  incli- 
nées*, par  M.  Ed.  Dewulf.  Extrait  du  Bulletin  de  Dar- 
boux,  1'^  série,  t.  II. 
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SIR  L\  LIMITE  DES  RACINES  RÉELLES  WWm  EQUATION 
DE  DEGRÉ  QlELCOXQllE-, 

Par  m.   g.  de  LONGCHAMPS, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  collège  Rollin. 


On  sait  que  les  limites  supérieures  et  inférieures  des 
racines  positives  et  négatives  d'une  équation  donnée 
forment  quatre  nombres,  dont  la  recherche  se  ramène, 
par  la  considération  de  Téquation  aux  inverses  et  de  la 
transformée  en  — x,  à  celle  de  la  seule  limite  supé- 
rieure des  racines  positives.  Nous  nous  proposons  d'ex- 
poser ici  une  méthode  qui  permet  de  déterminer  celle- 
ci  par  un  procédé  que  nous  croyons  nouveau  et  qui  nous 
parait  simple  et  avantageux. 

1.   Soit  l'équation 

or"  -i-  Ai^'"-'  H-  Aj-r'"--  -+-...  H-  A,,,  r^  o 
Elle  peut  s'écrire 

x'"--[x''-h  A,u'    1-  A^;  -h  x"'-^[A-iX--hAiar  -!-  Aj)  -f-  .  .  .  =  o. 

Supposons  que  tous  les  coefficients  A3,  Ag,  A9,  .  .  .  soient 
positifs,  et  considéions  les  équations 

x-  1-  A,,î-    !-  A-,  --=  o, 
A3  Jr--^  AiS-  -i-  Ai  —  o, 


Si  a  représente  la  plus  grande  des  racines  positives  di! 
ces  difïcrentes  équations,  il  est  clair  que  a  et  toute  valeur 
supérieure  étant  substituée  à  x  dans  l'équation  proposée 
donneront  un  résultat  positif.  Ainsi  a  sera  une  limite 
supérieure  des  racines  positives. 

Ann.  de  Mathéin.,  z''  série,  t.  XVIII.  (Février  1879)  4 
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2.  L'objection  que  soulève  aussitôt  celle  mélliode  de 
groupement,  c'est  que  les  coefficients  A3,  Ag,  . .  .  ,  ou 
tout  au  moins  quelques-uns  d'entre  eux,  peuvent  être 
nuls  ou  négatifs.  Nous  allons  indiquer  comment,  dans 
cette  hypothèse,  ou  doit  modifier  le  groupement  des 
termes. 

Supposons  A3  négatif,  par  exemple.  L'équation  pro- 
posée peut  s'écrii^e 

a:"'-'(.r--t-  A,j:  -î-  A, —  X)  -i-  x"'-*  [Ix^-j-  A3X  -\-  A^]  -[-  ...z=o, 

X  désignant  un  nombre  arbitraire,  mais  que  nous  sup- 
poserons positif.  Celle  transformation  ayant  été  faite 
autant  de  fois  que  la  chose  sera  nécessaire,  on  n'aura 
plus  à  considérer  que  des  trinômes  dont  les  premiers 
termes  seront  tous  positifs  et  auxquels  on  pourra,  par 
conséquent,  appliquer  la  remarque  que  nous  avons  faite 
tout  à  l'heure. 

3.  L'introduction  de  ces  arbitraires  1  donne  à  cette 
méthode,  qu'on  pourrait,  pour  la  distinguer  des  autres, 
nommer  méthode  par  la  décomposition  en  trinômes,  un 
caractère  particulier,  tout  à  son  avantage,  et  que  nous 
voulons  mettre  en  lumière.  Au  lieu  d'effectuer,  comme 
dans  les  méthodes  connues,  des  calculs  bien  déterminés 
et  dont  il  faut,  en  quelque  sorte,  subir  la  loi,  on  com- 
prend qu'on  pourra,  par  le  choix  plus  ou  moins  habile 
qui  sera  fait  des  indéterminées,  obtenir  des  limites 
plus  ou  moins  avantageuses,  c'est-à-dire  plus  ou  moins 
petites.  Nous  allons  éclaircir  ce  point  important  par  un 
ou  deux  exemples  numériques. 

Considérons  d'abord  récjuation 

x'  -\-  ^x^  —  I  o  o:^  —  \Zx''  -\-  '^jX^  ^  10.  x"^  —  q  rr  o  (  *  )  ; 
(*)  Briot,  Algèbre;  2°  Partie,  S°  édilion,  p.  298  et  29J. 
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elle  peut  s'écrire 

(l)  X^  {x''->r  ^X  —  lO  —  'X) 

-+-  x^[lx^  —  i3.r-h'j)  -+-  [12  x^  —  g)  =  o. 

Elle  est  ainsi  décomposée  en  trois  trinômes;  le  dernier 
ne  nous  occupera  pas,  x  =  i  et  les  nombres  supérieurs 
à  I  le  rendant  positif.  Considérons  les  deux  autres, 

T  =z  .r-  +  ^x  —  10  —  \, 

T  =  lx'-—i3x  +  7. 
La  racine  positive  de  T  =  o  est 

a  =:  ^l4  +  ^  —  2, 

et  la  plus  grande  racine  positive  de  T'  =  o,  quand  cette 
équation  a  ses  racines  réelles,  est 

i3  -+-  v/i6c)  —  28X 
a  =  -^ , 

et  l'on  doit  prendre  pour  limite  supérieure  des  racines 
positives  le  plus  grand  des  deux  nombres  oc,  a'.  La  valeur 
de  X  qu'il  faut  choisir,  celle  qui  donne  la  plus  petite 
limite,  est  celle  qui  satisfait  à  l'équation  a  =  a'. 

En  effet,  quand  X  croît  en  partant  de  zéro,  a  va  con- 
stamment en  augmentant  et  a'  en  diminuant.  Soit  X'  la 
valeur  de  A  qui  rend  a  =  a' 5  si  l'on  prend  pour  X  une 
valeur  plus  petiieque  )/,  on  aura  pour  a' une  valeur  plus 
grande  que  celle  qui  correspond  à  }/  ;  au  contraire,  si  l'on 
prend  1  ^  X',  on  aura  pour  a  une  valeur  plus  grande  que 
celle  qu'on  a  obtenue  en  prenant  X  =  X'.  Dans  l'un  et 
l'autre  cas,  comme  on  doit  prendre  pour  la  limite  cher- 
chée le  plus  grand  des  deux  nombres  oc  et  a',  on  aura 
donc  pour  cette  limite  un  nombre  plus  grand  que  celui 
qu'on  avait  trouvé  avec  l'hypothèse  X  =  X'. 

4. 
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4.  Dans  la  pratique,  la  détermination  de  ce  qu'on 
pourrait  nommer  la  valeur  avantageuse  de  X,  résultant 
d'une  équation  a  =  a',  qui  est  ordinairement  d'un  degré 
supérieur  au  second,  offrira  des  difficultés  qu'il  ne  faut 
pas  chercher  à  surmonter  autrement  que  pai'  à  peu  près 
et  comme  nous  allons  l'indiquer.  La  recherche  qui  nous 
occupe  doit,  en  effet,  être  faite  par  des  calculs  simples 
et  suffisamment  rapides,  quoique  conduisant  pourtant  à 
un  nombre  aussi  voisin  que  possible  de  la  plus  grande 
racine  positive.  La  meilleure  méthode  est  évidemment 
celle  qui  sait  concilier  ces  deux  intérêts  contraires. 

Dans  l'équation  (i),  donnons  à  X  les  valeurs  succes- 
sives 1,2,  .  .  . ,  et  pour  chacune  d'elles  calculons  les 
valeurs  correspondantes  de  a  et  de  a',  valeurs  calculées 
rapidement,  par  à  peu  près,  en  remplaçant  les  quantités 
incommensurables  qu'on  rencontre  par  des  nombres 
commensurables  supérieurs  et  faciles  à  voir.  On  pourra 
former  le  tableau  suivant: 


;. 

« 

a! 

I 

•2 

12,5 

1 

2 

6 

3 

2,2 

4 

4 

■2,3 

2,6 

5 

2,4 

'»9 

En  considérant  la  valeur  ^  =  4î  on  a  pour  limite  2,6. 
On  voit  aussi  que  la  valeur  avantageuse  de  X  est  comprise 
entre  4  et  5.  Si  l'on  veut  avoir  une  limite  moins  élevée, 
il  faut  donner  à  1  les  valeurs  successives 


4,1, 


i    ■ 


4,3, 
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et  former  le  tableau  suivant 


•->; 

V. 

a' 

4,« 

2,26 

2,5 

4,2 

2,27 

2,41 

4,3 

2,27 

2,33 

44 

2,29 

2.,l5 

• 

• 

Il  résulte  de  ce  tableau  que  2,29  est  une  limite  supé- 
rieure des  racines  positives  de  l'équation,  et  que  la  valeur 
avantageuse  de  À  est  comprise  entre  4:3  et  454*  Endon- 
naiit  à  }>  les  valeurs  successives  4»3i,  4532,...,  on 
trouverait  une  limite  moins  élevée. 

5.  Considérons  encore,  pour  bien  faire  comprendre 
l'avantage  qu'on  peut  tirer  de  l'introduction  des  arbi- 
traires, l'équation 


6x^-\-  24  x'  —  x^  - 
On  peut  l'écrire 


60  =  o 


[6.r  —  60)  =  o, 


et,  en  lui  appliquant  notre  méthode,  on  trouve  pour  la 

limite 

2  -i-  \/34 

5 

2 

2  -\-  6 
on,  a  fortiori;,  en  remplaçant  34  par  36, =  4  •  La 

méthode  de  Newton,  appliquée  à  cet  exemple,  donne  une 
limite  égale  à  2.  Nous  allons  faire  voir  que  l'introduction 


(*)  Catalan,  Manuel  des  candidats  à  l'École  Polytechnique,  p.  i55. 
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des  arbitraires  peut  donner  celte  limite  2  et  même  une 
limite  plus  faible. 

Ecrivons  l'équation  sous  la  forme 

+  a:  [(X  —  l)  x'-^-'èx  —  p]  -h  [(^a  —  16)  j:  —  60]  =  o. 

En  choisissant 

X  =  72     et     pi  =  46, 

on  voit  que  a:=  2  est  une  limite  supérieure  des  racines 
positives.  Mais  on  peut  choisir  plus  avantageusement  les 
paramètres}.,  p. 5  déterminons-les,  en  effet,  de  façon  que 
les  équations 

l  (f^  — i6)x-6o  =  o, 
I     6  j:^  -\-  1^  x  —  X  =  o 

soient  satisfaites  par  x  =  i  •,  on  trouve  alors 

\  =  3o,  p.  =  76. 
Le  second  trinôme  est  alors 

29a;2  +  8x  —  76, 
et  la  racine  positive  de  ce  trinôme  égalé  à  zéro  est 


Y/2220  —  4 
29 

3  3 

nombre  plus  petit  que  -  :  donc  -  est  une  limite. 

Pour  obtenir  une  limite  plus  approchée,  on  disposera 
de  X  et  de  p,  de  façon  que  les  équations  (A)  soient  satisfaites 
pour  une  valeur  de  x  intermédiaire  entre  le  nombre  1 

primitivement  choisi  et  la  limite  -•>  par  exemple  pour 
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5 
x=^  y  On  trouve  alors 
4 

3,5 

>  =:  -rr-j        P-  =^  64, 
O 

et  pour  la  limite  t^ — »  ou,  aforliori,  1,2,  nombre  Irès- 

*■  007 

voisin  de  la  plus  grande  racine  positive,  puisque  l'équa- 
tion proposée  a  une  racine  supérieure  à  i. 

6.  Nous  indiquerons,  eu  terminant  cette  Note,  le 
procédé  général  qui  permet  d'introduire  les  indéter- 
minées A  et  de  leur  assigner  des  valeurs  avantageuses. 

L'équation  générale  peut  toujours  s'écrire 

-h-r"-"  (>,,  j;'-4-  A3J:  +  A/,  —  ).2 
-t-  a:'"-^  ( X,^=  -4-  As.-r  -f-  Afi  —  )i3 


Lorsque  m  est  pair,  il  y  a  arbitraires  /  ;   si  m 


m 


est  impair,  -•  Le  dernier  trinôme,  dans  ce  cas,  se 


réduit  à  un  binôme  du  premier  degré  en  x.  Dans  tous  les 
cas,  les  équations 

■r2+ A,  j; -h  A2 — \yZ=L  o, 
B]  {  ).,  j;' -f- Aja: -f- A4  —  ).2==  o, 


lorment,  en  considérant 

■^J     ^1,      "2»     •   .    • 

comme  des  inconnues,  Ma  système  d'équations  simul- 
tanées bien  défini,  parce  qu'il  y  a  autant  d'équations 
indépendantes  cjuc  d'inconnues.  Si  l'ou  pouvait  trouver 
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une  solution  de  ce  système,  on  aurait  donc  une  racine  a: 
de  l'équation  donnée,  et,  si  x  était  la  plus  grande  racine 
positive,  on  peut  diie  que  le  problème  qui  nous  occupe 
serait  résolu  dans  sa  perfection.  La  méthode  que  nous 
venons  d'exposer  a  pour  but  de  réaliser  par  tâtonnements 
et  approximativement  la  résolution  du  système  (B). 

Ayant  tiouvé  une  première  limite  Xi,  pour  obtenir 
une  limite  moins  élevée,  on  remplace  x  par  0*2  dans  les 
équations  (B)  (en  supposant  x^  <^Xi).  On  déterminera 
les  paramètres  /-i,  Xg, .  .  . ,  et  il  restera  une  dernière  équa- 
tion P,  ne  renfermant  que  x.  S'il  arrive  que  x^  soit  la 
plus  grande  racine  positive  des  équations  qui  ont  donné 
/j,  À,,  .  .  . ,  et  si  la  plus  grande  racine  positive  de  la  der- 
nière équation  [3  est,  elle  aussi,  plus  grande  que  Xj,  x^ 
sera  une  nouvelle  limite  supérieure  des  racines  positives 
de  l'équation.  Il  faut  aussi,  bien  entendu,  que  les  para- 
mètres À,,  }.,,.  •  .  soient  tous  positifs. 

Nous  ferons  une  dernière  remarque.  En  écrivant  l'é- 
quation générale  sous  la  forme 

^'"-'{x-^  A,— >,)  4-^'""'().i^-i- A2— ).2)  ^- 

et  considérant  le  système  défini 

.7-  H-  A, —  ).,  =  o, 
\xx  -J-  Aj  —  >..  =  o, 


dans  lequel  Xj,  Àg,  .  .  .  sont  des  nombres  positifs,  le 
nombre  x  qui  reiîd  ces  différents  binômes  nuls  ou  posi- 
tifs est  une  limite  supérieure  des  racines  positives.  A  ce 
groupement  correspond  une  méthode,  qu'on  peut  nom- 
mer nu'îhode  par  la  décomposition  en  binômes.  Elle 
offre  sur  la  précédente  l'avantage  de  ne  donner  lieu  qu'à 
des  équations  du  premier  degré  5  mais  elle  présente  l'in- 
couvénicnt  d'exiger  la  considération  de  (/// — 1)  équa- 


(  5;  ) 
lions  simultanées.  La  décomposition  en  polynômes  d'un 
degré  supérieur  au  second  est  en  général  impraticable, 
pour  des  motifs  évidents;  c'est  donc  la  méthode  par 
décomposition  en  trinômes  qui  nous  paraît  la  plus  avan- 
tageuse. 


SUR   QUELOl'ES   PROPRIÉTÉS   DES   FOYERS  DES   COURBES 
ALGÉBRIQIES  ET  DES  FOCALES  DES  COXES  ALGEBRIQUES  5 

Par  m.    LAGUERRE. 


1.  Je  m'appuierai  sur  la  proposition  suivante,  que  j'ai 
donnée  dans  ma  Note  sur  les  polaires  d'une  di^oite  rcda- 
tweinetit  aux  courbes  et  aux  surfaces  algébriques  (*). 

Étant  données  deux  courbes  quelconques  K"  et  K", 
de  classes  respectivement  égales  à  ni  et  à  «,  la  polaire 
d' un  pointquelconque^l, relativement  auxnintaTigentes 
communes  à  ces  courbes,  est  la  polaire  du  même  point 
relativement  aux  mn  droites,  qui  joignent  les  points  de 
contact  des  tangentes  menées  de  M  à  K'"  aux  points  de 
contact  des  tangentes  menées  du  même  point  à  K". 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  K'"  soit  une  courbe 
réelle  (ou  du  moins  ayant  une  équation  réelle),  et  soient 
Fi,  Fo,  .  .  . ,  F,„  ses  m  foyers  réels;  supposons,  en  outre, 
que  K"  se  réduise  aux  deux  ombilics  I  et  J  du  plan  (**). 

Les  tangentes  communes  à  K'"  et  à  K"  se  composent 
des  systèmes  de  droites  isotropes,  se  croisant  aux  foyers 


(*)  Bulletin  de  la  Société  Mathématique,  t.  III,  p.  17/1. 
(**)  J'appelle  ainsi,  pour  abréger,   les  deux  points  situés  à  riufini  et 
communs  à  tous  les  cercles  du  plan. 
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Fi,  F.,,  .  .  ■ ,  F„.  Étant  donné  un  point  quelconque  M  du 
plan,  sa  polaire  relativement  aux  deux  droites  isotropes 
issues  du  foyer  F,  est  la  droite  menée  par  ce  point  per- 
pendiculairement à  MF,  5  donc  la  polaire  de  M  relative- 
ment aux  tangentes  communes  à  K"*  et  à  K"  est  la  polaire 
de  ce  point  relativement  aux  ni  droites  menées  respec- 
tivement par  chacun  des  foyers  perpendiculairement  à 
la  droite  qui  joint  ce  foyer  au  point  iM. 

Considérons  d'autre  part  les  diverses  droites  isotropes 
qui  passent  par  les  points  de  contact  des  tangentes  menées 
du  point  M  à  K"  5  T  désignant  l'un  quelconque  de  ces 
points  de  contact,  la  polaire  du  point  M,  relativement 
aux  deux  droites  isotropes  se  croisant  au  point  T,  est  la 
normale  menée  à  la  courbe  en  ce  point. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Étant  donnée  une  courbe  de  m"  classe,  la  polaire  d'un 
point  quelconque  M  du  plan,  par  rapport  aux  droites 
menées  respectivement  par  chacun  des  m  foyers  réels 
de  la  courbe  perpendiculairement  à  la  droite  qui  joint  ce 
foyer  au  point  M,  se  confond  avec  la  polaire  de  ce  même 
point  relativement  aux  droites  menées  normalement  à 
la  courbe  aux  points  de  contact  des  diverses  tangentes 
issues  du  point  ]M. 

Cette  proposition  peut  encore  s'énoncer  sous  la  forme 
suivante  : 

Si  par  un  point  M,  pris  dans  le  plan  d' une  courbe  de 
classe  m,  on  mène  les  nm  droites  tangentes  à  la  courbe, 
le  centre  liannonique  des  n  points  de  contact  j'elati- 
vement  au  point  M  est  le  même  que  le  centre  harmo- 
nique des  m  foyers  réels  (*). 

(*)  Voir  à  ce  sujet  ma  Note  Sur  la  détermination  du  rayon  de  courbure 
des  lignes  planes  (Bulletin  de  la  Société  Philomatliique,  février  iS/S). 
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Mais  cet  énoncé,  plus  concis,  est  souvent  d'un  usage 
moins  facile  dans  les  applications,  et  l'autre,  comme  je 
le  ferai  voir,  s'étend  sans  difficulté  aux  cônes  algébriques. 

2.  Un  des  cas  particuliers  les  plus  intéressants  est 
celui  où  tous  les  foyers  de  la  courbe  sont  à  l'infini.  On  a 
alors  ce  théorème  : 

Si  par  un  point  M,  pris  dans  le  plan  (Vune  courbe 
ajant  tous  ses  fojers  à  Vinjini,  on  mène  les  tangentes 
à  la  courbe  y  puis  les  normales  aux  points  de  contact,  la 
polaire  du  point  M  relativement  à  ces  normales  est 
située  à  l'injini. 

Ainsi,  en  particulier,  l'hypocycloïde  à  trois  points  de 
rebroussement  ayant  tous  ses  foyers  à  l'infini,  on  a  la 
proposition  suivante: 

Si  par  un  point  M,  pris  dans  le  plan  d'une  hypocj- 
cloïde  à  trois  points  de  rebroussement^  on  mène  les  tan- 
gentes à  la  courbe,  puis  les  normales  aux  points  de 
contact^  ces  normales  forment  un  triangle  dont  le 
centre  de  gravité  est  le  point  M. 

3.  Comme  application,  je  déduirai  de  là  un  beau  lliéo- 
rème  dû  à  M.  Liouville. 

Soient  une  droite  D  et  une  courbe  A  de  degré  m,  assu- 
jettie à  la  seule  condition  de  ne  pas  passer  par  les  ombi- 
lics du  plan. 

Considérons  une  droite  de  longueur  constante  R  et  se 
déplaçant  de  telle  sorte  qu'une  de  ses  extrémités  décrive 
la  droite  D,  tandis  que  l'autre  décrit  la  courbe  A.  L'enve- 
loppe de  cette  droite  est  une  courbe  K  ayant  tous  ses 
foyers  à  l'infini  ;  en  effet,  la  droite  ne  peut  passer  par  un 
ombilic  que  quand  elle  se  confond  avec  la  droite  de  l'in- 
fini; dans  toute  autre  position,  la  longueur  interceptée 


(   (^o   ) 
entre  le  point  où  elle   rencontre  D  et  run  quelconque 
des  points  où   elle  rencontre  A  est  évidemment  nulle, 
puisque  cette  courbe  ne  passe  pas  par  les  ombilics. 

Soit  maintenant  un  point  quelconque  M  pris  sur  la 
droite  D  ;  clierchons  les  tangentes  que  l'on  peut  mener 
de  ce  point  à  la  courbe  K.  Je  remarque  d'abord  que  D 
est  elle-même  une  tangente  multiple  à  cette  courbe; 
je  désignerai  par  d,  d',  .  . .  ses  divers  points  de 
contact. 

En  second  lieu,  si,  du  point  M  comme  centre  avec  R 
comme  rayon,  nous  décrivons  un  cercle  rencontrant  la 
courbe  A  aux  points  a,  a',  d\  .  .  . ,  les  diverses  droites  Ma, 
M.a\  Ma",  .  .  .  seront  aussi  tangentes  à  K. 

Considérons  en  particulier  une  de  ces  tangentes,  Ma 
par  exemple  :  si  au  point  M  nous  menons  une  perpen- 
diculaire à  D  et  au  point  a  une  normale  à  la  courbe  A, 
nous  savons,  en  désignant  par  a  le  point  de  rencontre  de 
ces  deux  droites,  que  la  normale,  menée  à  l'enveloppe  de 
la  droite  de  longueur  constante  aiNl  au  point  où  elle 
touche  son  enveloppe,  passe  par  le  point  ex. 

4.  Du  théorème  général  que  j'ai  donné  plus  haut 
(n*^  1),  il  résulte  que,  l'enveloppe  K  ayant  tous  ses 
foyers  à  l'inlini,  si  l'on  construit  la  polaire  du  point  iNI 
relativement  aux  droites  menées  en  t/,  d',  .  .  ,  perpendi- 
culairement à  D  et  aux  droites  menées  normalement  à  K 
aux  points  où  les  droites  Ma,  Ma',  .  . .  touchent  cette 
courbe,  cette  polaire  est  située  à  l'infini. 

En  particulier,  menons  par  le  point  M  une  sécante 
perpendiculaire  à  D;  elle  rencontrera  les  droites  issues 
des  points  d,  d',  ...  en  des  points  situés  à  l'infini  et  dont 
il  n'y  a  pas  à  tenir  compte,  puis  les  normales  élevées 
aux  points  de  contact  de  Ma,  Ma',  Ma",  . . .  avec  leur  en- 
veloppe au  point  a  et  en  d'autres  points  analogues  a', 
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«3'.",  ...  5  on  aura  donc  la  relation 

III  _^ 

Si  l'on  remarque  maintenant  que,  la  droite  D  ayant 
unedirection  arbitraire,  il  en  est  de  même  de  la  direction 
de  la  sécante  qui  lui  est  perpendiculaire,  on  pourra 
énoncer  ce  beau  théorème,  dû  à  ]M.  Liouville  : 

Si,  aux  différents  points  oii  un  cercle  rencontre  une 
courbe  plane,  on  mène  des  normales  à  cette  courbe,  la 
polaire  du  centre  du  cercle  relativement  à  ces  normales 
est  située  à  V  infini. 

5.  Je  considérerai  encore,  comme  application,  un 
système  de  coniques  liomofocales  ayant  pour  foyers  les 
deux  points  F  et  F'. 

Soit  M  un  point  quelconque  du  plan;  considérons  les 
droites  passant  par  les  points  F  et  F'  et  respectivement 
perpendiculaires  aux  directions  MF  et  MF'.  Si  l'on 
désigne  par  A  la  polaire  du  point  M  relativement  à  ces 
deux  droites,  on  voit  que  : 

Si  du  point  M  on  mène  des  tangentes  à  l'une  quel- 
conque des  coniques  qui  ont  pour  foyers  les  points  F 
et  F',  puis  les  normales  aux  points  de  contact,  la  polaire 
des  points  M  relativement  à  ces  deux  normales  est  la 
droite  fixe  A. 

En  particulier,  la  polaire  du  pointM  relativement  aux 
deux  normales  passe  par  le  point  de  rencontre  de  ces 
normales. 

D'où  le  théorème  suivant  : 

Si,  d'un  point  M,  on  mène  des  tangentes  à  l'une  quel- 
conque des  coniques  qui  ont  pour  foyers  les  points  F 
et  F  ,  puis  les  normales  aux  points  de  contact,  le  lieu 
des  points  de  rencontre  de  ces  normales  est  une  droite. 
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Il  est  clair  que  cette  droite  passe  par  les  centres  de 
courbure  des  deux  coniques  homofocales  qui  se  croisent 
au  point  M. 

G.  Les  deux  points  F  et  F'  étant  donnés,  on  voit  qu'à 
chaque  point  M  du  plan  correspond  une  droite  A  qu'il 
est  facile  de  construire. 

Réciproquement,  à  chaque  droite  A  correspondent, 
comme  on  le  démontre  aisément,  trois  points  M.  Si  une 
droite  A  tourne  autour  d'un  point  fixe  N,  le  lieu  des 
points  M  correspondants  est  une  coui^be  du  troisième 
ordre  passant  par  les  ombilics,  par  conséquent  une 
aiiaJlagmatique  et  de  l'espèce  particulière  que  j'ai  étu- 
diée sous  la  dénomination  de  cassiniennes  (*). 

Celte  courbe  H  peut  évidemment  être  aussi  définie 
de  la  façon  suivante  : 

Etant  donné  un  point  fixe  N  du  plan,  considérons  une 
quelconque  des  coniques  qui  ont  pour  foyers  deux  points 
donnés  F  et  F',  puis  abaissons  du  point  N  les  quatre  nor- 
males à  la  courbe.  Les  tangentes  en  ces  points  forment 
un  quadrilatère  complet  dont  les  six  sommets  décrivent 
la  courbe  H  lorsque  la  conique  varie. 

7.  Je  rappellerai  brièvement  la  définition  et  les  pro- 
priétés principales  des  cassiniennes. 

Une  cassinienne  est  généralement  une  courbe  anal- 
lagmatique  du  quatrième  ordre  dont  les  divers  points 
peuvent  se  distribuer  en  couples  jouissant  des  propriétés 
suivantes  : 

1^  Le  lieu  des  conjugués  harmoniques  d'un  point  quel- 
conque du  plan,  relativement  à  chacun  des  couples  de 
points  conjugués  d'une  cassinienne,  est  un  cercle. 


(*)  Sur  les  cassiniennes  planes  et  sphériques  {Bulletin   de  la  Société 
Philomathique,  mars  1868). 
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En  particulier,  le  lieu  des  poiuls  milieux  des  cordes 
qui  joignent  les  points  conjugués  est  un  cercle. 

2°  Il  existe  dans  le  plan  deux  points  fixes  jouissant 
de  la  propriété  que  ces  deux  points  fixes  et  deux  points 
conjugués  quelconques  se  trouvent  sur  un  même  cercle 
qu'ils  partagent  harmoniquement. 

Dans  le  cas  où  le  cercle,  lieu  des  points  milieux  des 
cordes  qui  joignent  les  points  conjugués,  se  réduit  à  une 
droite,  le  degré  de  la  courbe  s'abaisse  au  troisième,  et 
l'on  a  une  cassinienne  cubique. 

Si  l'on  joint  un  point  quelconque  d'une  telle  courbe 
à  deux  couples  de  points  conjugués,  on  obtient  deux 
couples  de  droites  ayant  mêmes  bissectrices. 

La  courbe  H,  définie  ci-dessus,  est  une  cassinienne 
cubique,  et  l'on  a  la  proposition  suivante  : 

Si  d\in  point  fixe  N,  pris  dans  le  plan,  on  abaisse 
des  îiormales  sur  l'une  quelconque  des  coniques  qui  ont 
pour  foyers  deux  points  fixes  F  et  F',  les  tangentes 
menées  en  ces  points  forment  un  quadrilatère  complet. 
Les  trois  couples  de  sommets  opposés  de  ce  quadrila- 
tère complet  sont  trois  couples  de  points  conjugués  d'une 
même  cassinieruie  cubique,  que  ces  sommets  décrivent 
quand  on  fait  'varier  la  conique  (  *  ). 

(*)  Les  tangentes,  menées  aux  pieds  des  normales,  roulent  en  même 
temps  sur  une  parabole  fixe. 

Considérons  en  effet  une  conique  C  et  la  parabole  P  qui  est  l'enve- 
loppe des  polaires  d'un  point  donné  M  par  rapport  aux  diverses  coniques 
qui  ont  les  mêmes  foyers  que  C.  Les  tangentes  communes  à  C  et  à  P 
touchent  C  en  quatre  points  et  les  normales  en  ces  points  passent  par 
le  point  M. 

Cette  propriété  s'établit  aisément  en  s'appuyant  sur  une  importante 
proposition  due  à  M.  Chastes  : 

Les  pôles  d'une  droite  fixe,  par  rapport  à  un  système  de  coniques 
homofocales ,  sont  situés  sur  une  même  ligne  droite  normale  à  une  des 
coniques  du  système. 

J'ajouterai  que  le  foyer  de  la  parabole  P  est  le  point  conjugué  harmo- 
nique du  point  IW  relativement  aux  foyers  de  la  conique  C. 
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De  nombreuses  propriétés  des  normales  à  un  système 
(le  coniques  honiofocalcs  découlent  immédiatement  de  la 
proposition  précédeuLe,  mais  je  n'insisterai  pas  ici  sur  ce 
point,  qui  demande  quelques  développements  et  sur 
lequel  je  reviendrai  dans  un  autre  article;  je  me  contente 
de  le  mentionner  en  passant. 

IL 

8.  On  peut  facilement  étendre  aux  cônes  algébriques 
les  propositions  qui  précèdent. 

Le  théorème  fondamental  que  j'ai  rappelé  plus  baut 
(n"  1)  peut,  en  effet,  s'énoncer  de  la  façon  suivante  : 

Étant  donnés  deux  cônes  algébriques  C  et  C  ayant 
nwnie  sommet  S  et  une  droite  quelconque  D  passant  par 
ce  sommet,  considérons  les  divers  phuis  que  par  la  droite 
D  on  peut  mener  tangentiellement  au  cône  C;  soit  (I) 
l' ensemble  des  arêtes  de  contact.  Appelons  de  même  (F) 
V ensemble  des  arêtes  de  contact  des  plans  menés  par  D 
tangentiellement  au  cône  C  5  puis  imaginons  que  par 
chacune  des  arêtes  (I)  ef  chacune  des  arêtes  (  I'  )  onjasse 
passer  un  plan;  on  aura  ainsi  un  ensemble  de  plans  que 
je  désigne  par  (P). 

Cela  posé,  le  plan  polaire  de  la  droite  D  relativement 
au  système  de  plans  (  P)  ^e  confond  avec  le  plan  polaire 
de  cette  même  droite  relativement  aux  plans  tangents 
aux  deux  cônes. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  C  soit  un  cône 
réel  (ou  du  moins  ait  une  équation  réelle)  et  que  Fi,  Fa, 
Fj,  .  .  .  désignent  ses  droites  focales  réelles,  que  de  plus 
C  soit  un  cône  isotrope. 

Les  plans  tangents  communs  aux  deux  cônes  sont  les 
plans  isotropes  passant  par  les  droites  Fj,  F,,  F3,  .  •  •  ; 
le  plan  polaire  de  D  relativement  aux  deux  plans  isotropes 
qui  se  coupent  suivant  Tune  quelconque  de  ces  droites, 
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Fi  par  exemple,  est  le  plan  passant  par  Fj  et  mené  per- 
pendiculairement au  plan  de  Fi  et  de  D. 

D'autre  part,  si  Tj,  Tj,  T3,  ...  désignent  les  arêtes 
de  contact  des  plans  menés  par  D  tangentiellement  au 
cône  C,  les  divers  plans  dont  j'ai  désigné  ci-dessus  l'en- 
semble par  (P)  sont  les  plans  isotropes  passant  par  les 
droites  Ti,T2,T3,  .  .  .  ',  le  plan  polaire  de  D  relativement 
aux  deux  plans  isotropes  qui  se  coupent  suivant  l'une  de 
ces  droites,  Ti  par  exemple,  est  le  plan  passant  par  Tj 
m(,'né  perpendiculairement  au  plan  de  Ti  et  de  D. 

Par  suite,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Etant  donné  un  cône  algébrique  et  une  droite  quel- 
conque D  passant  par  le  sommet  de  ce  cône,  par  cha- 
cune des  focales  du  cône  faisons  passer  un  plan  per- 
pendiculaire au  plan  qui  contient  cette  focale  et  la 
droite  D-,  soit  (P)  rejisenible  des  plans  ainsi  obtenus. 

Cela  posé,  le  plan  polaire  de  D  relatii^ement  aux 
plans  (P)  se  confond  avec  le  plan  polai>e  de  cette 
même  droite  relativement  aux  plans  mejiés  normale- 
ment au  cône  parles  arêtes  de  contact  des  divers  plans 
que  l' on  peut  par  D  mener  tangentiellement  à  ce  cône. 

9.  Comme  application,  considérons  l'un  quelconque 
des  cônes  du  second  ordre  qui  ont  pour  focales  réelles 
deux  droites  données  F  et  F'.  Soient  D  une  droite  quel- 
conque passant  par  le  sommet  du  cône  et  A  le  plan 
polaire  de  D  relativement  aux  plans  passant  par  F  et  F', 
et  respectivement  perpendiculaires  aux  plans  déterminés 
par  les  droites  FD  et  les  droites  F'D. 

Si  par  D  on  mène  deux  plans  tangents  au  cône,  puis 
des  plans  normaux  par  les  arêles  de  contact,  le  plan 
polaire  de  D  relativement  à  ces  plans  normaux  est  le 
plan  A. 
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Eli  particulier,  la  droite  d'intersection  des  plans  nor- 
maux est  dans  le  plan  A.  Donc  : 

Étant  donné  un  système  de  cônes  homofocaux  du 
second  ordre  et  une  droite  fixe  passant  par  le  sommet 
de  ce  cône,  si  par  cette  droite  on  mène  des  plans  tan- 
gents à  l'un  des  cônes  du  système,  puis  des  plans  nor- 
maux par  les  arêtes  de  contact,  la  droite  suivant  laquelle 
se  coupent  les  deux  plans  normaux  décrit  un  plan 
lorsqu'on  fait  varier  le  cône. 

10.  Si  par  une  arèle  d'un  cône  on  imagine  le  plan 
normal  à  ce  cône,  puis  le  plan  mené  normalement  par 
l'arête  infiniment  voisine,  rinlerseciion  de  ces  deux  plans 
est  l'axe  d'un  cône  de  révolution  osculateur  du  cône  donné 
le  long  de  l'arête  considérée.  Nous  l'appellerons  Vaxe  de 
courbure  du  cône  suivant  cette  arête. 

Cela  posé,  il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  que  le 
plan  A  déterminé  comme  je  l'ai  dit,  et  qui  correspond  à 
la  droite  D,  contient  les  axes  de  courbure  des  deux  cônes 
homofocaux  du  système  donné  qui  se  coupent  suivant  la 
droite  D,  et  de  là  découle  un  moyen  simple  de  construire 
l'axe  de  courbure  d'un  cône  du  second  degré  suivant  une 
arête  donnée,  lorsque  l'on  connaît  les  focales  de  ce  cône. 

Je  ferai  même  observer  que  la  connaissance  du  plan  A 
fait  connaître  non-seulement  l'axe  de  courbure,  mais 
encore  l'accélération  de  courbure,  et  que  des  considéra- 
tions de  tout  point  semblables  s'appliquent  aux  cônes  de 
tous  les  degrés  j  je  ne  crois  pas  utile  de  m'étendre  davan- 
tage à  ce  sujet. 

il.  Le  théorème  de  M.  Liouville,  dont  j'ai  donné  plus 
haut  la  démonstration  (n^'S),  s'étend  aussi  à  un  cône 
algébrique  quelconque,  en  considérant  l'intersection  de 
ce  cône  avec  un  cône  de  révolution. 
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On  obtiendrait  facilement  cette  généralisation,  au 
moyen  des  théorèmes  précédents,  en  considérant  la  sur- 
face enveloppée  par  le  plan  déterminé  par  deux  droites 
faisant  un  angle  constant  et  dont  l'un  des  côtés  décrit  un 
cône  pendant  que  l'autre  se  meut  dans  un  plan  passant 
par  le  sommet  de  ce  cône. 

Mais  le  tliéorème  auquel  on  parvient  ainsi  se  com- 
})lique,  à  cause  du  rôle  qu'y  jouent  les  plans  cycliques 
du  cône;  il  n'a  ni  la  simplicité  ni  l'utilité  de  celui  de 
M.  Liouville,  et  je  ne  crois  pas  devoir  le  mentionner  ici. 


SUR  L'ÉQUATIOK  INDÉTEPiHINËË  BlQUADRATiQUE 

Par  m.  Edouard  LUCAS, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Charlemagiie. 


L'analyse  indéterminée  des  équations  biquadratiques 
est  peu  avancée;  Fermât  a  indiqué,  le  premier,  le  moven 
de  trouver,  en  général,  une  série  indéfinie  de  solutions 
entières  de  l'équation 

ax^  -f-  bx^y  -f-  cx-j-^  -r-  dxy^  -\-  ej'  z=  z^, 

lorsque  l'un  des  coefficients  extrêmes  est  un  carré  parfait, 
ou  encore  lorsque  l'on  connaît  une   première  solution. 
Dans  le  cas  particulier  de  l'équation 

x'*  --  ax-y''  -+-  by^  ^=  z^, 

on  obtient,  en  général,  une  série  indéfinie  de  solutions 
nouvelles,  par  les  formules  suivantes,  déduites  du  pio- 
cédé  de  Fermât,  et  données  par  Lebesgue  : 

5. 
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L'application  de  ces  formules  devient  illusoire  dans  cer- 
tains cas,  et  ainsi,  par  exemple,  pour  l'équation 

.r^  —  x^y-  -h  j'  =  z% 

à  laquelle  on  est  conduit  lorsque  l'on  cherche  à  déter- 
miner quatre  carrés  en  progression  arithmétique. 

Le  but  de  cette  Note  est  de  montrer  que,  lorsque  l'on 
connaît  une  première  solution  de  l'équation  proposée, 
on  obtient  deux  solutions  nouvelles,  et  non  une  seule; 
nous  observerons,  de  plus,  que  les  formules  que  nous 
allons  démontrer  permettent  de  résoudre  complètement 
l'équation  proposée,  pour  certaines  valeurs  des  coeffi- 
cients A,  B  et  C,  et  en  particulier  pour  toutes  les  équa- 
tions biquadratiques  dont  on  connaît  actuellement  la 
résolution  complète. 

Considérons  d'abord  l'équation 

(i)  X'-^  XY'  — (n-X)Z% 

dans  laquelle  nous  désignerons,  pour  abréger,  i  -+-  X  par  p. 
On  vérifie  l'équation  (i)  en  posant 

La  première  équation  du  système  (2)  peut  s'écrire 

on  peut  donc  poser 

/?  — >ryztX=-2>p/^, 
p  —  >^ITrX  =  2*^, 

d'où  l'on  déduit 

(3)  (±X  =  Xpr^-.=,        , 

^    '  )         /j  —  ip/'M-i'-h  2X/-.V, 


(  %  ) 

La  seconde  équation  du  système  (2)  peut  s'écrire 

on  peut  donc  poser 

/>«  -!-  y  ±  Y  =  7.  p  r'\ 

q  =z  -xr'  s'  ; 
d'où  l'on  déduit 

En  égalant  les  valeurs  de  p  données  par  les  systèmes  (3) 
et  (4),  on  obtient 

>pr'  -;-  s^-+-  i\rs=or"'  -^  s"^  —  ir's', 
rs  =  r's' . 

Posons   ni^  =  mr  et   ns=ms',  nous  obtenons,    par 
l'élimination  de  r'et  de5,  l'équation  quadratique  en  m  l  n 

m-  [s''  —  p  /•'  )  -h  2 p rs' mn  4-  n}  (  /p r-  —  ^'^  )  z=  o  ; 

pour  que  la  valeur  de  /;/  '.  n  soit  rationnelle,   on  doit 
avoir 

OU  bien 

(5)  s'*-+-\fr'  =  W, 

et,  en  même  temps, 

m  =:  —  p  r^'  dr  H,      n  :=  s'^  —  pr^. 
L'équation  (5)  donne,  par  décomposition, 

H=h/=^2p^2% 


(70  ) 
par  suite-  en  prenant  les  signes  supérieurs, 

celte  dernière  équation  donne  encore 

et,  par  addition. 

on  retrouve  ainsi  l'équation  (i). 

Par  conséquent,  d'une  première  solution  {x,y^  z)  de 
l'équation 

(A)  x'~i:)^>=zpz\ 

on  obtiendra  deux  solutions  nouvelles  par  les  formules 

;   m  =  ^\a:*f*  H-  p^  z^  zh  ipxyzix^  —  ).j)-'  ), 

1    n  =  [x^  —  AT"*!^ — ^\px^y-z", 

j  X  =  ^lpn\T\rH''  —  m'ix*  —  Ij*]^, 

(B)  '    Y  =  /!ipni'x-y-z'  ^  n^x'  —lj')\ 

1    Z  .—  [4  >.  0  n'^xy-z'  -}-  m'  [x*  —  Ij*  Y 
I  -\-  /^lmnxjrz(.i^  —  ^J*)]' 

\  -h  ^lm^n''x^'yz^{x'—ly*)\ 

Sl  l'on  remplace,  dans   les  formules  précédentes,   X 
par  ^i  on  obtiendra  deux  solutions  nouvelles  de  l'équation 

(6)  Ix*-^  iJ.r'  =  {\-h  u.]z\ 

à  l'aide  d'une  première,  par  les  formules 

m  =  ^Aiix*j*  -h-  [\-\-  u-Yz^-Az  2 (>  -r-  u.)xyz  ().j:*  —  p'J*'» 
n=:{lx'  ~  IKy' )3  _  4 X ( X  +  p  1  .r'j5 z\ 
7  )    ^   X  =  4  f^  (  >•  H-  p)  «'.r' j'  2="  —  m-  [\x^  —  ay*  )', 
I  Y  z=z  ^\[\-\-^i)m^x-'y-'z''-  n''[\x^  — pj^)», 


(  7»  ) 
L'équation  (6)  est  vérifiée  pour  x=y  =  z  =  dr  i  5 
ou  a  donc  les  deux  solutions  nouvelles 

w?  =  4^-f*  +  (  ^  "f^  i"-)^  —  ^  ( ^'  —  f^'  ) > 
[8)  /  x--=4pi(A-^ y.;)/2'— m»(}i  — p)s 

!    Z  = ; 

ainsi  l'équation 

3  .r'  —  2  x"  =  2' 

est  vérifiée  par  les  solutions 

^,  =  33,  7|.:=:i3,        z,  =11871, 

0^2=28577,        75  =  8843,       Cj=:  l4l  01  40689; 

de  même,  de  la  solution 

.ï,  =  3,       J,  =  I,       z,  =:  II 

de  l'équation 

3  .r^  —  J^  =:  2  Z^ 

on  déduit  les  deux  solutions 


2—19,  jr2=25,  Z:=:l3, 

.r3=449»    ^3=1^7»     23  =  246121; 
de  même,  les  premières  solutions  de  l'équation 

.r*  +  37^  =  z' 

sont 

x=î,    i,       II,         47,  7199,     

7=1,   2,       3,        28,  8o52,    ... 

2=;  2,    7,    122,    2693,    12269565,    ... 

et  les  premières  solutions  de  l'équation 

X*  +  2  j*  =;  3  z^ 


sont 

a;,  =r  23,  }|  —  II,  ;:,  =  321, 

jjj^iiîS^S,     ^,=  6227,     32=31827137. 

Reveuons  maintenant  à  l'équation  proposée 

AX^-h  BY<  =  CZ'; 

en  admettant  une  première  solution  (oTcjKoî  -Zo),  on  peut 
récrire 

X\^       _     ,  /YX"       _   „  /Z' 


A  a:! 


bj: 


Jo 


=  Cz 


et,  SI  1  011  pose 

AxJ  =  l,     Bj'l  =  _tz,     Czl  z=\-~  II, 

on  la  ramène  à  Téqualion  (6),  en  prenant  pour  variables 

X    Y    Z 

les  quotients  — ^  — :  —  •  Par  une  analyse  plus  approfon- 

•''0     J  0     Zq 

die,  il  est  facile  de  montrer  que  les  formules  (n)  per- 
mettent de  résoudre  complètement  les  équations  biqua- 
dratiques  suivantes  : 


.X*  —    -îj^  ^^ztlz^. 

4  a-*—   3j^  =z% 

x'  -f-   8j^  =  z% 

ar*  —  I2J*  =  3-, 

^x'—     f   =r3r.% 

3^«_     2J^     =:C% 

^X^-     J*      r:::8s% 

^«—     Gj*    ~Z\ 

l'jx'^ —     2J*  =:=  3% 

.r^~  216^-'=  z^, 

X*  —  36j*  =  sS 

x^  -+-  24j*  =  Z*, 

.      j;4_      y        -_   2^.2^ 

x'-i-   iy-'   =3z\ 

3x*  —     jr*    =  2  3% 

X^-^  l8j«=:zS 

X*-  3^^  =3=, 

X4—    72J'   =   Z% 

^4  _  54_^,.  ^  ,=^ 

Ces  équations  représentent  toutes  celles  dont  les  coef- 
ficients ne  contiennent  que  les  facteurs  2  et  3,  et  dont 
la  solution   est  possible.    On  peut,  de  même,  résoudre 


(  ^3  ) 
conipl élément  un  très-grand  nombre  d'autres  équations 
de  la  forme  proposée.    Lagrange   a  donné,  le  premier, 
la  résolution  des  équations 


x"- 


^-r 


et     .r* 


8j^  =  z=; 


la  résolution  générale  des  équations  qui  précèdent,  avec 
la  discussion  approfondie  de  cliacun  des  cas  particuliers, 
a  été  publiée,  en  iSyS,  dans  mes  Recherches  sur  V  Ana- 
lyse indéterminée,  à  Moulins- sur-Ailier. 

Plus  généralement,  on  démontre,  de  même,  que  d'une 
première  solution  (j:,  )",  z)  de  l'équation 

(9)  X"  —  2(a-r-  2/2)^V'-<-  («'+  '^')  j'  =  z'. 

on  déJuit  deux  autres  solutions  par  les  formules 

mz=  —  6.rjzd=/[.r'—  [(â  -h  é')j'*], 

-}-  è[î6/;r.r'j2z-  —  [^m'^x-y-'—  «'z')-  ], 


Z  =  A(4w^r^J='  —  n'z^Y  —  4 


A/2- J^>  -• 


Dans  un  grand  nombre  de  cas,  ces  formules  résolvent 
complètement  l'équation  (9);  c'est  le  cas  de  l'équation 

X*  —  4  -^^J'  -t-  7^  =  z^, 

à  laquelle  on  est  conduit  par  les  énoncés  suivants  ; 

Problème  I.  —  Trouver  trois  carrés  inégaux  tels  que 
la  somme  de  deux  quelconques  d'entre  eux,  diminuée  du 
troisième,  soit  un  carré  parfait. 

Problème  II.  —    Trouver  un  triangle  rectangle,  en 


(  74  ) 
nombres  entiers^  tel  que  le  carré  de  V hypoténuse  aug- 
menté du  double  de  l'aire  du    triangle  soit   un   carré 
parfait. 

Problème  III.  —  Trouver,  en  nombres  entiers,  deux 
triangles  ayant  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun,  et 
dans  lesquels  V angle  compiis  est  égal  à  90  degrés  pour 
le  premier  triangle  et  à  60  ou  1  20  degrés  pour  le  second. 

La  dernière  équation,  dont  les  plus  petites  solutions 
sont 

Xo  ::=  2,  Xq  =^  I ,  Sq  =   I , 

^,  =  i5,      7,  =  4.        z,  =  191, 
.r2=i6i,     ^2  =  442'      22  =  364807, 


avait  été  traitée  incomplètement  par  Legendre  [Théorie 
des  nombres^  t.  II,  p.  126  et  i2y). 


Sl]R  LES  PROPRIÉTÉS  CARACTÉRISTIQUES 
DES  NOMBRES  5  ET  7; 

Par    m.    Édouaro    LUCAS. 


Parmi  les  nombreux  et  intéressants  résultats  contenus 
dans  les  précédents  IMémoires  de  M.  l'amiral  de  Jon- 
quières  [Nouvelles  annales,  juin,  juillet,  septembre, 
octobre  1878),  on  trouve  la  démonstration  de  cette  pro- 
priété caractéristique  du  nombre  5,  énoncée  par  M.  Gerono 
[Nouvelles  Annales,  1'^  série,  t.  XVII,  mai  1878,  p.  219)- 

Le  nombre  5  est  le  seul  nombre  entier  décomposable 
en  une  somme  de  deux  carrés  consécutifs,  et  dont  le 
carré  soit  aussi  décomposable  en  une  somme  de  deux 
carrés  consécutifs . 


(  7^  ) 
D'autre  part,  M.  Gerotio  (*)  a  montré  le  lien  qui  rai- 
tache  ce  théorème  à  l'un  ou  à  l'autre  des  deux  théorèmes 
suivants,  que  j'ai  énoncés,  sans  démonstration,  dans  m<'s 
Recher'ches  sur  l' Analjse  indéterminée,  et  sur  V jirith- 
métique  de  Diophante  (Moulins,  1873)  : 

I.  La  somme  des  carrés  des  x  premiers  nombres  nest 
jamais,  excepté  pour  x  =  24,  égale  au  carré  d'un 
nombre  entier. 

II.  Aucun  nombre  pyramidal  ne  peut  être  égal  à  un 
carré,  en  exceptant  les  deux  nombres 

?..3.4         48.49.50 

1.2.3  1.2.3 

On  peut  encore  rattacher  cette  propriété  caractéris- 
tique du  nombre  5  à  la  propriété  caractéristique  du 
nombre  7,  énoncée  par  Fermât,  et  que  le  savant  orien- 
taliste, M.  Aristide  Marre,  vient  de  retrouver  dans  les 
manuscrits  de  Boulliou  (Bullialdus),  conservés  à  la 
Bibliothèque  nationale  : 

«  M.  Fermât  a  envoyé  à  M.  Frénicle  la  démonstra- 
tion par  laquelle  il  preuve  qu'il  n'y  a  aucun  nombre  que 
le  seul  7  qui,  estant  le  double  d'un  quarré  —  r,  soit  la 
racine  d'un  quarré  de  la  raesme  nature  (c'est-à-dire  qui 
soit  double  d'un  quarré  —  1  ). 

7  est  double  du  quarré  4i  — i?  c'est-à-dire,  8  —  «, 
et  son  quarré  49  est  le  double  du  quarré  aS,  —  r ,  c'est-à- 
dire  5o  —  I .  »  ( Mss.  de  Boulliou.  ) 

En  effet,  soit  le  nombre 

u  =  -y.x^  —  y\     et     j  —  d=  i  ; 


(*■)  Nouv.  Afin.,  2'  série,  t.  XVII,  p.  38i. 


(  76) 
on  a,  en  élevant  au  carré, 

«'=  ;2x*-4-7-)'—  2  (2.rj)'; 
en  multipliant  par 

—  1—.  l'—  2.  1% 

on  obtient 

(  I  )         «-  z=  2  (  2 .r'  H-  j'  —  2  .rj  )*  —  (  2  JT*  -}-  7^  —  4  •'v>'  )'• 
Si  l'on  pose 

2  x^  H-  j-  —  2  xj  =  r,     2  a:'  -1-  jr'  —  4  -^J  ===^  ^  ï  > 
on  a,  puisque  }^  =  lii  t, 

/•r=    .riii  i)'  H-  j?', 
et  aussi,  d'après  l'équation  (i), 

4- 


maîs  u  est  impair,  et,  par  conséquent,  r  et  /■*  sont  les 
sommes  des  carrés  de  deux  nombres  consécutifs.  Donc 
r  =  5  et  M  =  j.  c.  Q.  F.  D. 

Remarque.  —  En  cherchant  à  résoudre  directement 
le  problème  de  Fermât,  on  est  conduit  à  poser  les  deux 
équations 

7  ^  2  .r  '  —  I , 

j2  =  2  3^  —   I  , 

d'où  l'on  tire  l'équation  biquadratique 

1  X^  —   2  X^  -^   1  =r:  3% 

qu'il  est  facile  de  résoudre  complètement  en  nombres 
rationnels,  ainsi  que  nous  le  montrerons  ultérieurement. 
On  déduit  de  cette  résolution  une  preuve,  plus  directe 
et  plus  simple,  delà  proposition  de  Fermai. 


^7^) 

SUR  L'ÉQUATION  DU  SECOND  ORDRE 

(Solution   de   la   question    1289); 

Par  m.  WORMS  DE  ROMILLY, 

Ingénieur  des  Mines. 


Lorsque  les  coefficients  M  et  N  de  l'équatioa 

(i)  M77"  +  Nj'==/(x) 

ont  pour  valeurs  M  =  3,  N  =::  —  2,  et  quefl^x)  est  un 
polynôme  du  second  degré,  on  sait  ramener  l'intégra- 
tion de  cette  équation  à  des  quadratures 

du 


/: 


ff,[x)dx. 


A  étant  une  certaine  fonction  des  coefficients  dej^(x) 
et  a  une  constante  arbitraire. 

Nous  nous  proposons  d'examiner  à  quelles  conditions 
doivent  satisfaire  les  coefficients  et  le  second  membre  de 
l'équation  difïérentielle  (i)  pour  que  le  problème  puisse 
être  ramené  à  l'intégration  d'une  expression  de  la  forme 

(2)  =zF{x)dx, 

^    ^  v/?  +  G^ 

9  et  (j>  étant  des  fonctions  de  m,  et  C  une  constante  arbi- 
traire. 

Mettons  l'équation  proposée  sous  une  autre  forme  tmy, 
remplaçant  j"  par  My"(x),  a  étant  une  nouvelle  fonction 
de  a:;  en  effectuant  les  calculs,  on  trouve 

\  uu"  +  -  «'2  H ^- '-  ■"-  nu' 

'  I      ^  -■ II' ri 


î\l/-  M 


(  73  ) 
Prenons  la  relation  (a),  nous  pouvons  en  déduire  une 
seconde  équation  en  différentiant  les  deux  membres  par 
rapport  à  x-^  éliminons  la  constante  arbitraire  C  entre 
ces  deux  équations,  il  vient 

dans  laquelle  'i^  et  y  représentent  les  dérivées  de  9  et 
de  (p  par  rapport  à  a,  tandis  que  les  autres  dérivées  sont 
prises  par  rapport  à  x.  Nous  devons  cliercber  les  condi- 
tions nécessaires  pour  que  les  équations  (3  )  et  (4)  soient 
identiques. 

Le  coefficient  de  i/"  doit  être  indépendant  de  u  ;  il  faut 

donc,  en  désignant  par  a  le  rapport  —  —  >  que 

. .  2N 

(5)  V^=2«,       -A  =«="=:«"■«. 

Les  troisièmes  termes  donneront  la  relation 

2  «  (  M  -^  N  )  /'  _       F' 

c'est-à-dire,  en  désignant  par  A  une  constante  arbitraire, 

2n(»l  +  N  ) 

(6)  F  =  A/  M        , 

qui  déterminera  F  en  fonction  de^^. 

Sur  les  termes  suivants,  nous  pouvons  faire  plusieurs 
liypotlièses  ;   mais,   en    tout   cas,   il  faut    toujours    que 

fX—ln  p2 

— — -  et  —  soient  ésaux,  et,  comme  nous  avons  déjà  trouvé 

entre  ces  deux  quantités  la  relation  (6),  on  voit  qu'il 
faudra  satisfaire  aux  équations  de  condition 


(  79) 
d'où  Ion  tire 

,    ,  M  -^ 

I.  (rt)  Supposons  que 
(8)  [M(«-i)  ^N/:]/'=+M#"==o; 

la  fonction  f  sera  de  la  forme 

(9)  /=(B^-f-Hr  ^'-^ , 

d'où  l'on  tire,  pour  F,  la  valeur  i  / -^  (Bo: -h  H    '". 
Nous  devrons,  eu  outre,  satisfaire  à  la  relalioii 

—  Q  —   1  =   I  :=  H  -o'  —   2  «  ï-, 

V  / 

en  remplaçant  t|;  par  sa  valeur  (5).  Celte  équation  s'in- 
tègre facilement  et  donne 

■xa 
Nous  voyons  donc  que  l'équation 

(lo)  M  rj"  -i-  Nj' =  =  (B.r  -r-  H  'p 

se  ramène  à  des  quadratures  de  la  forme  (2),  en  posant 


>  =  «(B.r  -I-  Hj 


N  I 

«=:  —  -,        ^  -f-  C4-  =:/<'«(  7  H-C) , 

lorsque  p  satisfera  à  l'équation  de  condition  que  l'on 
trouve  en  égalant  les  exposants  des  seconds  membres  des 
équations  (9)  et(io),  et  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

M  (/3  -t-  2)  H-  ]N  (/-  -f-  4 ,  --  o- 
[b)  Si  les  coefficients   M  et  N  satisfont  à   la  condi- 


(  8«  ) 

lion 

M  H-  N  =  o, 

Ja  relation  (8)  donnera,  pour  y,  une  expression  de  la 
forme 

^B  r+H  . 
*^  > 

la  valeur  decj>  sera  d'ailleurs  encore  donnée  par  la  même 
relation  que  dans  le  cas  précédent  et  F  sera  une  con- 
stante. On  aura  donc 

Mj7"  +  Nj' ^  =  e»--",     y  =  ue     '      ,      t'  =  W  ^  ' 

«--I,     <p  +  C->î>  =  «^(7  +  C)  — -,      M-^N=o. 

(c)    L'équation  (8)   est   encore  satisfaite  dans  le  cas 
où/ (a:)  est  une  constante  K  5  on  a  alors 

/—        M  -4-  N  M 

2 


et  ^  sera  encore  donné  par  la  même  relation. 

II.  Cherchons  maintenant  à  identifier  les  derniers 
ternies  des  équations  (3)  et  (4)  sans  supposer  nul  le 
coefficient  de  u^.  Il  faudra  avoir 

\}\n[n—  i)  -4-N/?^]/''-)-M/?7y^^    ^      /'-« 


Riy^  M 

Comme/ et  F  ne  sont  fonctions  que  de  r,  et  que  cj»  et  '^ 
ne  sont  fonctions  que  de  u,  cette  identité  ne  peut  avoir 
lieu  cjue  si  les  trois  équations 

r 


•0/ 


(  8i  ) 

ou,  en  lenanl  compte  des  relations  (5),  (6)  et  (7), 

!  1 2)  llrf'  —  2  «  cp  =  a «-  -f-  r  , 

(i3)       [M«(«  — 1)  +N«^]/"  +  M«//"'  +  a/3-2"  =  o. 

(<^)  Prenons  d'abord  le  cas  où 

M(«  —  i)  +  N/z  =  0, 

qui  nous  donne  avec  (7)  l'équation  de  condition 

3M  +  5N  =  o, 

L'équation    (i3)   se   réduit,  en  remplaçant  «,  M  par 
leurs  valeurs  en  fonction  de  M,  à 

(l4)  ^N/"-+-a/-'=:o, 

qui  donne 

(,5)  /=  =  (B.r-4-D)'  ^'" 


25  NB^ 
et  cp,  déduit  de  l'équation  (12),  est  égal  à 

I  OLll- 


7 


W"  — 


la        21  —  a) 


3 
a  étant  égal  à  -\  on  peut   disposer   de  a   de    manière 

que  le  second  membre  de  la  relation  (i5)  soit  la  racine 
carrée  d'un  trinôme  quelconque  du  second  degré,  et  il 
faudra  substituer  à  a  cette  valeur  déterminée  dans  l'ex- 
pression de  ''^H-  C'ji,  qui  est 

-  5  5 

tp-h  C^=  «'(7  +  G)  +  7  a«'—  -• 

Il  est  possible  de  satisfaire  à  l'équation  (i3)  en  pre- 
nant pour^  une  puissance/?  d'un  polynôme  entier  0(.r); 
en  effectuant  la  substitution,  on  trouve 

(  16  )   [(  M  +  N  )  n-p'  —  M  np]  9'=  +  M  np  69"  +  y.(iP+--^"P  =  o . 
Ann.  de  Ma ihéma t..  1^ série  ,  t.XVIlI.  (Février  i87y.)  t) 
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Pour  que  celte  équation  soit  satisfaite,  il  faut  que  6 
soit  au  plus  du  second  degré;  car,  si  Ton  désigne  par  ni 
le  degré  de  d,  le  premier  membre  est  du  degré  2  m  —  2 
et  le  second  membre  a  pour  degré  un  multiple  de  m. 
L'équation  2m  —  o.jju'm  n'admet  que  les  solutions 
entières 

!/«'=  O,  (    >n'=z   I  , 

m  =:  l,       m  =z  9.y       \^    171  =  "2. 

Posons  donc 

S(.r)  =  B.r'4-  Dx-r-h. 

La  relation  (16)  donne,  en  prenant,  pour  abréger, 

(  M  +  N  )  n^p^  —  Mnp^p,      M  r?p  =  ^, 
j   p(2B.r  4- D)^-T- 2B(7(Bj:^-f  D.r4-  E) 

avec  Tune  des  conditions 

{18)  /;  —  2///» -f- 2  =  I, 

(19)  p  —  9. /?/? -T- 2  =  o. 

(e)  Examinons  d'abord  le  premier  cas;  en  exprimant 
que  les  facteurs  de  chaque  puissance  de  x  dans  (1  j)  sont 
nuls,  on  trouve  que  Ton  doit  avoir 

D^  —  4BE  =  o, 

c'est-à-dire  que  Q  est  un  carré.  Prenons  donc 

Q  =  [hx  -+-  d)-  ■ 

l'équation  (17)  devient,  en  supprimant  un  facteur  com- 
mun à  tous  les  termes, 

1  b^l'i  p  -h  (7)  -1-  a  =  o. 

D'autre  part,  l'équation  (18)  combinée  avec  (7)  con- 


(  «3  ) 
duit  n 

(20)  M(2/»   -t-  I  ;   H-  N('2/J   +  -2)  =  O. 

Les  quantités  que  nous  avons  désignées  par  p  ei  a  sont 
liées  par  la  relation 

]VP(p  +  <7)=:(M  +  N)(7% 

et,  si  Ton  remplace  g  par  sa  valeur  M«/7,  dans  laquelle 
n  et  p  sont  exprimables  en  ÎNl  et  N,  on  trouve  enfin 
pour  a 

_        b'-  W 

Quant  à  'f,  il  sera  encore  donné  par  l'équation  (12), 
dont  nous  avons  indiqué  précédemment  Fintégrale. 

Nous  avons  donc  le  moyen  de  ramener  à  une  quadra- 
ture l'intégration  de 

^l.vj"  +  N/-  =  (  b:c  -hdy-f, 

lorsque  M,N,  p  sont  liés  par  léquation  de  condition  (20). 
(/")   Passons  au  cas  où  la  relation  (ip)  est  satisfaite. 
Elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

M{p-hi)  +  ^[p^i)=Oi 

et  l'équation  (ly)  sera  identiquement  nulle  si  Ton  a 

■2.p-\-a=o,     pD- -f- -îBEg- -+- a  =  o, 

qui  donnent  pour  y.  la  valeur 

M=(D^— 4BE) 


4(m  +  n; 


On  trouvera  pour  tp  la  même  valeur  que  précédemment. 
En  résumé,  lorsque,  dans  l'équation 

Mjy'+Ny'=/(.r), 


(  «4  ) 
AI,  jN, y  (x)  satisfont  à  l'une  des  conditions  suivantes  : 

(  a  ]      f[x)  =  (  B  j:  -f-  H  >,  M  p  -4-  9.)  ^  N  (/^  -f-  4 ;  —  o, 

[b)  /(x)=e«'  +  ",  M  +  ^'  =  o, 

[c)  y(j:)  :=  const.  =  K,  M,  ^"  quelconques, 

[d)  f[a:)=^{B.t-^Dy--~^^\      3M-l-5N  =  o, 

[c)        f[x)  =  [hx  +  (t)-i',  M(2/^-4-l)-4-Nl'2/^-!-Ct)  — G, 

(/)      /l'-^)  =  (  ^^'  +  D-^  H-  E  >,  M  (p  -4-  I  )    -I-  N  {/7  -t-  2)  =  o, 

l'intégration  peut  êtie  faite  ou  du  moins  ramenée  à  des 
quadratures  et  mise  sous  la  forme 

Y  dx 


n/, 


cp  -h-  C  «      " 

dans  laquelle  C  est   une  constante  arbitraire  et  o  une 
fonction  de  la  forme 

Les  exposants  de //seront  souvent  fractionnaires,  mais 
on  pourra  les  ramener  à  la  forme  entière  en  prenant 
//  =  u"^  et  attribuant  à  m  une  valeur  convenable. 

Remarquons  que,  si  dans  le  cas  [f)  on  prend 

M  =  /?  +  2,     N  =  —(/;»  -f-  I }, 

Téquation  de  condition  sera  satisfaite.  Ce  cas  particulier 
donne  la  solution  de  la  question  n"  l^SO.  Si,  dans  Téqua- 

tion  proposée,  on  remplace  }    par  i'' ,  il  vient 

2  M  eu"  -h  [M  —  N]  c'=—  4  C'/  \t]  =z  o. 

Si  l'on  met  à  la  j)larede  )  l'expression  v*^'"^^,  on  trouve 

M  -  N 


I\P       ^•-^" 


M4-N 


(  «^  ) 

Enfin,  dans  le  cas  (y),  prenons  la  fonction  6 comme  va- 
riable indépendante-,  nous  aurons,  en  désignant  par  A  et 
K  deux  quantités  quelcontjues  constantes, 

Ces  diverses  équations  pourront  êire  ramenées  à  des 
(|uadratures  lorsque  M,  JS,f[x)  satisferont  à  Tune  des 

conditions  (a),  [b],  (c),  [d]^  (e),  (/). 


PROPRIÉTÉ  DE  LV  TAXGEHE  A  L  ELLIPSE;  CONSTRICTION 
Dl'  POI^T  C0)1M11N  A  DEUX  NORMALES  l\FIMME\r 
Y0ISL\ES5  DIRECTRICE  RELATIVE  A  M  FOYER; 

Par  m.  L.    MALEYX. 


1.  Soient  F,  Fi  les  deux  foyers  d'une  ellipse  dont  le 
grand  axe  est  la  et  la  distance  des  foyers  2c;  décrivons 
le  cercle  directeur  du  point  F  coujme  centre  avec  le 
rayon  aa  [fig-  i)  ;  considérons  la  sécante  J\J  M,,  quenous 
allons  faire  tourner  autour  du  point  INI  jusqu'à  ce 
qu'elle  devienne  tangente;  traçons  les  rayons  vecteurs 
unissant  les  points  M  et  M,  aux  foyers,  et  prolongeons 
FM,  FMi  jusqu'à  ce  qu'ils  rencontrent  le  cercle  di- 
recteur en  N  et  jNi.  Joignons  actuellement  le  point  S,  où 
se  coupent  les  droites  MM,,  INiNi  prolongées,  au  foyer 
Fj,  et  menons  parle  point  Mj  la  droite  Mil  parallèle  à 
FN  et  limitée  en  I  à  la  droite  jNNj.  Le  triangle  FjNjNi  est 
isoscèle;  donc  il  en  est  de  même  de  MiIN,,  et,  par  suite. 
Mil  =  MiNj.  On  sait,  du  reste,  d'après  la  propriété  du 
cercle  directeur,  (jue  MN  =  MFj  et  Mj  PSj  =:  Mj Fj  ;  on  en 
déduit,  en  observant  que  les  deux  triangles  SMN,   SM,! 


86 


sont  semblables, 


SU, 


MN 


MN 


IM.I       M,I\, 


MF, 

mTf;' 


d'où  l'on  conclut  que  la  droite  Fj  S  est  la  bissectrice  de 
l'angle  extérieur  du  triangle  MMiF). 

Lorsque  la  droite  ÎMS  aura  tourné  autour  du  point  iM 
jusqu'à  devenir  tangente  à  l'ellipse,  au  même  instant 
la  droite  SN  sera  devenue  tangente  au  cercle  et  la  bis- 
sectrice Fj  S  sera  devenue  perpendiculaire  à  MF^ -,  les 
limites  des  deux  triangles  MNS,  JMFj  S  serontdonc  deux 
triangles  rectangles  ayant  l'hypoténuse  commune  et  le 
côté  MFi  =  MN  :  donc  ils  seront  égaux,  leurs  angles 
en  M  seront  égaux,  et  la  propriété  connue  est  établie. 

2.  Les  normales  à  l'ellipse  aux  points  M  et  M,  vont 
se  couper  en  un  point  O  dont  nous  allons  chercher  la 
limite  quand  le  point  ÎM,   se  rapproche  indéfiniment  du 

Fij.    I. 


point  M.  Les  deux  droites  NFj,  NjFi  {fig.  i)  sont  pa- 
rallèles à  ces  deux  normales  MO,  MiO;  le  qbadrilatère 
formé  par  les  deux  normales  et  les  deux  tangentes  en 
M  et  INIi  est  inscriplible  dans  un  cercle  dont  le  diamètre 
a  pour  limite  la  distance  du   point  M   au  point  cherché 


(  87) 
sur  la  ligne  MO;  désignons  ce  diamètre  variable  par  d. 
Si  nous  comparons  le  cercle  dont  nous  venons  de  parler 
à  celui  qui  est  circonscrit  au  triangle  FiNNj,  les  rayons 
de  ces  cercles  sont  proportionnels  aux  cordes  sous-tendant 
des  arcs  de  même  graduation,  comme  MMj,  NNj,  puisque 
NFjNi  =  MOMi",  donc,  désignant  par  Jj  le  diamètre  de 
ce  dernier  cercle,  on  a 


d 


D'ailleurs,  si  l'on  considère  la  transversale  FMjNi  au 
triangle  SMN,  elle  fournit  l'égalité 

SN,  X  NF  X  MM,  =  SM,  X  MF  X  NN, 


ou 


tl'où  l'on  déduit 


MM,  _  SW,       MF 


SM,  .     MF 
SiV,  ^     2rt 


Les  limites  des  deux  membres  de  celte  égalité  seront 

FijT.  2. 


égales*,  or,  sinous  supposons  que  le  quadtilalère  SiNMFj 
de  làjîg.  2  soit  la  limite  du  quadrilatère  SNMF,  de 
la  Jig.    I,  observant    du  reste  que  le  cercle  circonscrit 


au  triangle  FiNNj  a  pour  limite  le  cercle  passant  par 
Fi  et  tangent  au  cercle  directeur  en  N,  c'est-à-dire  le 
cercle  dont  le  centre  est  en  M  et  passant  par  le  pointFi, 
désignant  enfin  par  o)  la   limite  du  point  O,   on   aura 

Mw         S,  M       MF 


X 


2  MF,       S|i%        2« 

Si  nous  prolongeons  SjF),  perpendiculaire  à  MFi, 
jusqu'à  la  rencontre  avec  la  normale  en  M  au  point  L, 
le  triangle  MF, L  est  semblable  au  triangle  SjNiNl  -,  on 
en  déduit 

S,M_ML 

remplaçant  dans  l'égalité  précédente,  il  reste,  après  ré- 
duction, 

Mw_MF 

ML~~' 

Il  suffit  donc,  pour  obtenir  le  point  w,  de  prendre  sur 
MF  la  longueur  MG  =  a,  d'unir  le  point  G  au  point  L, 
et  de  mener  parle  point  F  une  parallèle  à  GL  jusqu'à 
sa  rencontre  en  o:)  avec  la  normale  en  M. 

3.  11  me  parait  intéressant  de  placer  ici  la  démonstra- 
tion d'une  proposition  que  j'ai  reconstituée  sur  mes 
souvenirs  des  examens  de  M.  Mannheim  (i863). 

Il  s'agit  de  démontrer  que  le  rapport  des  distances  d'un 
point  de  l'ellipse  à  un  foyer  et  à  une  droite  fixe,  appelée 

directrice,  est  constant  et  ée;al  à  -  • 

^         a 

Si,  dans  ^a  ftg.  2,  le  point  M  de  contact  se  déplace 
sur  l'ellipse,  le  point  S,  dé(!rira  Taxe  radical  du  point  Fj 
et  du  cercle  directeur.  Projetons  le  point  M  sur  celte 
droite    DD,  ;  le  quadrilatère  PQRSi,   dout  deux  angles 
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opposés  sont  droits,  est  inscrîptible,  et  l'on  en  déduit 

MQ  X  MP  =  MR  X  MS,  ; 

du  reste,  d'après  la  considéialioii  du  triangle  rectangle 
JMFiSi,  on  a  aussi 

MRXMS,  =MF^, 

d'où,  par  comparaison  avec  l'égalité  précédente, 

MF,  _  MQ 
¥p  ~MFi' 

.    ,  MQ     ,     ,  MQ     ,, 

mais  Je  rapport  -r-~rr^  f^al  au  rapport •>  1  est  aussi   au 

^^        MK,     ^  ^^        MlN 

FF  c        . 

rapport   — -^  =  -»    d'après   la    similitude  des    triangles 

MNQ,  NFF,  -,  doue  enfin 

MF,  _  c 
MP  ~"^' 

Inutile  d'ajouter  que  ces  démonstrations  s'appliquent 
sans  restriction  à  l'hyperbole. 


ÉCOLE  SPÉCIALE  iMlLlTAlRE  (CONCOURS  DE  1878). 


Composition  inathématiqiie  (3  Iieii/es). 

Première    question   {calcul  logarithmique) .  —  Cal- 
culer la  surface  S  donnée  par  la  formule 

S  =  27rR-(cosîp  —  sinip), 

dans  laquelle  R  =  79"%  SyS  et  o  =  23°  27' 2a". 

Nota.  —  La  valeur  de  S  représente  la  surface  de  la 
zone  tempérée,  à  l'éclielle  de  la  carte  de   France. 


(  9«  j 

Deuxième  question,  —  On  donne  les  trois  côtés  a,  b, 
c  d'un  triangle  et  l'on  suppose  a'^b'^  c.  Déterminer  la 
quantité  x  qu'il  faut  retrancher  de  chaque  côté  pour  que 
le  triangle  qui  aurait  pour  côtés  a  —  x^  b  —  x,  c  —  x 
soit  rectangle.  (Discussion  sommaire.) 

Troisième  question.  —  On  donne  un  triangle  équila- 
téral  ABC.  Mener  par  le  point  O,  milieu  de  BC,  une  sé- 
cante qui  rencontre  en  M  le  côté  AB  et  en  N  le  prolon- 
gement du  côlé  AC,et  qui  soit  telle  que  la  somme  des  aires 
des  triangles  0MB  et  ONC  soit  égale  à  l'aire  du  triangle 
ABC. 

Epure  (2  I  heures). 

On  donne  un  plan  PaP'  dont  les  traces  font  avec  la 
ligne  de  terre  XY  des  angles  P  aX  ^=  45°  et  P'a  X  =:  36" 
(le  pointa  étant  situé  à  droite  et  à  100  millimètres  du 
point  m  milieu  de  la  ligne  de  terre).  On  donne  en 
outre  un  point  S  situé  dans  le  plan  PaP',  à  4^  milli- 
mètres en  avant  du  plan  vertical  de  projection  et  à 
45  millimètres  au-dessus  du  plan  horizontal.  Ce  point  S 
est  le  sommet  d'un  tétraèdre  SABC  qui  s'appuie  par  sa 
base  ABC  sur  le  plan  horizontal  de  projection.  L'angle 
solide  S  est  trirectangle;  le  plan  de  la  face  SAB  du 
tétraèdre  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  la  face  SBC 
est  située  dans  le  plan  PaP'. 

Cela  posé,  on  demande  : 

1°  De  construire  les  projections  du  tétraèdre; 

2°  De  prendre  les  points  O  et  I  milieux  des  arêtes  op- 
posées AC  et  SB,  et  de  tirer  la  droite  01  ; 

3"  De  mener  par  cette  droite  01  un  plan  faisant  un 
angle  de  33  degrés  avec  l'arête  SB  5 

4^  De  construire  les  projections  de  la  section  faite  dans 
le  tétraèdre  par  ce  plan. 


CONCOIRS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE. 

1"   SESSION.    —    2    F.T    3    AOUT    1878. 


ÉPREUVES    ÉCUITES. 

I.   —   Géométrie  anatjtiqjie. 

On  donne  dans  un  plan  une  di"oite  LL',  un  point  F 
et  un  point  A  5  on  considère  toutes  les  coniques  pour  les- 
quelles le  point  F  est  un  foyer  et  la  droite  LL'  la  direc- 
trice correspondante.  Par  le  point  A  on  mène  des  tan- 
gentes à  toutes  ces  coniques,  et  Ton  demande  ; 

1°  Le  lieu  de  la  projection  du  point  A  sur  toutes  les 
cordes  de  contact  ; 

2°  Le  lieu  des  points  de  contact.  Ce  dernier  lieu  est 
une  conique  :  reconnaître  quel  est  son  genre  d'après  la 
position  du  point  A,  el,  pour  une  position  donnée  de  ce 
point,  clierclier  à  obtenir,  par  des  constructions  simples, 
un  nombre  de  points  et  de  tangentes  suflisant  pour  déter- 
miner la  conique. 

IL   —   Géométrie  (Jescripli\>e. 

Inlersection  de  surfaces.  Hémisphère  traversé  par 
un  tore.  —  L'hémisphère  est  tangent  au  plan  vertical  et 
repose  par  sa  base  sur  le  plan  horizontal  5  son  rayon  est 
égal  à  o™,  100,  et  son  centre  C,  C'  est  équidistant  des 
grands  côtés  du  cadre. 

L'axe  du  tore  Z,  71  est  vertical,  à  o™,!^©  du  plan  ver- 
tical, et  au  milieu  de  la  feuille 5  le  centre  du  cercle 
méridien  est  à  o™,o;7o  de  cet  axe  et  à  o™,o5i  du  plan 
liorizonial  de  projection:  le  rayon  de  ce  cercle  est  égal 
à  o"%o49. 


(  9^  ) 

On  demande  de  représenter  l'hémisphère  suppose  plein 
et  existant  seul,  en  supprimatit  la  portion  de  ce  corps 
comprise  dans  le  tore. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  em- 
ployées pour  déterminer  un  point  quelconque  de  l'in- 
tersection et  la  tangente  en  ce  point. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  au  petit  côté  du 
cadre,  à  o™,i5o  du  petit  côté  supérieur. 

Titre  extérieur  :  Intersection  de  surfaces. 

Titre  intérieur  :  Hémisphère  traversé  par  un  tore. 

III.   —    Trigonométrie. 

On  donne  deux  côtés  a  ei  b  d'un  triangle,  ainsi  que 
l'angle  compris  C,  savoir  : 

a  =  21  753"',  788, 
6  =  94  567", 891, 
C=i36''42'37",42. 

On  demande  de  calculer  : 
i"  Le  troisième  côté  c; 
2°   Les  angles  A  et  B5 
3"  La  surface  du  triangle. 

IV.    —  Physique  et   Chimie. 

\^  Un  manomètre  à  air  libre,  qui  se  compose  d'un 
tube  en  fer  KmnpÇA}  trois  fois  recourbé  et  d'un  tube 
en  verre  AB,  plus  large  que  le  tube  en  fer,  renferme  du 
mercure  jusqu'à  la  hauteur  du  plan  horizontal  AC;  la 
partie  innp  du  tube  en  fer  contient  de  l'eau. 

Le  rapport  des  sections  du  tuiie  en  verre  et  du  tube  en 
fer  est  égal  à  5. 

On  demande  de  calculer  de  (|uelle  quantité  le  mercure 
montera   dans   le    tube   en   verre   pour  une  pression  de 


(   93  ) 
3o"\8(J,  en  colonne  d'eau,  exercée  dans  la  branche  DC. 

Densi lé  du  mercure  :  i3,5. 

2°  Formules  relatives  à  la  préparation  de  l'acide  sul- 
furique  de  Nordhausen  et  de  l'acide  sulfurique  ordinaire. 

3°  Quel  est  le  volume  d'acide  sulfurique  (SO',HO) 
qu'on  peut  obtenir  avec  abo  kilogrammes  de  soufie? 

Equivalents  :  H  =  i,  O  =  8,  S  ^  i6. 

Densité  de  l'acide  sulfurique  :  i  ,84- 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  CENTRALE. 

2'   SESSION.  —  17  ET  l8  OCTOBRE  1S78. 


ÉPREUVES    ÉCRITES. 

I.  —   Géoinétrie  analytique. 

1°  On  donne, dans  un  plan,  une  droitePet  unpoinlF 
pris  en  dehors  et  à  une  distance  a  de  cette  droite:  écrire 
l'équation  générale  des  hyperboles  qui  ont  le  point  F 
pour  un  de  leurs  foyers  et  la  droite  P  pour  une  de  leurs 
asymptotes. 

2"  Du  centre  de  chacune  de  ces  hyperboles  on  mène 
à  la  droite  P  une  perpendiculaire  qu'on  prolonge  jus- 
qu'à son  intersection  M  avec  la  directrice  correspondant 
au  foyer  F  :  trouver  l'équation  de  la  courbe  lieu  des 
points  M  et  indiquer  la  position  de  celte  courbe. 

3°  Former  l'équation  du  lieu  des  projections  du  foyer  F 
sur  la  seconde  asymptote  de  chacune  des  hyperboles 
considérées. 

II.  —   Géométrie  descriptiv^e. 

Intersection  de  surfaces.  Solide  commun  à  deux  cônes 
circulaires.  —  On  donne,  sur  le  plan  horizontal  de  pro- 
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jection,  deux  cercles  C,  Cj,  dont  la  corde  commune  55, 
est  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  xy^  le  rayon  de  C 
est  égal  à  o^^côo;  celui  de  C  à  o'",o46.  La  distance  des 
centres  est  égale  à  o"",  o33,  et  la  ligne  des  centres  est 
à  o™,  o35  de  la  ligne  de  terre. 

Ces  cercles  servent  de  bases  à  deux  cônes  dont  les 
sommets  respectifs  se  projettent  aux  points  (^,/),  (^1,5',). 
On  prendra  j' à  o™,  100  au-dessus  delà  ligne  de  terre  et  v'^ 
à  o™,o5o. 

On  demande  :  1°  de  représenter  par  ses  projections  le 
solide  commun  aux  deux  cônes  donnés,  en  limitant  ces 
deux  cônes,  supposés  pleins  et  opaques,  d'une  part  aux 
sommets,  d'autre  part  au  plan  des  bases  ;  2°  de  représenter 
en  pointillé,  jusqu'aux  bords  du  cadre,  les  projections 
de  la  ligne  de  rencontre  des  nappes  inférieures  des  sur- 
faces coniques  supposées  alors  prolongées. 

On  indiquera  à  Teticre  rouge  les  constructions  em- 
ployées pour  déterminer  un  point  quelconque  de  l'in- 
lerseclion  cl  la  tangente  en  ce  point. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre. 

Titre  extérieur  :  Intersection  de  surfaces. 

Titre  intérieur  :  Solide  commun  à  deux  cônes  circu- 
laires. 

m.   —    Trigonoinétrie. 

Etant  donnés  les  trois  côtés  d'un  triangle 

m 

a  —  11491,32, 
b=  14364,  i5, 
c  =    86i8,4g, 

calculer  les  angles  et  la  surface  de  ce  triangle. 


9^   ) 


IV .   —  Physique  et   Chimie. 

1°  Un  lube  cylindrique  en  verre,  d'une  longueur  de 
i^jS^,  muni  de  deux  robinets,  est  disposé  verticalement. 

Le  robinet  inférieur  étant  fermé,  on  introduit  dans  ce 
tube  une  colonne  d'eau  de  o"*,  89,  et,  au-dessus,  une 
couche  d'huile  de  o™,  20  de  hauteur  ;  la  densité  de  l'huile 
est  égale  à  o^yo.  Le  reste  du  tube  est  plein  d'air  sous 
la  pression  atmosphérique  de  o™,^5o. 

On  ferme  le  robinet  supérieur  et  l'on  ouvre  partielle- 
ment le  robinet  inférieur,  de  façon  à  laisser  couler  l'eau 
goutte  à  goutte  jusqu'à  ce  que  l'équilibre  s'établisse. 

On  demande  de   quelle   hauteur  s'abaissera  le  niveau 
de  l'huile. 
Densité  du  mercure:  i3,6. 

2"  Préparation  et  propriétés  chimiques  de  l'ammo- 
niaque. 

Formules  relatives  à  l'action  du  chlore  et  du  carbone 
sur  le  gaz  ammoniac. 

On  calculera  la  densité  théorique  du  gaz  ammoniac. 

Densité  de  l'azote  :  0=:  0,972.  Densité  de  Ihydro- 
gène  :  ^^  =  0,0992. 


CORRESPONDANCE. 


Mon  cHEa  Bkisse, 

Vous  m'avez  donné  l'idée  de  chercher  une  démonstra- 
tion de  la  propriété  de  la  tangente  aux  sections  coniques 
en  la  considérant  comme  intersection  du  plan  de  la 
courbe  avec  le  plan  langent  au  cône  droit  sur  lequel  elle 
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se  trouve;  l'idée  a  fait  son  trajet,  et  je  vous  offre  le  résul- 
tat, heureux  s'il  peut  vous  être  agréable. 

Je  parle  sur  la  figure  connue,  au  moyen  de  laquelle 
Dandelin  a  établi  la  nature  des  sections  du  cône  droit. 
SoitMun  point  d'une  section  planed'un  cône  droit^  par 
ce  point  je  lui  mène  un  plan  tangent  qui  va  couper  Taxe 
focal  en  un  point  A;  AM  sera  la  tangente  à  la  section; 
le  plan  langent  tout  le  long  de  la  génératrice  du  cône 
passant  en  M  sera  aussi  tangent  en  C  à  la  sphère  in- 
scrite dans  le  cône  et  dont  la  surface  renferme  le  fover  F 
de  la  section,  et  en  Ci  à  la  deuxième  sphère  inscrite  au 
cône  et  passant  par  le  foyer  F^  ;  je  construis  la  généra- 
trice de  contact  CCi  et  les  droites  MF,  MF^. 

Les  deux  triangles  AMF,  AMC  sont  égaux  comme 
ayant  les  trois  côtés  égaux  :  AM  commun,  AF  =  AC 
comme  tangentes  à  une  sphère  issues  d'un  même 
point  A,  MF  z=  MC  pour  le  même  motif  5  donc  l'angle 
AMF  =  AMC. 

On  voit  de  même  l'égalité  des  triangles  AMFi=AMC,, 
d'où  l'on  déduit  l'égalité  des  angles  AMFj,  AMCj. 

Mais,  dans  le  cas  de  l'ellipse,  il  est  évident  que  les 
angles  AMC,  AMCi  sont  supplémentaires,  et,  dans  le  cas 
de  l'hyperbole,  qu'ils  sont  égaux 5  donc,  dans  le  cas  de 
l'ellipse,  les  rayons  MF,  MFi  font  avec  une  même  partie 
de  la  tangente  des  angles  supplémentaires,  et,  dans  le 
cas  de  l'hyperbole,  des  angles  égaux. 

Bien  à  vous, 

L.  Maleyx. 
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SOLIJTIOX  mm  QUESTION  DE  LICENCE  (1871 

(facllté  de  paris); 
Par  m.  a.  TOURRETTES. 


TJnpointnialériel  pesant  assujetti  àrester  sur  une  sphère 
de  rayon  a  est  attiré  proportionnellement  à  la  distance 
par  un  point  B  situé  sur  la  verticale  Oz  du  centre  de  la 
sphère,  à  une  distance  OB  zz^h  de  ce  centre.  On  donne 
la  valeur  y.  de  Vattraction  à  l'unité  de  distance,  Vin- 
tensité  g  de  la  pesanteur,  la  %nlesse  initiale  h  du  point 
mobile,  laquelle  est  supposée  horizontale,  et  enfin  la 
distance  h  de  ce  point  au  planhorizontal  xOy  qui  passe 
par  le  centre  de  la  sphère. 

On  demandée  ;  i°  les  limites  entre  lesquelles  variera, 
pendant  le  mouvement,  l'ordonnée  z  du  mobile  j  2°  de 
déterminer  complètement  ce  mouvement  dans  le  cas 
particulier  oit  Vattraction  du  point  B  sur  le  centre  de  la 
sphère  est  égale  et  contraire  à  la  pesanteur. 

Soient  m  la  masse  de  A,  i  celle  de  B,  N  la  pression  sur 
la  spîière,  les  équations  du  mouvement  seront 

dt^  ^  ma 

d'y N    y 

dt-  '  ma 


m  a 


Multipliant  la  première  par  r  et  la  deuxième  par  x, 
puis  retranchant  les  résultats,  on  trouve 

d'^  Y  d-.x 

dt-  dt- 

Ann.  de  Muthéin.,  a'  série,  l.  XVIII.  (Mnrs  1879.)  7 


b^'       Ja^ 


"Uv^-'l/ 
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QIESTIOKS  PROPOSÉES  AU  CONCOIRS  GÉNÉRAL  DE  1876 


MATHEMATIQUES  SPECIALES; 
Par  m.  a.  TOURRETTES. 


Etant  doniié  un  parallélépipède,  on  considère  trois 
arêtes  qui  n'ont  pas  d'extrémités  coniniiines  et  les  deux 
sommets  non  situés  sur  ces  trois  arêtes  : 

1°  Jrouver  V équation  du  lieu  d'une  courbe  plane  du 
second  degré,  passant  par  ces  deux  points  et  s^ ap- 
puyant sur  les  trois  arêtes  ; 

2"  Chercher  les  droites  réelles  situées  sur  la  surface  ; 

3°  Étudier  la  forme  des  sections  j'aites  dans  la  sur- 
face par  des  plans  parallèles  à  l'une  des  faces  du 
parallélépipède . 

Soient  AB,  CD,  EF  les  trois  droites;  achevons  le 
parallélépipède  et  prenons  pour  axes  de  coordonnées  trois 
lignes  Ox,  0}  ,  Oz  menées  par  le  centre  de  la  figure 
parallèlement  à  EF,  CD,  AB. 

D'après  cela,  les  équations  des  trois  arêtes  seront 


AB  CD  -.  EF  , 

/  J=  b,  (    z  =  f,  (  j=—b. 

Les  coordonnées  du  sommet  G  sont 

a,   —  b,    —  c, 
celles  du  sommet  H, 

—  a,    b,    c. 

Cela  posé,  la  droite  GH  a  pour  équations 

cy  -\-  b  z  -  :  o, 


(   io3  ) 
ei  l'équation  des  plans  passant  par  cette  droite  sera 

( I )  cj-  -\-  bz  -h'f^[cx  —  az  j  =  o. 

Cherchons  les  coordonnées  des  points  d'intersection  K, 
L,  M  de  ce  plan  avec  les  trois  arêtes. 
Pour  AB, 

.T  =  a,     y  :=  0,      z  zi^c  — ,      K. 

«A    0 

Pour  CD, 

«■  = — a,     y^ — Z»  H- 2«X,      z=.c,     L. 
Pour  EF, 

lh  —  a\ 

y=z—b,     z  =  ~  c,     M. 


Maintenant,  projetons  les  cinq  points  G,  H,  K,  L,  M 
sur  le  plan  xOj.  En  désignant  par  des  lettres  accentuées 
les  projections,  j'aurai 

Q'[x=:a,y=z-b],     H'(.r  =  -«,j  =  é), 

K'  ( .r  ==  a,  j-  =       b],     L' (  j-  =i^  —  a,  y  rz^  ^a't.  —  h), 

M//  t  ib  —  nV 


Si  l'on  cherche  l'équation  de  la  conique  passant  par 
les  cinq  points,  on  trouve  sans  peine 

(2)  [a:'—a']\'-h[j:  —  a)[y  —  b)l+y'  —  l>'; 

celte  équation  et  celle  du  plan  représentent  la  conique 
de  l'espace.  On  obtiendra  donc  le  lieu  demandé  en  éli- 
minant X  entre  les  deux  équations,  ce  qui  conduit  à 

i    ^"^^ — «'){c„r  +  iz^-'H-  (>•- —  b-)[az  —  c.r)' 

{        ~\-  [j:  —  ^)  [y  —  b]  [cy  -\-  bz]  [az  —  ex]  =  o. 

C'est  une  surface  du  quatrième  degré. 
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La  deuxième  limite  sera  z  = 


L'autre  racine  éiaiit  nécessairement  négative,  il  faut 
u.h  —  ^  -  o  • 

Je  vais  maintenant  examiner  le  cas  particulier  où  l'at- 
traction du  point  B  sur  le  centre  de  la  sphère  est  égale 
et  contraire  à  la  pesanteur. 

Dans  ce  cas,  (j.b  =  g  et,  par  suite. 


^^        .    ,     -r 

dt  ^ 


d'où 

dt 


k^li^  —  z' 


On  prend  le  signe  — ,  parce  que  z  commence  par  di- 
minuer quand  t  augmente  ;  il  faudraau  contraire  prendre 
le  signe  H-  quand  le  mobile  aura  atteint  la  deuxième 
limite. 

L'équation    ci-dessus     s'intègre     immédiatement    et 

donne 

a  z 

t  =  -arccos-5 

sans  constante. 

On  en  tire 

Ht 

(81  3  =  //  COS— • 

Maintenant,  l'équation  (4)  peut  s'écrire 


r^-^^^ksla^-h\ 


où  7-=  a' — z- \  par  suite, 


k  si  n-  —  h'  dt 

dy^ ; jr 

«•'  —  //•  CCS-  — 


(    ^o'    ) 
dont  l'intégrale  est 

.  /        a  ht 

\\l  a}  —  A* 

La  constante  est  nulle;  on  trouvera  le  détail  de  l'inté- 
gration dans  les  Exercices  de  Frenet,  n°*  348,  349. 

Si  Ton  veut  l'équation  de  la  projection  de  la  trajec- 
toire sur  le  plan  orOj,  il  faut  éliminer  t  entre  (9)  et 


h-  COS-  —  ; 


ce  qui  donne 


a\J  a-  —  /<' 


y'fl^  cos^ij)  +  («^  —  h-)  sin-ç» 
OU,  en  coordonnées  rectangulaires, 


C'est  une  ellipse  ayant  pour  axes  \^! a^  —  h^  et  a. 

Remarque .  —  Dans  le   cas  particulier  que  je  viens 
d'examiner,  la  deuxième  limite  de  z  est  —  h  5  par  suite, 

la  durée  delà  descentedu  mobile  est  — -•  Cela  posé,  pour 

représenter  le  mouvement  ascendant,  il  faut  se  servir  de 

a  dz  ,  a  .     z 

dt  =.  ^  —  —  •»      d  ou      r  =:  C    -f-  -  arcsin  —• 

f'   ^}e-  —  z^  ''  h 

Ou  pose  t  =z  —-  pour  z  =  —  A;  il  vient  pour  C" 

ri 

r"/  

par  suite, 

3  .      //U         n\  ht 


—  z=  arc  sin  l ^  -  j  1=  arccos 

h  \a         1 


Ainsi  la  formule  (8)    représente  tout  le  mouvement  : 
il  en  est  de  même  de  (9),  qui  en  csi  une  consé([\ience. 
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d'où 

dy  da: 

(•)  •^^-•^^  =  ^- 

C'est  une  première  équation,  celle  qu'on  obtiendrait 
en  appliquant  le  principe  des  aires.  En  multipliant  res- 
pectivement par  "i-dx,  2 J)%  idz  et  ajoutant,  il  vient, 
après  des  réductions  évidentes, 

dv"^ z=z  2.[i/.b  —  g] dz, 
d'où 

(2)  (''  =  C'-^i[i>.b  —g]z. 

Ces  deux  équations  avec  celle  de  la  sphère 

(  3  )  x'~  r^  —  -J  =  a' 

suffisent  pour  déterminer  le  mouvement. 

Il  faut  maintenant  trouver  la  valeur  des  constantes  en 
fonction  des  données  initiales. 

La  vitesse  A"  étant  horizontale  se  projette  surorOy  sui- 
vant une  perpendiculaire  à  la  projection  de  OA.  Soit  r 
cette  projection  et  ç  son  angle  avec  Ox;  on  aura 

dt 


Mais  à  l'origine  du  mouvement  /*  =  \j à^  —  li^  :  donc 


C=  -^V'a'  —  ''''• 
Pour  déterminer  C,  il  suffit  de  faire  v>-  =  A'  et  z  =  h, 

G  =  k-  —  2i,a6  —  g]h. 
Par  conséquent,  les  équations  (i)  et  (2)  deviennent 

(5)  v'  =  k-'-\-i'i,b--g][z—h. 
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) 

V 

équation 

(3) donne 

xclr  -f- 

ydr^ 

Zdz  : 

=  0 

ou 

(6) 

cl.r 

dr 

--  —  z 

dz 
'dt 

Ajoutant  (4)  et  (5)  après  les  avoir  élevées  au   carré, 
il  vient 

Remplaçant    x^ -+-j'     par    a-  —  2^,    '        par 

A*  -T-  2(w^  —  §){^  —  ^0  —  3^.-  ^'  vient  facilement 
,    ,     dz 


a 


dt 


\lyj.b  —  g)\--  —  /'  j  l  "'  —  ^'  y  —  ^'^  i  • 


Cette  équation  donnera  z  en  fonction  de  t\  mais  l'in- 
tégration n'est  pas  possible  généralement. 

Cherchons  les  limites  de  z.  Pour  cela,  il  faut  égaler 
le  radical  à  zéro.  Nous  apercevons  immédiatement  le 
facteur  z  — h:  ainsi  z  =  h  est  une  des  limites;  ce  qui 
était  facile  à  prévoir,  puisque,  quand  z  =  /î,  la  vitesse 
est  horizontale  et  par  suite  dz  =  o.  En  décrivant  par 
z  —  h  \e  polynôme  sous  le  radical,  il  vient 

(8)       Q.{y.b  —  g)z'-  —  Z-'z—  7.[i>.b  —  g)(i'--  XVi  -t-o. 

Si  l'on  substitue  —  a  et  —  oc  ,  on  trouve  —  Â^  [a^ — h^) 
et  -1-  ce  ;  donc  il  y  a  une  racine  négative  qu'il  faut  re- 
jeter. L'autre  racine  sera  donc  la  seconde  limite,  et, 
puisque  le  point  est  sur  la  sphère,  elle  sera  nécessaire- 
ment plus  petite  que  a  en  valeur  absolue. 

En  résolvant  (8),  on  trouve 


_  —  A'±s/  A*  —  ^{y.b  —  g)[A'/i  —  2[u.b  —  g)a^ 
aiab  —  s'' 


(  ïo4  ) 

Clicrclions  les  génératrices  reclilignes  situées  sur  la 
surface.  La  mélbode  générale  conduit  à  une  équation  du 
quatrième  degré  à  coefficients  compliqués.  Ces  coeffi- 
cients, égalés  à  zéro,  donnent  cinq  équations  pour  dé- 
terminer les  paramètres  des  génératrices 

X  zz:^  y.Z  -\- p  y       y=32-!-^. 

Il  y  aura  une  équation  de  condition  à  laquelle  les  va- 
leurs de  a,  (3,  ^,  q  devx'ont  satisfaire.  Ce  calcul  étant 
impraticable,  je  considère  l'équation  (3)  de  la  surface 
et  je  vois  que  la  diagonale  cy  -h  £z  =  o,  az  —  ex  ■=  o 
est  sur  la  surface,  ce  qui  est  évident.  Nous  devons  aussi 
trouver  les  trois  arêtes. 

En  efiet,  faisons  z  =  c,  il  vient 

(x'—  rt2)(xH-è)'  =  o, 
ce  qui  donne 

I    j:  =  rt,    \    a:  =  —  a^    ^    y  =  —  b^ 
(     Z=   C,     1     Z=:c,  l    Z  =:^  C. 

Nous  avons  la  droite  cherchée  CD,   la  droite    AG  et  la 
droite  DG  qui  est  double. 
Faisons  z  = —  c,  il  vient 

[y—  b^)  [x  -h  ay  ■=  o, 
ce  qui  donne 

JJ  =  *,         iJ  — — *>    (^  =  — «, 

j      Z  =  ~   c,     )       Z=—  c,     l     z    r-—  c, 

ou  bien  les  droites  HB,  EF,  HE  ;  la  dernière  est  double. 
Pour  x=^  a,  on  trouve 


(  »"5  ) 
d'où 

I  j  =  ^>  (  r  =  —  ^^,  \  z  =  c, 

ou  bien  les  droites  AB,  FG,  AG;  la  dernière  est  double. 
Pourj)  :=  h,  on  trouve 

[x^  —  a^)(3  -|-r)2  =  o; 
d'où 

{  j  =  f>,  j  j  =  *i      j  r  —  ^» 

(jr=«,    (.r=  —  fl,    (z=i  —  c, 

ou  bien  les  droites  AB,  CH,  HB  5  la  dernière  est  double. 
Pour  X  =  —  a,  on  trouve 

(j2_  h-]  {z-{-  c\'  —  7.{y  —  b){cf  +  bz)  (s  -h  c]  =  o 

ou  bien 

[X-  b){z  +  c)[[y^  b][z  +  c)  —  i[cy -^  bz]'\  =  o. 

On  obtient  ainsi 

(a:=:  —  «,    \j:  =  —  </, 

I    2  =  —  <:• ,     i    y  =z  b, 

OU  bien  les  droites  EH,  CH,  et  la  conique 

x  —  —n,      (j  +  6)  (?--f- c)  —  2(cj  +  èz)  =  o. 

Enfin,  pour  7  = —  b,  on  trouve 

[.V  —  a)  [z  —  c]  [ix  -\-  a)  (z—  c)  —  '2[az—  cx]]=:o, 

ce  qui  donne  les  droites 

(  j  ^-  b,  I  j-  =  --  6, 


(    «lo   ) 
Examinons  les  variations  de  AM  et  rie  M'C.  Quand 

M'C  =  o,  (/  =  -^  et  AM  .-=:^  -=,  la  section  est  un    tri- 

angle  equilateral  ayant  a^jj.  pour  cote  et pour  sur- 
face. Entre  d  =  —=  et  d  -\ — '-^■)  la  section  est  un  hexa- 

gone,  puisque  le  plan  sécant  rencontre  six  arêtes;   au 
delà  de  ces  limites,  la  section  est  un  triangle, 

La  surface  S  de  cette  section  est  égale  à  la  projection  P 

divisée  par  le  cosinus  (*)  du  plan  sécant  ou  — :=•  Or  cette 

projection  est,  en  général,  la  dillérence  entre  le  carré  or 
et  deux  triangles  rectangles  isoscèles  CM  -hC'M',  soit 

7. a  —  d  \  3 \        f  d  v3  —  a 


y/a         j       \        sji 


par  suite 


_  3 

■ —  -  [la  d^'d  —  Q.d' —  à^)  ; 


S,^hll{p.adsJ-i  ~  id^-  -  a^). 


Pour  d  =  — ^)  la  surface  de  l'hexagone  régulier  d'un 
cote —=  est — > — '.c'est  le  maximum  des   sections  va- 

V2         4 

riables. 


(*)  La  Trigonométrie  est  en  dehors  du  programme  de  la  classe  de 
Philosophie,  mais  on  voit  immédiatement  ici  comment  on  snppléerait 
an  cosinus  par  la  considération  des  figures  semblables. 


(  •"  ) 

RHÉTORIQUE  ; 

Par  m.  lez. 


Etant  donnée  une  sphère,  on  construit^  sur  un  grand 
cercle  de  cette  sphère,  comme  base,  un  cône  équivalent 
à  la  moitié  du  'volume  de  la  sphère,  et  Von  demande  : 

1°  De  trouver  le  rayon  du  petit  cercle  suivant  lequel 
la  surface  de  ce  cône  coupe  la.  surface  de  la  sphère ^ 

1°  D^évaluer  le  ^volume  de  la  portion  de  cône  com- 
prise entre  sa  base  et  le  plan  de  ce  petit  cercle. 

Le  cône  ayant  pour  base  un  cercle  de  rayon  R  aura 

une  hauteur  li  ^=^  lix  pour  que  son  volume  soit  -  (        -  |  • 

Or,  en  désignant  par  A  le  sommet  du  cône,  par  AB 
son  apothème,  par  N  le  point  de  rencontre  de  AB  avec 
la  sphère,  par  NM  le  rayon  du  petit  cercle  d'intersection, 
par  AC  la  tangenle  à  la  sphère,  on  a 


d'où 


xMaiî 


AC  =  V  OA  —  0C'=:  R  v'3, 
AB=  VÔÂ'+Ob'=R  v5,     NA.AB  — Ac'; 


AN  =  ^      et 

v/5 


BN  =  '?. 

\/5 

-=°r= 

3R 
~    5 

^,,       AO.BN       4R 

OM  =  =^  =  d     et 

BA  5 

Le  volume  du  tronc  de  cône  est  donc 

TT  4R/    ^      9R^    ,    3R^\  _47rR'   49 


V  = 


(^ 


3    5V  20     '      5    /  3      125 


(   -08  ) 
D'après  cela,  on  construit  facilement  la  courbe,  qui  a 
quatre  branches  infinies. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Barbarin  et  Brunot. 


MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

Par  m.  ¥,.  ROBAGLIA. 


On  donne  une  circonférence^  une  droite  fixe  LL'  qui 
rencontre  la  circonférence ,  et  deux  points  fixes  A  et  A' 
sur  la  circonférence  •  on  joint  un  point  quelconque  M 
delà  courbe  aux  deux  points  A  et  A',  les  droites  MA, 
M'A'  rencontrent  la  ligne  fixe  LL'  en  deux  points 
variables  ^  etV  :  démontrer  quil  existe  sur  la  droite 
LL'  deux  points  fxes  I  et  l' tels  que  le  produit  IP  X  l'P' 
demeure  constant  lorsque  le  point  M  se  meut  sur  la  cir- 
conférence; déterminer  la  position  des  deux  points  I 
etV. 

Menons,  parle  point  A,  jusqu'en  sa  lencontre  N' avec 
la  circonférence,  la  droite  AjN'  parallèle  a  la  droite  lixe 
LL';  menons  de  la  même  manière  la  droite  A'N  et  tirons 
les  droites  AN  et  A'N'  qui  coupent  la  droite  LL'  en  deux 
points  fixes  I  etl'. 

Les  points  I  et  1'  ainsi  déterminés  sont  les  deux  points 
clierchés. 

En  effet,  les  deux  triangles  AIP  et  A'I'P  sont  sem- 
blables, car  d'une  part 

API  =  MAIV  =  iMA'N'  =  rA'P', 
d'autie  part 

AIP  =  A'I'P'. 

(*)  Queslion  déjà  résohu'  t.  W.  p.  '^~!\. 


On  a  donc 
d'où 


(    '09  ) 
IP    _    AI 

IPxrP'  =  AIxA'I', 


quantité  constante. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  iM.  Cli.  Bruiiot. 

PHILOSOPHIE  ; 
Par  m.  lez. 


Dans  un  cube  dont  l' arête  est  a,  on  mène  une  dia- 
gonale AA',  puis  on  coupe  le  solide  par  un  plan  mené 
perpendiculairement  à  la  diagonale  et  à  une  distance  d 
du  sommet  A  : 

1°  On  demande  la  figure  de  la  section  qui  corres- 
pond aux  diverses  'valeurs  de  d., 

1^  On  demande  l'aire  de  la  section  et  les  limites 
entre  lesquelles  elle  varie  lorsque  le  plan  sécant  se  dé- 
place. 

Faisons  passer  un  plan  parles  diagonales  CA,  C'A'  de 
deux  faces  opposées  du  cube;  il  contiendra  la  diagonale 
A  A'  et  il  sera  coupé  par  le  plan  sécant  suivant  une  per- 
pendiculaire à  A  A'. 

Considérons  les  points  M,  M',  N  où  cette  perpendicu- 
laire rencontre  les  diagonales  A'C,  AC,  AA';  nous  au- 
rons, à  cause  des  triangles  semblables  AMN,  A'M'N   et 

AA'C, 

AM  :  AA'  :  :  AIN  :  AC, 

A'M':  AA'::A'N:  AC; 


d'( 

v 


AM  =  rfi/5,     A'M-^^'"-:"''^     et     M'C='^ 


(4) 


(  ï«^  ) 

ou  les  droites  GF,  EF  et  la  conique 


J 


b,      [x-\-a\ 


En  résumé,  on  trouve  que  les  arêtes  DE,  BF,  CA  op- 
posées à  celles  que  l'on  a  choisies  ne  sont  pas  sur  la  sur- 
face; en  tout,  on  obtient  donc  dix  droites  distinctes, 
mais  cela  ne  démontre  pas  qu'il  n'y  en  ait  pas  d'autres. 
Quoi  qu'il  en  soit,  si  l'on  savait  résoudre  les  équations 
eu  a,  (5,  /7,  «7,  on  tomberait  sur  une  équation  du  seizième 
degré  en  a.  On  aurait  donc  au  plus  seize  droites,  en  ad- 
mettant que  toutes  les  valeurs  trouvées  satisfissent  à 
l'équation  de  condition. 

Pour  étudier  les  sections  par  un  plan  parallèle  à  l'une 
des  faces  du  parallélépipède,  je  fais  z  =  h  dans  l'équa- 
tion,  h  étant  un  paramètre  variable.  En  développant  et 
ordonnant,  on  trouve 


c'.r-j-'^  -h  cb/i 

a.'' y-  4-  cra 

1  x7=-h  b-li^ 

.r- —  a^c'' 

4-  èc' 

—  cah   1          —  i'c^ 

-+-  a-h- 

-\-cb'li           —  a^ch 

+  ab/t' 

xy  —  a}bch 

y  -\-  cb'^ah 

.r  —  n-b'h' 

—  abc^ 

—  a'bh-' 

—  ab^h-" 

=  o. 


Ordonnant  par  rapport  àj,  il  vient 

i  [[c''x^-h  ac[c  —  h)x  —  a^[c- —  h' -^  ch)'\y'^ 
[S]   j        -^[bc[li-[-c]x-  +  ab[h-'  —  c-')x—aHh[c  +  h]]y 

\        H-  b"'{/r—  c--i-c/i)x'-\-  ab-h[c  —  h)x  —  a''b^/i^=o. 

La  courbe  représentée  par  (5)  aura  des  points  à  l'in- 
fini si  les  racines  de 

c^x^  -^  ac[c  ~  h)x  —  a^[c^  —  W  ^  ch)  r=  o 
sont  réelles  \  on  aura  deux  asymptotes  parallèles  à  Taxe 


(    107  ) 
des  j'.  La  condition  de  réalité  exige  que 

3  /i-  —  2  ch  —  5  c'  <;^  G, 

,      .  .  5 

ou  que  h  soit  compris  entre  tc  c  et  — c. 

De  même,  en  ordonnant  par  rapport  à  jr,  on   trouve 
que  le  coefficient  de  x^-  est 

C^jr^  H-  ci  (  c  -r-  //  )  J"  -i-  è'  (  /i^  —  €"^-^€11    ; 

ce  coefficient,  égalé  à  zéro,  aura  des  racines  réelles,  si 
3//'+2f/^  — 5c'<o, 

.      .  ,      .  5 

ce  qui  exige  que  li  soit  entre  —  -  c  et  c. 

En  rangeant  ces  valeurs  limites  par  ordre  de  grandeur, 
on  a 

5  5 

-3''  -'■'  "'  V- 

Lasecû„„aura<Ieuxasya,pto.es,si/,este„,re_fc 

et  —  c,  ou  entre  cet-  c;   elle  en    aura  quatre  s'il  est 

entre  —  c  et  4-  c.  En  dehors  de  ces  limites,  il  n'y  aura 
pas  d'asymptotes,   et,  par  suite,  pas  de  points  à  l'infini  % 
la  section  sera  une   courbe  fermée.  D'ailleurs,  il  n'y  a 
pas  d'asymptotes  non  parallèles  aux  axes. 
Si  l'on  fait  //  =  o,  on  trouve 

[^x'- -\-  a. T.  —  fl- ]  j --i-  (  bx^  —  abx") y  —  b'^.x^  =  o. 

On  peut  construire  entièrement  la  courbe  représentée 
par  cette  équation.  On  a  quatre  asymptotes,  deux  paral- 
lèles àOj  etdeux  kOx.  L'origine  est  un  point  isolé.  Il  n'y 

a  pas  de  points  de  la  courbe  entre  x  ^=-  a  v^l  x  =^ —  a. 


(     "2     ) 

SECONDE; 
Par  m.  lez. 


i"  Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  les  lon- 
gueurs des  deux  côtés  AB  et  AC  et  celle  de  la  bissec- 
trice AD  de  l'angle  A. 

Représentons  les  côtés  AC,  AB  par  h  et  c,  la  bissec- 
trice par  p  et  les  segments  additifs  BD  et  DC  par  x,  y  \ 
nous  pourrons  écrire 

.r         c 

xy  =  cb  —  p^  =zri^     et     —  =  — . 
j        b 

Nous  avons  donc  à  chercher  un  lectangle  équivalent 
à  un  carré  fj'^  et  dont  les  côtés  soient  proportionnels  à  c 
el  h  b '^  c'est  une  construction  très-simple  qui  fera  con- 
naître le  ti^oisième  côté  BC.  Inutile  de  la  reproduire,  elle 
se  trouve  dans  tous  les  Traités  élémentaires. 

N'oie.  —  Autre  solution  par  M.  Droz. 

9°  On  mène  les  diagonales  d'un  tjiangle  ABCD,  les- 
quelles se  coupent  en  un  point  O.  Etant  données  les 
aires  p^  et  q-  des  deux  triangles  AOB.  COD,  trouver 
V expression  de  V aire  des  deux  autres  trianglfs  AOC. 
BOD  et  celle  de  l'aire  du  trapèze  T. 

Représentons  les  bases  AB,  DC  du  trapèze  par  a  et  b. 
les  hauteurs  des  triangles  AOB,  DOC  par  h'  et  A,  nous 
aurons 


et 


triangle  BOD  : 

=  S: 

=^DBC- 

-  DOC  --= 

1 

triangle  AOC 

=  S' 

—  ACB  - 

-   AOB=: 

oh 

1 

(  "•"  ) 

De  Miùiiii-' 

A0B  =  />2-^ —      et     DOC:=o'^  — ; 

2  2 

par  suite 

2  S        ,,       2»-  S         b 

—  =  //  = ou       -  =  -  ' 

b  a  fj^         a 

2S'  27-  S'  (7 

«  6  (f-         b 

Mais    ces   triangles  BOD   et  AOC    sont   équivalents  5 
donc 

9.S  —  bh'  —  a/i     et     ?  =  — • 

De  plus 

p-        ah'        a-  p        a 

(j-        bh         b^  (76 

alors 

S  =  ' pq     et     Tr^i/^+ry'. 

Note.  —  Autrp  solution  par  M.  Robaglia. 


TROISIEME; 

Par  m.  lez. 

Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  la  base  AB, 
donnée  de  position,  l angle  au  sommet  C  et  un  point  P 
pris  sur  la  bissectrice  de  V angle  formé  en  C  par  le 
côté  AC  et  le  prolongement  du  côté  BC. 

Sur  le  coté  AB  décrivons  un  segment  capable  de 
l'angle  C,  joignons  le  point  P  au  milieu  M  de  l'arc  AB. 
Les  bissectrices  intérieure  et  extérieure  de  l'angle  C  se 
coupant  à  angle  droit,  il  suffit  de  décrire  un  cercle  sur 
PM  comme  diamètre,  il  rencontrera  le  segment  au  som- 
met cherché  C. 

Ann.de  Mathéinnt.,  .>y  %ii\'\e,t.W\\\.  (Mars  1879.)  8 


(  i'4  : 

ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE  SPÉCIAI.; 

V\K  M.  KOHVOI.IA. 

Étant  donnés  deux  rectangles  égaux  superposés 
ABCD,  A'B'C'D'; 

1°  Déterminer  géoniêiriquenient  un  point  O  t(d,  que 
si,  laissant  fixe  le  rectangle  ABCD,  on  fait  tourner 
autour  de  ce  point  le  rectangle  i\'B'  CD'  jiis(fuà  ce  que 
le  grand  côté  A'B',  qui  coïncidait  priniitii'enicfit  avec 
AB,  vienne  se  placer  perpendiculaii entent  à  AB,  le 
nnlieu  de  A'B'  se  trouve  au  point  de  concours  des  dia- 
gonales du  rectangle  ABCD. 

2°  Calculer,  en  supposant  les  longueurs  des  côtés  AB 
et  AD  égales  à  ia  et  ti  ah,  les  distances  du  point  O  aux 
deux  côtés  AB  et  AD. 

i"  Joignons  respectivenienl  les  poiiils  A'  et  B',  ex- 
trémités de  la  droite  A' 13' dans  sa  seconde  position,  aux 
points  A  et  B.  Sur  les  droites  A  A'  et  BB',  en  leurs  mi- 
lieux, élevons  des  perpendiculaires  :  le  point  O  où  ces 
deux  perpendiculaires  se  coupent  est  le  point  rherché. 

Remarquons,  en  ellet,  que  AB  égale  A'B';  AO  égale 
A'O  comme  obliques  s  écartant  également  du  pied  de  la 
perpendiculaire  et  de  même  OB  égale  OIV;  que  par  suite 
les  angles  AOB  et  A'OB'  sont  égaux.  En  relrancliani  de 
ces  deux  angles  la  partie  commune  A'OB,  on  en  conclut 
tjue  les  angles  AOA'  et  BOB' sont  égaux. 

Si  maintenant  nous  faisons  tourner  le  rectangle 
A'B'C'D'  amour  du  point  O.  de  Fangle  BOl','.  le  ravon 
OB  viendra  sur  OB' cl  le  [)oinl  B  au  point  B':  de  même  le 
rayon  OA,  tournant  de  langli;  AOA' =  BOB',  vicmlra 
sur  OA'  et   le  point  A   au  point    A'.  Ainsi,  le  reciani;le 


(  t'5  ) 

A' IV  (y  I)  ,  après  avoir  tourné  aiilour  du  point  O,  déter- 
miné conim(Mious  l'avons  dit,  de  l'angle  BOB',  prendra 
la  position  marquée  dans  l'énoncé  du  problème. 

2"  Soient  OE  et  OE'les  perpendiculaires  abaissées  du 
point  O  sur  AB  et  AD,  H  le  point  où  la  perpendiculaire 
OF/  rencontre  A'B',  Met  N  les  milieux  des  droites  AB 
etA'B'. 

De  l'égalité  des  deux  triangles  BOA  et  B'O'A',  on  con- 
clut que 

OE  =  OIÏ,     OE'-^fl-OK,     OM  =  ON. 

Le  triangle  MOjN  étant  isoscèle  et  OH  étant  égal  à  OE, 

on  en  conclut  que 

b             ,               b 
OE  = -,      OE'  — « 

Les  distances  du  point  O  aux  deux  autres  côtés  du 
rectangle  ABCD  sont 

3/;  h 

et      a  -\ 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  MÉCVMQIE  ÉLÉMENTAIRE 

PROPOSÉE    AU     CORCOCUS    d' AG  lî  ÉG  ATlOiN     EW      «Sjd; 

Par    m.    m  or  et- blanc. 

On  donne  une  circonférence  O  située  dans  un  plan 
vertical,  et,  sur  la  verticale  du  centre  O,  au-dessus  de 
ce  point  et  en  dehors  du  cercle,  on  prend  un  point  C 
que  Von  considère  comme  une  poulie  infiniment  pe- 
tite. 

Sur  une  poulie  passe  un  fil  ACB;  à  rextréndté  B  est 
suspendu  un  poids  Q,  à  Fautie  exIi éniité  A  est  fixé  un 

.8 
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anneau  qui  sanjyorle  un  poids  P  ei  qui  e'^t  assujetti  à 
glisser  sans  frotlenient  le  long  de  la  circonférence  O. 

Dèlerniiner  les  positions  d\h]uilil)]e  du  système  et 
indiquer  pour  chacune  d'elles  si  T équilibre  est  stable 
ou  instable.  [On  néglige  le  poids  du  fil  et  celui  de  l'an- 
neau, ainsi  que  les  dimensions  de  la  poulie  et  celles  de 
Vanneau.  ) 

Posons 

OA  --  r,     OC  =:  //,      AOC  =  a,     ACO  =  S. 

Les  composantes  taiigenlielles  du  poids  P  et  de  la  ten- 
sion Q  du  fil  AC  sont  P  sina  et  Q  sin  (a  +  j3),  quel  que 
soit  Tangle  a.  La  condition  d'équilibre  est  donc 

(i)  Psina  =  Q  sin(a  +  j3). 

Le  iriangleOAC  donne 

sin^         sin  (a  +  p  ^ 

ou 

(  2  ]  /i  sin  p  ==  /•  sin  (  a  H-  p  ) . 

En  di\isanl  ces  deux  équations  membre  à  membre,  il 
vient 

Psina        Q  ,,  Vr    . 

-, — : —  —  —  •>      (1  OU      sm  [j  ^  —7  sma. 
Asinfi         r  '         Q/i 

D'autre  [)art.  l'cViualion  (2)  donne 

/sina  .  rsina 

tangpr^r- ,      clou      sinp^=: 


f'^  ces  a  yj/i-i  ^_  ,2  _  y,r/i  cos'a 

En  égalant  ces  deux  valeurs  de  sitij':,  on  a 
(  3  )  r  sina  \^P  y//-  A-  r-  —  7,r/t  cosa  —  Q/z  ;  =  o. 

La    solution   sina  =  o,  d  où  c.  ^=  o    et   a  =  7:,   donne 


(    »i7  ) 
foiîiiue  positions  d'équilibre  les  deux  exlicniilés  l)  et  D' 
dn  diamètre  verlical. 

En  égalant  à  zéro  le  facUur  enire  parenthèses,  on  a 

ros  a  =  — ^ ; 5 

2  P'  r/i 

ce  qui  donne  une  iroisiènie  posilion  d'équilibre  pourvu 
que  le  second  membre  soit  compris  entre  -f-  i  et  —  i ,  ou 
que  l'on  ait 


A  +  r 


L'angle  a  sera  d'ailleurs  aigu  ou  obtus  suivant  que  P  sera 

plus  grand  ou  plus  petit  que  • 

s//i'  -f-  /■'' 

Au  point  D,  a  =  o,  l'équilibre  sera  stable  ou  instable 

suivant  qu'on  aura,  pour  de  très-petites  valeurs  de  a, 

Qsin  (a  +  p)  —  P  sina<^  o, 

ou,  eu  ne  négligeant  (jue  des  quantités  infiniment  petites 
par  rapport  à  celles  que  l'on  conserve, 

Vr 

Q  ;  a  -h  fl     —  P  a  ^  o,      Q  fi  =  —  a. 

La  condition  de  stabilité  de  l'équilibre  est  donc 

Au  point  D',  a  =  tt,  l'équilibre  sera  stable  ou  instable 
suivant  (jue,  pour  de  très-petites  valeurs  de  a'  =  Ti  —  a, 
ot)  aura 

P  sin  y.  —  Q  sin  (  a  -h  P)  <  « 
ou 

Pa'   —  0(a'  —  BP^O,       Sr=î^a'. 

Il 


(   ii8  ] 
La  cfjmlilloii  de  stabilité  est  donc 

/i  ^  r  Q  h 

P- ; Q>0        OU        P>7-^—  • 

Il  II  -t-  r 

CI           I-»                         •                     Q  /'              Q  '^        1  w       . ,  •  1 
Di  donc  y  est  compris  entre   ,  et 5  1  équilibre 

^  //  —  r       h  ^  r  '■ 

sera  stable  aux  points  D  et  D',  et  il  y  aura  entre  ces  deux 
points  une  troisième  position  d'équilibre,  nécessairement 
instable.  Eu  effet,  si  l'on  écarte  l'anneau  de  l'un  des 
points  D,D',  il  tend  à  y  revenir  jusqu'cà  ce  que  l'on  atteigne 
la  position  d'équilibre  intermédiaire  :  donc,  dans  cette 
position,  l'équilibre  est  instable. 

Si  l'on  a  P^T •>  l'éciuilibreestinstableen  Delstable 

/;  - —  r  ' 

en  [)'. 

Si  P  <  , 1  l'équilibre  est  stable  en  D,  instable  en  D'. 

h  -\-  r         ' 

Dans  ces  deux  cas,  il  n'y  a  pas  d'autre  position  d'équi- 
libre. 

Lorsque  P  tenil  vers  lune  des  limites -,    , •>  la 

'  Il  —  r     II  -\-  r 

position  d'équilibre  A  tend  vers  la  limiteDou  D',  où  l'é- 

([uiiibre  devient  alors  instable. 

yote.  —  La  même  i|ueslii)ii  a  i'X(:  résolu  ■  ])ai-   MM.  Gamliey  cl  'J'our- 
reUCb. 


SOLUTION  HE  LA  OUKSilON  DE  LICENCE  PllOPOSÉE 
Al]  CONCOURS  DAfillÉGATION  M  1876; 

Par  m.   a.  TOUURETTES. 


Ifn   point    mnlériel  !M   se  ineul  sur  un   cercle   Iiori- 
•ontnl  qui  tourne   tV un    mom'enic/if    uniforme  autour 


(   '»9  ) 
(l'un  are  vertical  passant  par  un  point  O  rie  la  circoii- 
J ère  II  ce  : 

1°  Etudier  le  niouvenienl  relatif  du  mobile  M  sur  le 
cercle  ,• 

2"  Déduire  de  là  les  lois  du  mouvement  absolu  du 
mobile  dans  le  plan  fixe ^ 

3"  Examiner  en  particulier  le  cas  oii  la  vitesse  du 
mobile  sur  le  cercle  de\'ienL  nulle,  quand,  le  mobile 
arrive  au  point  O  ;  daris  ce  dernier  cas,  calculer  et  dis- 
cuter la  valeur  de  la  pression  exercée  par  le  mobile  sur 
le  cercle. 

On  fait  abstraction  de  la  pesanteur  et  du  frottement. 

Soient  rt  le  rayon  du  cercle  (*),  Oj:*  la  position  ini- 
tiale du  diamètre  OCA,  w  la  vitesse  angulaire  de  rotation, 
B  l'angle  du  rayon  CM  à  l'époque  f,  alors  wZ  sera  l'angle 
du  diamètre  OA  avec  O.r. 

1°  Cela  posé,  le  mouvement  du  point  M  est  unique- 
ment dû  aux  forces  qui  naissent  de  la  rotation  w.  Cei 
forces  sont  au  nombre  de  deux  :  la  force  d'entraînement 

prise  en  sens  contraire,  qui  nest  autre  que  la  force  cen- 

û 
trifugeco^.OM  ou   aaoj-cos-;  la  force  centrifuge  com- 
posée, qui  a  pour  expression  2wr,.,  et  dont  la  direction 
est  MO. 

La  première  force,  piojeiée  sur  la  tangente  au  point 
M,  donne 

0    .     ô 
art  &)-' cos  —  sni  -      ou      c/w'sinû; 
2         2 

quant  à  la   seconde,  elle  n'intervient  pas  dans  le  mou- 
vement. 


(*)  I,c  lecteur  est  jiiié  de  l'aire  la  fi^juie. 


(     l.O     ) 

L  éfjualion  du  mouvcnuml  lelalil  sera  dune 

1  —  =  —  cj-  sin  9 . 
^   '  dt^ 

en  remarquant  que  la  force  tangentielle  tend  à  diminuer 
l'angle  0. 

Cette  équation  n'est  autre  que  celle  du  pendule  simple, 

où    l'on   remplacerait  y  par  o)-.    Je   multiplie  les  deux 

membre  de  (i)  par  2r/9,  et  j'ai  par  une  première  inté- 
gration 

2  .  =r  c  -f-  2  Ci-  COS  9, 

d'où 


dt  = 


\/c  -+~  2w'cos9 

On  aura  donc  9  en  fonction  de  t  par  une  quadrature,  qui 
ne  peut  s'ellectuer  en  quantités  finies  généralement. 

2"  Il  est  facile,  quand  0  est  connu,  d'avoir  la  position 
du  mobile  dans  le  mouvement  absolu.  Soient  /'la  valeur 
de  OM,  et  ç  son  angle  avec  Ox,  on  aura  immédiatement 

9 


111=  (lit < 


2«  COS  — ■ 
2 


3"  Passons  au  cas  particulier  où  la  vitesse  du  mobile, 
sur  le  cercle,  devient  nulle  quand  le  mobile  arrive  au 
point  O. 

Dans  ce  cas,  l'équation  (2)  donne 

c  =  2w', 

d9^  ,  ..         ,  9 


:|  w  cns- 


dt'  '  '         "'  2 

dO  9 

—  r—  2  w  COS  —  ■ 

dt  :>. 


(  '^^  ) 

Ou  pcul  et  rire  siucessiveineiil 


0      G 

fos  —  a  — 

2        2 

2 

0 

2 

I 

—  sin^  - 

2 

par  suite, 


I  +  sin  - 
w?  -1-  t'  =  -  loirnep 

2       ^        '  .0 

I  —  sin  — 

2 


Si  l'on  suppose  qu'à  l'origine  du  mouveitienl  le  point  M 
est  à  l'exirémité  du  diamètre  OA,  il  faut  fjue  c'=  o.  Donc 


I  +  sin 

I  —  sin 

& 

2w/  =  lognép 
Cette  équation  donne  ie  mouvement  relatif:  on  en  lire 


par  suite. 


cos  — 

2 


/■  =  2  «  cos  —  =   


W'f  • 


2         e  '  H-  £?" 
2 


e'"  H-  6'- 


Ce  sont  les  équations  de  la  trajectoire  dans  le  mouve- 
ment absolu.  En  prenant  les  dérivées  de  /■  et  de  ç  par 
rapport  à  /,  on  trouve  que  /•  diminue  et  que  o  augmente 
avec  f  ;  on  en  conclut  que  la  trajectoire  absolue  est  une 
spirale  qui  s'enroule  autour  du  point  O. 

Les  résultats  que  je  viens  d'obtenir  me  permettront 
de  calculer  aisément  la  pression,  qui  n'est  autre  ([ue  la 
résultante  de  la  composante  normale  des  forces  centri- 
fuges et  de  la  forte  cnitiifuge  composée. 


(  ^■^^■'-  ) 

La  r()in[»(),sanle  normale  de  la  force  ceiiliifiige  piove- 
liant  de  la  lotalioii  esi  2rtr»- cos' -•,  il  y  a,   en   oiilre,   la 

force  centrifuge  provenant  du  inouvemenl  relatif  de  M: 

fl^'         ,       .        .,0 
=   hCL'ù'  eos"  -■ 

de      ^  1 


a  —  =  Aa'ù'  eos"  -•  JJonc,  en  somme,  i  ai  pour  les  lorces 


(•enli'itiiares  o«o)-cos"  -• 

Il  faut  enfin  tcnii-  coiujjle  de  la  force  centriluge  cotii- 
posée    2  0)^^  =    •>.')) .w'j) a  co?<  -   =  ^(>y a  cos>  -i    dont  Ja 

2  2 

direction  est  de  M  vers  C. 
Par  conséquent,  la  pression 

9            .                      9                     .            ^    (-y          ^  \ 

R  =  o  ^/  w-  ros' Â(i  w^  (OS  -  =^  2  «  w^  eos  -     o  eos 2    • 

2  2  2    \  2  / 

Pour  6  =:=  o,  R  =  2rtw'-,  c'est  la  force  centrifuge  due  à 
la  rotation  '») ;  prenons  la  dérivée  de  R, 

dK  .     G   /  .        9\ 

—  ir=  2rt&j-  sm  —     2  —  j  ces  -    ; 

'^^  111 

nous  voyons  que,  pour  0  =  o,  -— ■  =  o,  et  que  la  valeur  de 

R=2aoj-est  un  maximum;  0  augmentant,  R  diminue 

cl  s'annule  pour 

Q        2  i 

ces  —  =  —      ou      eos  9  =  —  -'•, 

puis  R  devient  négatif  et  s  annule  de  nouveau  pour 
9=~.  Ouand  cos(3=:=  —  tt?  R  est  un  minimum;  il  est 
maximum  pour  0  =  r. 

Aotf.  —  I.a  iiunif  ijiicslioii  a  éto  iésojui'  par  MM.  (lanibi'y  et  Kscary. 


(  '^-^  ) 

QIESTIONS  DE  LICEXCE  (1877 

(FACLLTii    DE    PAnis); 

Par  m.    II.   COURBK. 


1.    Trouver  les  trajectoires  ortliogonales  des  courbes 
représentées  en  coordonnées  polaires  par  L'équation 
,  tantôt.) 

dans  laquelle  c  est  un  paramètre  variable. 
Eli  employant  les  coordonnées  rcclangnlaiies 

r 

^::=pcosw,       jr  =  psin(.),      —  =  tangw, 

on  mel  l'équalion   (i)  .sous  la  forme 

\i)  x^  -^  y  — a-  loe;  —  =  o, 

^  ex 

ou 

/;ar,j  I  =  o. 

Cette  équation  fournit  la  relation 

f'y~  X   2j=  — a'' 
qui,  portée  clans  l'équation  de  condition 

A  <h' 

donne 

,  _  ,  Y   O.x'^  -V-  a?  dy 

r-      3  1  I  —  ^ ^  =  G  ; 

■r   2  >  ■'  —  «•'   (Ix 

le  paramétrée  a  disparu  par  la  difïérentiation,  de  sorte 
que  l'équation  (3)  est  rétjuation  dillérenliclle  des  tra- 
jectoires demandées. 


(  ^'-^  ) 

Pour  linlégrer,  ou  sépare  les  variables  el  l'on  oblient 
l'équation 

.Tfir  ydy 


2 


donl  l'intégrale  est 

2  x'  -i-  a'  =1  b"^  ^  iy'-  —  rt-  ) , 
ou 

(4)  2,r^— 2  è-7'' -i-rt'(  I  H- i^  i  =  o, 

V  désignant  une  constante  arbitraire,  f[ui  a  dû  être  prise 

positive. 

L'équation  (4)  représente  les  trajectoires  orthogonales 

.des  courbes  (i)  \  ce  sont  des  byperboles  ayant  leur  centre 

à  l'origine,  leurs  foyers  sur  l'axe  des  j^  à   une  dislance 

^^  «(  I  +  4^)    ,      1,     .   .  1         1 

±  — = — -  de    1  orfgine,  et  dont  les  asymptotes  sont 

b  y/2 

représentées  par  l'équation  double 
y  =  ±  b.r.. 

2.   Unngle  a  étant  supposé  compris  entre  o  el  -•>  soit 

I  p-r=a'log ^— 

l'équation  d\ine  courbe  en  coordonnées  polaires;  on 
demande  si  V aire  du  secteur  limité  par  cette  courbe  et 
par  les   trayons  vecteurs    correspondant   à    bi  =^  y.    et 

0)  =  -  a   une  valeur  finie  ou  infinie. 

Le  rayon  vecteur  jo  s'annulant    pour  w  =  a   et  deve- 
nant infini  pour  w  =  -5  le  secteur  dont  on  veut  étudier 
2 

l'aire  est  iUin)ilé  et  compris  entre  la  courbe  passant  à 


(     »25     ) 

l'origine  et  taiigciiîc  à  la  droite  ([ui  fait  ud  angle  y.  avec 
l'axe  polaire,   et  une  perpemlienlaire    n)enée  à  cet    axe 
par  l'origine,  e'  qui  est  une  asymptote  de  la  courbe. 
Il   sajril  de  savoir  si 


\\: 


tan^w 
loir  — ^ —  (t{,^ 
^  tan"  a 


a  une  valeur  finie  ou  infinie 
Pour  cela,  comme 


r~, ,     tangw  ,         r  -,  ,  ,         r  i  , 

/  ^tan<îa  I  -        "^  /  e        5  ' 

il  suffit  de  chercher  si 


f 


loi!tan"&jc/w 


a  une  valeur  finie  ou  infinie. 
Je  remarque  que 

^loglangoir/ci  =z    j       Ingtangoac/w  —     /       log  tangw  r/r.) . 
y.  t/  (  )  1.0 

Or,  y.  étant  inférieur  à   --,    aucun   des    éléments    de 

2 

JlogtangWfZoj  ne  devient  infini-,  celte  intégrale  a  une 
0 
valeur  finie,  et  il  reste  à  considérer 


!ogtangwr/M. 
Mais 


£ 


l       logt.in g '.)(-/&)  rrr    /    ^  lf)gsinf.)r/o)  —     1     ^  If)grns'or/w, 


(     126 

et,  (omijje  nu  a  évidemment 


71  TT 

Xlog  sin  &j  r/w  r-     I    "  logcosoj</&), 

l'inlégi-ale    /    "  loglanj^w^/oi  est   nulle;  par  eonséqiieiil, 
1  intégrale  pi-oposée  a  une  valeur  finie  (jui  est 

-      /  log c/f.) 

= II- —  aj  logtangx-f-    /       logtangw^/w     • 


THÉORIE  ÉLÉMENTAIRE  DES  FONCTIONS  EIIIPTIQIES; 

Par  m.    h.   LAURENT. 

[suite  (*).] 

PREMIÈRES    APPLlCATiOAS    GÉOMÉTRIQI  ES.    FORMULES 

l'O^DAMEINTALES. 

Dans  les  appliealions  du  Calcul  intégral,  les  fonclicnis 
tiigonométriijut's  se  présentent  sous  leurs  formes  in- 
verses (juand  on  ne  les  introduit  pas  directement  dans  le 
calcul  sous  leur  forme  normale.  Il  faudra  donc  nous  at- 
tendre à  rencontrer  par  analogie  les  intégrales  ellip- 
tiques avant  les  fonctions  directes  :  aussi  allons-nous  re- 
venir un  instant  sur  ces  fonctions  inverses. 


(')  Noinelles  Annales,  a' série,  t.  XVII,  p.  nS;.  Le  lecteur  est  prié  de 
supprimer,  dans  ce  dernier  article,  le  théorème  de  Poncelet,  qu'une 
erreur  de  mise  en  jiajjes  y  a  fait  intercal(>r  et  qtt'on  letronve  ]ilus  loin 
dans  ce  Chapitre. 


(   «'^7  ) 
Nous  avons  posé 

el  (It*  là  nous  tirons 

sin«)  =  snF,     o=:aniF, 
Nous  poserons  encoic.  avec  Legendre, 

/♦?         

t^  o  ,.■  ~,v.- 

La  fonction  (i)  est  l'intégrale  de  première  espèce,  l'in- 
tégrale E(!jp)  est  l'intégrale  de  seconde  espèce  de  Le- 
gendie  :  elle  dillère  de  celle  de  Jacobi.  On  a 

,,(,!  =  f  _^^^  _  ,=  Ç\,,      -"-^      . 

Jo     V  '  —  ><"'sin-ç  Jo  V  '  —  ^"'  sin^tp 

La  seconde  intégrale  est  celle  de  Jacobi,  qui  se   réduit 

à  Z  (x)  =  A"  /     sn'xdx  quand  on  fait  sino  =  sinarna*; 

*J  o 

nous  la  désignerons  par  J(çp),desorteque  J(ania:)  =  Zj{x)  ; 
nous  aurons  alors 

(3)  E(<p)  =  F(^)-J(7),     J[»=:F{^:i-E(<p). 

i^a  fonction  elliptique  de  seconde  espèce  E(o)  repré- 
sente un  arc  d'ellipse  dont  les  coordonnées  seraient 

.r  =3;  «sine,      7'  =  ^cos(p; 

o  est  alors  le  complément  d(?  l'anomalie  excentri<{ue,  et 
l'on  trouve 


(/sznzadtfi/  I — ^sin-ip, 

et,    par   snile,    en   picnanl   a  pour  unitc-,   et   en   faisant 


(  i-'-'^  ) 

ds  =  (f(o  \/i  —  / -  sin^'p  ; 
on  a  donc 

^  =  E  «p,    VI  —  ^*;' 

ce  f|a"il  fallait  prouvor. 

Si,  pour  évaluer  l'arc  d'hyperbole,  on  posait 

r'^  —  f"~v                      e'r'  H-  e~'^ 
X  =  a  ■■>      y  =  0  — •  ) 

2  2 

ou  trouverait 


Par  une  suite  de  transformations,  on  finirait  par  ra- 
mener cette  expression  aux  fonctions  elliptiques,  mais  il 
est  plus  simple  de  suivre  une  autre  voie  pour  évaluer 
l'arc  d'hyperbole;  nous  prendions  l'équation  de  cette 
courbe  sous  la  forme 

a- y-  —  b^jc''  =  /7-/)*. 


r  =  -  \;n-  ■+■   r- 
a 


Si   l'on  forme  l'élément  d'arc  eîs  =  \!dx-  -+-  r/)  %  on 
trouve 


ds 


"'-^^'     -\d.r 


/,  s  (        «'  -^  ^'  A 


ce  que  Ion  peut  écrire,  en  posant  d'abord  -  =  x\ 


,             a-  -^b'     , 
2  (  I  H X  - 1  a  dx 


ds  = 


V' 


ir  -!-/'■     , 


{  129  ) 
après  quoi,  conformément  aux   règles  que  nous  avons 
données  pour  la  réduction  des  fondions  elliptiques,  nous 
poserons 

V'     .  x" 


sj'- 


nous  aurons  alors 

dx"                                     a' 
fis  ■ —                - 

\/:---)(-^:^-)^"""'"'- 

-X"-') 

Posons 

"'-^^"^'      a^+b^-''^ 

et  nous  aurons 

da             a\  i  —  fi' 
dx  — ■ • 

VI  — X-sin=ç>      cos'^ 

Nous  poserons 

(4) 


/•■■sïn'y  ' 


l'arc  d'hyperbole  sera  donc  représenté  paraT((p)  et  sim- 
plement par  T(o),  quand  a  sera  l'unité.  La  suite  des 
transformations  que  nous  venons  d'effectuer  revient  à 
faire 


/ 


smw 


/>-  COS'i» 


.V  =  ax'  =  «y/i  —  /^  tangs, 


a/,        Ji  —  A-^sin'w 

X  =■  - • 

yjl  _  /2  COS<p 


COMPARAISON    DES    AUCS   D  ELLIPSE  ET  D  HYPEtlBOLE. 

Nous  continuerons  dans  ce  paragraphe  le  numérotage 
de   formules  employé  dans  le  précédent  et  nous   prou- 

Ann.de  ^/,uhém>it.,  ?^  série,  t.  XVIII.  (Mnrs   iS7f).)  9 


{  i3o  ) 
verons  d'abord  que  la  fonction  T  se  ramène  à  E  et  à  F 
(il  est  bon  de  remarquer  que  T  est  un  cas  particulier  de 
l'intégrale  de  troisième  espèce)-,  on  a 

Jo    cos^ov''  —  /'sin'ei 

Si  l'on  observe  alors  que 

/         I                /'tang-ïï»      /r=sin''cfr\ 
dtang<f^^  i —Â's\n-'v=  rf'si  -zzz::. . ^—L '■ 

\cos-o)V  V  V  / 

,   r   (i  — /»)  ^'  sin'tt,"] 

—  rf^    =  +    ,  —  À--=^    , 

Lcos'çv/  V  V^       J 

on  aura,  en  intégrant  et  en  ayant  égard  h  (i),  (2),  (3), 

(5)      tang^Vi  — ^■'sin'?=^('?)  ^  {^' —  0F(?)  — £(?): 
la  fonction  T(a/)  se  ramène  donc  à  F((p)  et  à  E((p). 

Mais  on  peut  aller  plus  loin,  et  exprimer  T(g>)  au 
moyen  de  deux  fonctions  E  d'amplitude  et  de  modules 
différents.  Ce  théorème  sera  démontré  si  l'on  prouve 
que  F(ç)  peut  être  évalué  en  fonction  de  deux  fonc- 
tions E;  ce  théorème  célèbre,  en  vertu  duquel  un  arc 
d'hyperbole  peut  être  mesuré  par  deux  arcs  d'ellipse,  est 
dû  à  Landen  et  porte  son  nom. 

Or  la  transformation  de  Landen  permet  d'écrire 

doi  I  -f-  /•  <^/w 

^    '  v'i  — A|sni'^,  ^       \/i  — X^sin'ç) 

et  la  relation  qui  en  résulte  ponr  les  angles  (p  et  ç,  peut 
s'écrire 

(7)         sin'cp.  = 

d'ailleurs, 


(   i3.   ) 
Si  nous  multiplions  membre;  à  membre  (6)  et  [y],  nous 


aurons 


—  J(>t,,  (1/,  j  =      ,  ■      J(^-,(p)  +  ■ — - —   F  (A-,?} ; —  smo, 

f>-;  4.A-  4  4  * 

ou,  en  vertu  de  (3), 

mais  la  formule  (6)  donne 

F(/?-,,ç.,)  =  i^—  F(/?-,ç;; 
en  remplaçant  alors  F(/, ,  'Si)  par  cette  valeur,  on  a 

F (/■,<p)=-=L:_-.[E (/?■,'.)-(!  -i-/?-)E(/^„^,)  +  /-sincp], 
ce  qui  démontre  le  tliéorème  énoncé. 


SUB  l'audition  des  TNTÉGaALES   DK  PaE:MIÈRE   ESPÈCE. 

Les  questions  traitées  ci-dessus,  quoique  se  rattachant 
à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  pourraient  se 
traiter  sans  avoir  aucune  notion  de  ces  fonctions 5  il  était 
bon  de  les  signaler,  parce  qu'elles  ont  fait  naître  des  re- 
cherches ultérieures  et  ont  été  le  point  de  départ  de  la 
théorie:  on  saitqu'Euler  avait  deviné  Fintégralealgébri- 
que  de  l'équation  d'où  dépend  le  théorème  de  l'addition 
des  fonctions  sn.r,  eux,  dn.r.  Il  convient  de  faire  con- 
naître ici  une  méthode  géométrique  due  à  Lagrange,  qui 
a  dû  contribuer  pour  sa  part  à  faciliter  les  premières 
recherches. 

9- 


(   i32  ) 

Soient  o,  4*?  f*  ^^^  côtés  d'un   triangle  sphérique  et  C 
l'angle  opposé  à  fz;  posons 

sin^C 


— ■  = /',      cosC  mitv'i  —  /^sin-rx. 
sinY  '  *  ' 

Supposons  actuellement  que  l'on  fasse  varier  çj  et  '|  en 
laissant  (x  constant,  ainsi  que  l'angle  C,  nous  aurons 


(i)  cost/ =  cosq>  cosJ/ zt  sincp  sin-iy  I  —  X-sin-'p; 

mais,  le  côté  f/.  variant  seulement  de  position,  ses  extré- 
mités décrivent  sur  les  côtés  cp  et  tj;  des  éléments  do  et  fi'.p 
dont  les  projections  sur  fx  doivent  être  égales.  Eu  effet, 
soient  AA'  et  BB'  les  positions  voisines  du  côté  ju,  si  du 
point  O  où  se  croisent  ces  positions,  comme  pôle,  ou  décrit 
les  arcs  BC,  A'C,  comme  0B  =  OC,  A'O  =  CO,  il  faut 
bien  queAC  =  B'C'.  Or 


donc 


ou 


AC  =  dw  cos((j>,  y.),      B'C  =  d^  cos{-^,  y.): 
(l^  C0s(a,  p.)  =  d-]i  COs(->J^,  a), 

/•/^y/i  —  sin-  (ffl,  fi)  =:  ^tJ;  v  I  —  sin^(-^,  fx  j  ; 
siniç,  pi)        sinC 


donc 


sin  -il  sin  y. 

sin(<p,  pt)  =  /,  sin- 
La  formule  précédente  donne  alors 


z=   / 


( 2 )  f/cp  y/ 1  —  /^sin'-|i  =  ±  d\i  y  I  —  /i' sin^(j» ■ 

La  formule  (i)  est  donc  l'intégrale  de  celle-ci,  fz  y  est 
constant;  si  l'on  fait  alors  ^  r=:  o,  on  a  y.  =  ^.  Si  l'on 
écrit  (?. )  ainsi 

,<.-  ^''t  ^4* 

(3j  ;  .     +  -=====  =  o, 

y  I  —  A'sm-'f/  1  —  a'  sm-(p 


(  i33  ) 
ou 

(4)  F(^)  +  F^r^)  =  F(f.), 

F(fx)  désignant  la  constante,  fji  se  réduii'a  à  cp  pour  ^=z  o, 
et  (i)  sera  équivalente  à  la  relation  transcendante  (4)5 
la  formule  (i)  devant  avoir  lieu  pour  /ix  =  o  et  cp  = —  ^, 
il  faudra  alors  prendre  le  signe —  devant  le  radical.  Que 
Von  iasse  o  =  ama,^  =  amb,  y.  =  aïn[a-^  b),  on  aura 

alors 

en  [a  -+-  b)  =  cna  cnb  —  snrt  sn/Mln(rt  +  ù). 

Celte  équation,  combinée  avec  les  suivantes  : 


=  V 


dn«  =  v'  I  —  /^sn^«  , 

fera  connaître  en  ( a -4-  ^ ) ,  dn ( «  -f-  b)  et  sï\[a  -\-b)  :  on 
retrouve  ainsi  les  formules  fondamentales  de  l'addition 
des  fonctions  elliptiques.  On  peut  retrouver  ces  formules 
en  cherchant  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  se- 
cond ordre  :  c'est  ce  que  nous  allons  voir. 

LIGKES    DE    COUUBURE    DE    l'hYPEUBOLOÏDE. 

On  peut  considérer  les  lignes  de  courbure  de  l'hyper- 
boloïde  gauche  comme  les  lignes  bissectrices  des  géné- 
ratrices. Or  les  génératrices  ont  pour  équations 

-  =  -  coS(y  H- sincp,      -  =  -sin4i  —  cosi^, 
a        c         '  '        a        c 

Y        z  y        3 

-  =  -sine) — COSa:,      ■-- =  -  COS 'L  +  sm >{/ . 
b        c        ^  b        c 

Les  paramètres  cp  et  û/  servent  à  caractériser  une  généra- 
trice; en  les  prenant  pour  variables,  les  équations  dillé- 
rentielles  des  lignes  de  courbure  prennent  la  lornie 


(  i34 
cqualions  dans  Jesquelles  on  a 


■<lr 
<1.^  =   (  — 


Or 

(Oy 


en  effectuanl  les  calculs,  on  a 


ou  bien 


d(s 


dh 


^'i — sin'ç       v' I  —  sin'-^ 


d'où  l'on  conclut  Téqualion  des  lignes  de  courbure  sous 
forme  finie.  Il  est  assez  curieux  que  l'on  puisse  ramener 
ainsi  aux  fonctions  elliptiques  la  solution  d'un  problème 
résolu  par  une  tout  autre  voie. 

THÉORÈME  DE   PONCELET. 

Voici  encore  une  interprétation  très-curieuse  du  théo- 
rème qui  vient  de  nous  occuper  :  considérons  deux 
cercles  intérieurs  l'un  à    l'autre 5   soient  R   et   /•   leurs 


rayons  et  PQ,  P'Q'  deux   tangentes  infiniment  voisines 
menées  au  cercle  de  rayon  r\  soit  OO'la  ligne  des  centres 

arc  AP  =  •».  V R,      arc  AQ  =  -2  i R. 
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On  aura 

PP'  _  do 

mais  les  triangles  semblables  PP'M,  QQ'M  donnent 

PP'   _  MP  _  MP 
00^  ~  ^ÏQ'  ~  âÏQ  ' 
ainsi 

d<^  _  MP 

or,  à  la  limite,  le  point  M  vient  sur  le  cercle  /■  au  point 
de  contact  de  PQ,  et  l'on  a 

MP'=0T'  — /-'=R2 -!-«'  — r- -4-2 Rr?cos:i<p, 
on  a  donc 


J<i>  I  R-  -r  n^  —  r'-^  2  a ilcos 2 (p 

l-ii        y     R-  H-  à-  —  /-  H-  2«Rcos9.-i 

/(R  +  r;)- —  r'  —  aaRsin^» 


R -i- «  ^  —  r' — 2«Rsin^\î< 
Si  l'on  fait 

2«R 


k- 


iR  H-«)=  —  r' 
on  a  l'équation  connue 

d'3  d^ 

d'où  l'on  peut  conclure  une  construction  géométrique 
de  son  intégrale.  Mais  on  peut  eu  déduire  un  résultat 
nouveau. 

L'équation  précédente  devient,  en  intégrant, 


Inf  d-sf  r*'r'  d'If 


dy. 
A^'sin'p 


(  ^'^^  ) 

et  jjL  est  la  valeur  de  j/  pour  tp  =  o.  Ou  voit  que  fz  ne  dé- 
pend ni  deç  ni  de  t|/-,  si  donc,  à  partir  du  point  cp,  on 
mène  une  seconde  tangente  QR  au  cercle  intérieur,  et 


B 

si  l'on  pose  AR.  ^^  ly.,  on  aura  encore,  en  posant 

I — /^sin'e.  =  4',      1  —  /'sin^->!>  =  M',     ...,      i  —  A-siii'u:=M, 

•/*    (lu. 

vm' 


L    v-T    },   vX    j,, 


en  menant  par  R  une  nouvelle  tangente  RS,  on  aurait 
entre  l'arc  26  =  AS  et  l'arc  if^  une  relation  analogue: 

les  intégrales    /  '  — ^,    /  '— :;  ,  ...  forment  donc  une  pro- 

Jo     V'i'     Jo    <^ 

gression   arithmétique  dont    la    raison   est   I       — i^* 

Supposons  que  le  polygone  PQRST  soit  fermé  et  que 
le  point  T  coïncide  avec  A,  le  dernier  des  arcso,  ij;,  j^, ... 
sera  de  la  forme  o  -\-  2 /ztt.  Eu  ajoutant  alors  les  formules, 
telles  que  (2)  et  (3),  on  a 


Jr»?  d<s>  fy-^  "~  (l'a  /»,«  do. 


ou  bien 


I  '     =-  ///    I  '     '. 
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donc  le  premier  membre  de  cette  formule  ne  dépend  pas 
de  ©  ;  donc  : 

S^il  existe  un  polygone  fie  m  côtés  inscrit  dans  un 
cercle  et  circonscrit  à  un  autre,  il  existera  une  injinilé 
de  poly  gones  de  tn  côtés  jouissant  de  la  même  propriété . 

Ce  théorème  est  évidemment  projectif  et  s'applique 
aux  coniques  :  il  a  été  découvert  par  Poncelet  ;  la  dé- 
monstration précédente  est  de   Jacobi. 

ADDITION  DES  ARCS  DELLIPSE.    —  THÉORÈMEDE  FAGNAKO. 

jNous  avons  posé 

Nous  aurons  alors 

/i-STi^'^x-hy)  dxz=  j  A-sn^x-hr]d.v 

o  J  o 


y  dy 


ou 


I      A'sn'''  {x  -h  yj  dx  z=Z  [x  +  j}  —  Z(j?'), 
/■=sn'  [x  — r)  dx  :=Z[.r  — j)  -f-  Z[j). 
Ketranclions    ces   formules  l'une  de    l'autre,   en    avant 

2sn.7:  en  y  on  y 


I. 


égard  aux  relations 


sn  (.r -f-  r)  +  sn  (:c  —  r)—  ,  7 

.  ,  2snr  cn.r  ùn.r 

su  1 .1"  —  r  )  -}-  sn  (  a-  —  r  =  — —^ ; 

'   '  ^         -^  I  —  /'  sti'x-  sn=v' 
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Dous  aurons 


/ 


4/'^  sna:  sn;  cn.c  en/  dn.r  an  y 

^ cix 

(i  —  A-'  sn'jT  sn^jj^ 

^  Z  (.7-  +  j)  -  2Z  (  j  i  -  Z  (x-  j). 


Le  premier  membre  est  une  dérivée  exacte,  si  1  on  ob- 
serve que  2  snx  cn:c  dna:  est  le  dérivé  de  sn°  x,  et 
l'on  a 

2sn-.>"  sn  T  cnr  «In  1         „,  ,  r, ,    >       r,  , 

-^ -=  Z    x  +  r)  —  2Z  jr   —  ZLr— j  . 

1  —  /-'  sn'.r  sn';-  ^         ^  '  ^-^  '  '         ■" 

Si  l'on  pose  alors 

'j  =  amj:,   -^  :=  araj,   p  =:  ain  ( x -+- /),  v=ram(x — j), 

et  si  Ton  observe  que  Za  devient  J(am«),  et  que 

Z(.r)  =  J:^)=:F(<p)-E:ç,',     ..., 

la  formule  précédente  devient 


2sin^o  sin-i  cos-ii  \  i  —  f>^  sin-ili 
I  —  /--  sin^ç  sin-o 

el  comme  F'u)  =F('v)  -|-F('|), 


2siD-'o  sin-i  cos-i  \/  I  — /•'sin^i!^  ^     ,        ^     ,  ^,,\ 
'- -, :^ — ^^r, '  =  —  E  >  M-  E  ;  v)  +  2  E  J;  ), 

si  Ton  échange  o  et  vL,   a  ne  change  pas,  v  se  change  en 
—  V  et  le  second  devient  —  E(t;.)  —  E(  v)  -4-  2E(o). 

En  ajoutant  alors  à  cette  formule  celle  que  l'on  obtient 
en  changeant  o  en  6,  et  vice  versa,  on  trouve  [eu  égard 
à  la  formule  qui  fait  connaître  sn  [x  +J>  )] 

E  (  ç  )  -f-  E  (  \!<  '.  —  E  (  a  )  =  /■  '  sin  o  sin  y  sin  a. 

On  obtient  le  théorème  de  Fagnano  en  posant  u  =;     . 


(   i39  ) 
alors  E(aj  est  le  quart  d'ellipse;    nous   le  désignerons 
par  E  et  nous  aurons 

(i)  F^ep; -^E(^{;;  —  E=r/Î-' sin^  sin-1-. 

Entre  les  angles  œ,  •},  f/,  ou  a  la  relation 


cosy.  =  cos^  ces -Il  —  sin«  sin  !i  y  i  —  X-'sin^p.. 
Si  alors  on  fait  u  =i  -•>  on  a 


o  :^  cosç)  cost]>  —  sluo  slrii}^  ^  i  —  k- 
ou 

(2)     tang©  tang-i  =  ■     ou     /;  tangs  tangiL  =  i. 

La  formule  (i)  montre  que,  si  les  arcs  d'ellipse  E(o)  et 
E  —  E('|)  sont  tels  qu'ils  correspondent  à  des  anoma- 
lies (p,  vj>  satisfaisant  à  la  formule  (2),  leur  différence  est 
rectifiable.  Les  équations  de  l'ellipse  sont 


X  z=z  sinç,      j  =  y  I  —  /,  -  COSta  =  b  COSç). 

Si  l'on  cherche  la  distance  l  du  point  (^  de  l'ellipse  à  la 

perpendiculaire  menée  de  l'origine  sur  la  tangente,  on 

trouve 

/-- tarnjw 


V  (  b-  tang^  -f-  I  )  (  t  -h  tang-  ^ } 
En  chassant  les  dénominateurs,  on  trouve  une  équation 
du  quatrième  degré  en  tangcp,  à  savoir 


ôManî 


l*ru  H-  tang^'j  1  I  -I-  //- j  -i-  I  =  o  • 

Soient  o  et  'l  les  deux  solutions  de  cette  équation,  on  en 

déduit 

b  tango  tang  0  =  1. 

L  identité  de  cette  formule  avec  {2)   montre  de  quelle 


(  »4o  ) 

façon  doivent  êlre  construits  les  angles  (f  et  ^.  On  voit 
que  les  arcs  E(''i))  et  E — E(d/)  auront  une  différence 
rectifiable,  s'ils  sont  choisis  de  telle  sorte  que  les  nor- 
males menées  par  leurs  extrémités  soient  à  des  distances 
égales  du  centre  de  l'ellipse. 
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1.  Mémoire  SUR.  l'élimination,  par  M.  ff.  Leinonnier, 
docteur  es  sciences,  profcssonr  de  Mathématiques  spé- 
ciales au  Lycée  Henri  IV.  Paris,  Gauthie^-^  illars; 
1879. 

Dans  les  séances  du  11  et  du  aS  janvier  1875,  M.  Bertrand  a  bien 
voulu  communiquer  à  l'Académie  les  principaux  résultats  d'un  tra- 
vail que  j'ai  l'honneur  de  soumettre  aujourd'hui  (  26  juillet,  même 
année)  à  son  appréciation. 

Ce  Mémoire,  annoncé  par  M.  le  Secrétaire  perpétuel,  dans  la 
séance  du  25  janvier,  est  divisé  en  trois  Parties. 

La  première  a  pour  objet  de  mettre  en  évidence  l'intime  liaison 
qui  unit,  au  point  de  vue  analytique,  les  méthodes  d'élimination 
connues  sous  les  noms  d'Euler,  de  Sylvester,  de  Cayley,  de  Bezout, 
de  Cauchy.  J'en  ai  déduit  l'expression  et  la  formation,  par  des  dé- 
terminants, des  conditions  suffisantes  et  requises  pour  que  deux 
équations  entières  en  ^, 

V{x)   =  Ax"'-f-  .  .  .  -h  A,„  ,      /(:c)  =  (7x"-r-  .  .  .  -H  (7„, 

aient  p  racines  communes,  ainsi  que  de  l'équation  propre  à  donner 
ces  racines,  ou  du  plus  grand  commun  diviseur  de  F(.r)  etf{x). 
La  deuxième  Partie  consiste  dans  l'étude  des  polynômes  qu'il  con- 
vient de  former  de  proche  en  proche  pour  obtenir  ces  conditions,  et 
l'équation  aux  racines  communes.  L'application  en  est  immédiate  au 
théorème  de  Sturm.  Les  polynômes  qui  proviennent  d'une  fonction 
entière  et  de  sa  dérivée  sont  des  fonctions  équivalentes  aux  fonc- 
tions de  Slurm  proprement  dites.  Les  premiers  termes,  les  derniers. 


(  Ml  ) 

tels  termes  qu'on  veut,  peuvent  se  calculer  à  part.  Le  procédé  de 
calcul  nous  paraît  d'une  grande  sûreté  et  d'une  simplicité  qui  pourra 
contribuer  à  donner  un  intérêt  pratique  au  théorème  de  l'illustre 
Genevois. 

Dans  la  troisième  Partie,  les  mêmes  considérations  sont  appli- 
quées à  la  résolution  de  deux  équations  entières  en  x  et  j-, 

^l-^iJ)^)  =  o,    o(jr,  r)  =  o. 

Les  solutions  du  système  s'obtiennent  sans  omission  et  directement, 
sans  calculs  qui  portent  à  faux,  avec  l'avantage,  si  les  deux  poly- 
nômes ont  un  plus  grand  commun  diviseur  dépendant  de,r  et  de  r, 
de  le  faire  trouver  en  même  temps  que  l'équation  finale  due  à  sa 
suppression. 

Ajoutons  que  les  systèmes  particuliers  auxquels  conduit  la  mé- 
thode de  M.  Labatie  s'obtiennent  également  par  l'application  de 
notre  procédé,  de  sorte  que  l'équation  finale  peut  être  débarrassée 
des  racines  qui  y  figurent.  Mais  la  méthode  de  M.  Labatie,  par  la 
succession  même  des  divisions,  donne  lieu  à  une  complication  qui 
ressort  des  liaisons  qui  unissent  nos  polynômes,  comme  du  rappro- 
chement que  nous  faisons  entre  les  deux  procédés. 

Il  n'est  question,  du  reste,  dans  ce  travail,  que  de  racines  com- 
munes ayant  des  modules  finis,  et  de  solutions  communes  pour  les- 
quelles les  inconnues  ont  des  valeurs  finies,  déterminées. 

Introdcction.  —  Objet  du  Mémoire,  sa  division  en  trois  Parties. 

Première  Partie.  —  1.  ÎS'"^  1,  1.  Sur  l'identité  d'Euler  au  cas  d'une 
racine  commune  et  au  cas  de  p  racines  communes. 

II.  JN'"  3,  4,  5,  6.  Equivalence  du  procédé  de  Sylvester  et  de  celui 
d'Euler  pour  une  racine  commune.  La  nullité  du  déterminant  qu'ils 
donnent,  d'ordre  m-t-n,  et  le  l'ait  qu'un  autre  déterminant  d'ordre 
m -f- «  —  2  constitue  ce  qui  est  nécessaire  et  suffisant  pour  l'existence 
d'une  seule  racine  commune. 

m.  IN"°'  7-15.  On  établit  comme  conditions  nécessaires  et  suffisantes  de 
l'existence  de  p  racines  communes  le  fait  qu'un  déterminant  défini 
d'ordre  m  -^  n  —  7.p  soit  différent  de  zéro  et  que^  déterminants  d'ordre 
/n-+-n  —  2^-4-2,  également  fixés,  soient  nuls  séparément.  —  Mode  par- 
ticulier de  formation  de  l'équation  aux  racines  communes,  du  plus 
jjrand  commun  diviseur  de  degré  ;'. 

IV.  ÎS'"'  15-18.  Équations  de  Bézout,  équations  de  Caucliy  au  cas  d'une 
racine  commune:  leur  équivalence  h  celles  de  Sylvester.  Autre  forme 
que  précédemment  pour  les  conditions  nécessaires  et  sufJisarites  au  ras 
d'une  seule  racine  commune. 


(  >42  ) 

N"'  19,  20,  21.  Les  conditions  établies  au  paragraphe  précédent  sont 
présentées  sous  une  forme  diflérente  :  d'une  part  p  déterminants 
d'ordre  m — p -\- \  séfjalant  à  zéro,  et  d'autre  part  un  déterminant 
d'ordre  m — p,  diÉFérent  de  zéro.  —  Nullité  qui  s'ensuit  de  détermi- 
nants d'ordre  supérieur  jusqu'à  celui  de  Sylvester. 

Deuxième  Partie.  —  I.  N"'  22,  23,  24.  Calcul  des  polvnômes  R  qui. 
d'après  la  règle  du  n"  14,  sont  les  plus  grands  communs  diviseurs 
pour  p  =^  n  —  i,n  —  2,  n  —  3,  ....Le  polynôme  R  _  divise  les  précé- 
dents, s'il  y  a  />  racines  communes  ;  le  fait  que  son  premier  coefficient 
ne  soit  pas  nul,  et  la  nullité  des  coefficients  de  R  sont  les  condi- 

lions  pour  avoir/)  racines  communes,  et  dès  lors  les  polynômes  d'indice 
plus  élevé  sont  tous  nuls. 

JN'"'  25,  26.  Les  polynômes  R  sont,  à  des  facteurs  près  indépendants 
de  X,  les  diviseurs  consécutifs  que  donne  le  procédé  de  la  division  dans 
la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur. 

j\°'  27,  28.  Relations  entre  les  polynômes  R  : 


m  —  n 


«»>-"+' F  (x)  == /■(j:).Q -T- R,  (  — l) 


m  —  n  —  I 


a'- /(  jr  ;  =  R,  Q,  —  «m- "+' R.  (_  I ) 
a|R,  =  R,Q.  — K^R,, 


a  ''    ,  R  --  R      Q      —  a'  R      . 

N"'  29,  30.  Sur  les  polynômes  R  ,  quand  leurs  degrés  ne  sont  pas  con- 
sécutifs. 

^''  31.  Sur  les  polvnômes  déduits  de  R    et  R        en  les  traitant  comme 
»      •  p  p+i 

F(x)  et/(x). 

N"'  32-35.  Remarques  diverses. 

IL  K"'  36,  37.  Autre  mode  de  formation  de  polynômes  R  ,  pour  les- 
quels on  a 

>n  —  n 

tn  —  n  —  I 

y.\f{x)  =  /?,(—  Q,  ;;  —  Q'"-"*'  /?.(  —  i)     ^^ , 

c-:-         R   =R        '-r-Q       )  —  CA~R        . 

N"  38.  Cas  particulier  de  m  =  n. 
m.  ^°  39.  Application  au  théorème  de  Stuiiii. 

>°  40.  Les  premiers  coefficients  des  pol y ijômesl'»,,  R.sont  lcsnon)hres/i 
Je  M.  Borchardt. 


(  '43  ) 

rs'^   41.    Exemples  divers.   —   Abaissement  d'une  unité   dans    l'ordre 
des  déterminants,    en    opérant  par /"(j:)  =  o  (j:,  ?•),   par  ^'^{x,j')    et 

Troisième  Partie.  —  1.  Application  à   la  résolution  des  équations  en- 
tières en  X  etj-.  —  Règle  à  suivre.    . 

II.  Evaluation  du  degré  maximum  de  y  dans  les  coefficients  des  poly- 
nômes en  R  ou  /i  . 

p 

III.  Comparaison  entre  ce  procédé  et  celui  de  M.  Labatie. 

IV.  Exemples  divers. 

2.  Mémoire  sx^r  la  traksformatioiv  des  formes  linéaires 
des  jvombnes  premiers  ejv  formes  quadratiques,  par  g. 
Oltramare,  professeur  à  rUnivcrsitc  de  Genève. 

3.  Deux  Lettres  inédites  de  Joseph-Louis  Engrange, 
tirées  de  la  Bibliothèque  royale  de  Berlin.  (Collection 
Meusebacb,  portefeuille  n°  5i,el  collection  Radowitz, 
n°  4932),  et  publiées  par  B.  Bonconipagni.  Berlin, 
imprimerie  de  Gustav  Schade  (Otto  Francke)  5  1878. 


CORUESPO^DANCE. 


Monsieur  le  Rédacteur, 

Dans  le  numéro  de  février,  M.  Lucas  donne  des  for- 
mules par  lesquelles,  connaissant  une  solution  [x,y^z) 
de  l'équation  aX*  -f- Z>Y*  =  (a -h  ^)Z-,  ou  obtient  deux 
autres  solutions  :  les  polynômes  X  et  Y  sont  d'ailleurs 
respectivement  du  vingt -quatrième  et  du  vingt-deuxième 
degré  en  x,  7  ,  z.  Mais,  dans  les  Comptes  rendus  du 
11  octobre  1878,  j'ai  donné,  pour  résoudre  la  même 
équation,  deux  systèmes  de  formules  qui  permettent 
chacun  de  déduire  d'une  première  solution  connue  deux 
autres  solutions,  et,  suivant  qu'il  s'agit  du  p)emier  ou  du 
.second  système,  X,  Y  sont  ions  deux  des  polvnômes  du 


(  i44  ) 

troisième  ou  du  sixième  degré  (').  Si  donc  on  applique 
simultanément  les  formules  des  deux  systèmes,  d'une 
première  solution  on  en  déduira  quatre  autres. 

Ainsi,  en  partant  de  la  solution  (i,  2,  ^)  de  l'équa- 
tion X*H-3Y*=:Z^,  on  obtient  les  quatre  solutions 
(1,0,  i),{ii,  3,  122),  (47,  28,  9.593),  (i3,  47;),  39074), 
dont  la  dernière  paraît  avoir  échappé  aux  formules  de 
M.  Lncas.  Le  jeune  et  habile  arithmologue  montre  d'ail- 
leurs que  le  cas  particulier  dont  il  s'est  occupé  conduit 
immédiatement  à  la  résolution  de  l'équation  générale 
a  X*-t- ^  Y*  =  fZ^,  et  je  lui  suis  très-reconnaissant  de 
l'importance  nouvelle  qu'il  donne  à  mes  formules  par 
son  heureuse  généralisation. 

Je  rappelle  encore  que,  dans  les  Comptes  rendus  du  7 
et  du  22  octobre,  j'ai  donné  de  nouvelles  formules  qui 
s'appliquent  immédiatement  à  l'équation  générale  et  qui 
peuvent  même,  comme  je  l'ai  annoncé,  s'étendre  au  cas 
où  l'équation  biquadralique  contient  le  terme  supplé- 
mentaire dx^j^,  tandis  que  M.  Lucas  ne  fait  cette  exten- 
sion que  dans  un  cas  particulier. 

En  résumé,  il  me  semble  que  la  résolution  de  l'équa- 
tion biquadratique  n'est  pas  restée  stationnaire,  comme 
le  croit  M.  Lucas,  à  qui  sans  doute  les  résultats  de  mes 
recherches  sont  restés  inconnus. 

A.  Desboves. 


ERRAT  U  M. 
Pa(;e  ^S,  au  lieu  de  HoulUoti,  lise/,  DouUiau. 


(')  Dans  les  Comptes  rendus,  je  disais  que  le  nombre  des  solutions 
donné  par  chaque  système  était  égal  ii /|  ;  mais  j'ai  reconnu  depuis  qu'il 
se  rcdiiil  à  2. 
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THÉORIE  ÉLÉMENTAIRE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQL'ES; 

Par  m.   II.   LAURENT. 


sua    LKS    AIlCS    DE    LEMNISCATE. 

La  lemniscale  est,  comme  Ton  sait,  une  courbe  telle 
que  le  produit  de  ses  rayons  vecteurs  issus  de  deux  points 
fixes  est  constant.  Son  équation  en  coordonnées  po- 
laires est,  en  prenant  pour  axe  polaire  la  droite  qui  joint 
les  points  fixes  et  pour  oiigine  le  milieu  de  celte  droite, 

r*  —  2  «-r-  ces 2  9  -+-  a*  =  b', 

2/2  désignant  la  distance  des  points  fixes  et  b  une  con- 
stante. 

M.  Serret,  dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  YlIIdu 
Journal  de  M.  LiouvlUe^  a  montré  que  toute  fonction 
elliptique  de  première  espèce  pouvait  être  représentée 
par  deux  arcs  de  lemniscale.  Voici  son  analyse  ; 

Soit  -  <^  I  ,  la  courbe  se  compose  de  deux  branches 

h'        . 
distinctes.  On  pose  —  =  sin  2'-}>.  Soient  s\  et  u'^  les  deux 

arcs  de  lemniscale,  dont  les  extrémités  ont  pour  angles 
polaires  ô^  et  Ôj ,   on    a 


'y- 

1^^'  Vc'>s2  9  H-  s/cos'o.Q  —  cos'2ij<   ^^ 

^  o 

^9      \/           cos^sâ  —  cos'2-i 

b' 

/*^'   \/  COS2  0  —  V^C0S-2Ô  (!OS^2l!/ 

do 


\J  cob'aô  —  cos^2-vJ; 


(*)  Nouvelles  Annales,  2*  série,  t.  XVIII,  p.  126. 
Jnn.de  Matlirnuic,  "i^  série,  i.  XVUI.  (Avril  1  S79.) 


(  «46  ) 
On  (lédiiil  (le  là,  en  ajoutant  el  en  reirancliant. 


' ,      v''  cos  2  h  -i  -  COS  2  t{» 

0 

Si  l'on  pose,  dans  la  première  formule, 

sin  5  r-T  sini]^  sin  -j  , 
dans  la  seconde, 

sin  (;  ^-  COS'}  sin©  , 


on  a 


s\^r!\  =  -{Y  (sin^,?,)  -  F  (sin,î;,«.J] 


•<—  ^1  --  —  [F(cOS;}-,tp,)-  F(cOS^J;,<pJ]. 

On  voit  que  les  modules  de  5^-{-(t^  et  de  s\ —  c\  sont 
complémentaires. 

Un  calcul  un  peu  différent  conduit  aux  mêmes  con- 
clusions quand  on  suppose  -  ^  i  :  mais  alors  ce  sont  les 

arcs   correspondant    à  des  raj^ons  vecteurs  perpendicu- 
laires qu'il  faut  désigner  par  ij,,  q\. 

La  leniniscate  de  Bernoulli  est  la  plus  célèbre;  elle  a 
pour  équation 

r'  z=  la}  COS2  5. 

L'arc  de  celte  courhe  est  donné  par  la  formule 

y  COS 2 6 

Si  Ton  pose 

I 

smO  =:  —zz  sino), 


II 


ds  ^  a 


(  '4;  ) 

d^ 


y/,_lsin2y 
On  en  conclut,  en  coraplant  convenablement  Tare, 


s  =zal 


ou  bien 

s  = 
On  trouve  aussi 


-,, 


«  F    - ,  arc  sin  [sji%ix\h)    ■ 


dr 
s  = 


AIRES    DE   QUELQUES  COURBES. 

La  quadrature  d'une  courbe  du  troisième  degré  ne  dé- 
pend absolument  que  des  fonctions  elliptiques;  pour  nous 
en  convaincre,  plaçons  l'origine  sur  la  courbe:  l'équation 
de  la  courbe  sera  de  la  forme 

?3(-^,j)  -+-  2<?2(^r  r)  -^?i(-r»  V)  =  O, 

?M  ?si  ®3  désignant  des  polynômes  homogènes  de  degrés 
I,  2,  3.  On  peut  l'écrire 

et,  en  posant 

jr  z=  t.r, 
on  a 

.ï.-'ï.,  1  r  ,  /]   -4-  2.r  q).,(  I  ,  /)  -f-  ©1(1,  t]  =r:  O. 

On  en  tire 

—  rp;  riz  V  tp  j  —  »,  »- 


(   «48  ) 
tni    appelant  alors  R  un  polyiîôine  du  qualriènie  degré, 
on  voit  que  x  est  de  la  foinie  /'(/,K),  où  /' désigne  une 

fonction  rationnelle;---  et  r  =  tx  seront  de   la    même 

forme,  et  pai-  suite  Tintégrale 


Jrcl.  =  jy't<lt 


ne  dépendra  que  des  fonctions  elliplifjues. 

Lorsqu'une  courbe  du  quatrième  degré  a  deux  points 
doubles,  on  peut  aussi  exprimer  son  aire  au  moyen  des 
fondions  elliptiques.  En  elï'et,  au  moyen  d'une  transfor- 
mation bomograpliique,  on  peut  transporter  les  deux 
points  doubles  à  rinfini  :  soit 

/(  X,  Y,  S  )   =    O 

l'équation  de  la  courbe  ainsi  transformée  -,  on  peut  sup- 
poser que  z  =^  o,  X  =  o  et  zr=o,;^  =  o  soient  les 
coordonnées  des  points  doubles.  Quand  on  fera 

C  ttt:  o,       .r  =:  o 

dans  les  formules 

d/  d/  d/ 

—  =  o,      -7-  =  o,      —  =0, 

iXx  d>  az 

elles  devront  être  satisfaites-,  les  dérivées  des  termes  du 
quatrième  degré  en  x  et  }'  devront  donc  s'annuler  pour 
X  =  o,  ce  qui  exige  que  le  terme  en  y*  et  le  terme  en  xj  * 

soient  nuls;  la  dérivée -r- étant  nidle  pour  a:  =:  o,  il  faut 

d:;  '■ 

que  le  terme  en  x^  soit  nul  également;  on  venait  de  même 
que  les  termes  j:'j^,  et  x''  ainsi  que  i^,  disparaissent. 
L'équation  de  la  courbe  prend  donc  la  forme 

Ax'  )'  -+-  lîx'j  H-  Cx>  - 

+  D.r^  +  V.xy  -\-  F  >'  -i-  G.r  -t-  11  >  -^  K  =  o, 


(  ^49  ) 
el,   si   Ton  résout  cette    équation   par  rapport  à   >',   on 
trouve  pour  cette  fonction  une  expression  rationnelle  par 
rapport  à  x  et  par  rapport  à  un   radical  recouvrant   un 
jiolynômedu  quatrième  degré. 

SUR  LES  COURBES  DE  DEGRÉ  Ul  QUI  OA'T  -  (m  l)   [ni  '2.) 

POINTS    DOUBLES. 

On  sait  que  -  (m —  i)  [in —  2)  est  le  nombre  maxi- 
mum de  points  doubles  que  puisse  posséder  une  courbe 
d'ordre  m. 

Une  courbe.  fV  ordre  ni  qui  possède  -  [ni  —  >  )  ('^^  —  -*) 
points  doubles  est  quarrable  par  les  fonctions  algé- 
briques et  logarithmiques  [y  compris  les  Jonctions  cir- 
culaires ini^erses). 

Il  suffit  de  prouver  que  Vx  et  Vj  de  cette  courbe  sont 
fonctions  rationnelles  d'un  même  paramètre  /;  pour  v 

parvenir  par  les  -(///.  —  i)  [m  —  1)   points  doubles  D  de 

la  courbe 

(')  /'(■^,  j)=o, 

d'ordre  m^  faisons  passer  une  courbe  d'ordre  7?/  —  2.  Cette 
courbe  est  déterminée  quand  on  l'assujettit  à  passer  par 

—  [m  —  2)    (m  4-1)    points-,    or,    elle   passe    déjà    par 

-  [m  —  i)  [m  —  2)  points  D  :  on  peut  donc  l'assujettir 
encore  à 

—  {m  —  2  ,    w  4-  I    —  —    m  —  I  I  1  /«  —  1  ]  =  m  —  2 

2  '  2  ' 

conditions.  Nous  Tassujcltirons  à  rencontrer  la  courbe 
[i]  en  ni —  3  points  fixes  que  nous  appellerons  A;  elle 
contiendra  alors  dans  sou  équation  un    paramètre  arbi- 


(  i5o  ) 
traire  i.,  el  celle  équation  sera 

Mais  cette  couibe  (2)  coupe  (i)  en  m  (m  —  2)  points;  sur 
ces  in  {m —  2)  poinls,  les  points  D  comptent  pour  deux 
el  équivalent  à  [ni —  i)  [ni  —  2)  poinls  d'intersection -, 
si  Ton  y  ajoute  los  m  —  i  points  A,  on  voit  que 

[m  —  I j  [m  —  2.)  -r-  rn  —  3  =  m-  —  im  ■ —  i 

points  d'intersection  des  courbes  (i)  et  (2}  sont  fixes  et 
connus*,  il  n'en  reste  plus  que 

m  [m  —  2  ]  —  (  m-  —  2 w  —  i )  ^ -:  i 

qui  soient  variables.  Si  l'on  forme  alors  la  résultante  des 
équations  (i)  el  (2),  toutes  les  racines  x  de  celle  résul- 
tante seront  connues  et  indépendantes  de  X,  à  l'exception 
d'une  seule  que  l'on  obtiendra  par  suiie  à  l'aide  d'une 
simple  division  et  qui  sera  rationnelle  en  X,  Ainsi  x  et  }' 
s'exprimeront  rationnellement  en  fonction  de  X, 

c.  Q.  F.  D. 

Réciproquement,  on  peut  prouver  que,  si  x  el  j  sont 

j     /•       •  •         7/      1   -   J   7    r         ?(^>)    y(^) 

des  fonctions  rationneUes  de  A  de  la  tonne  ———  j    '  '      -, 

c^,  /,  ^  étant  de  degrés  m  an  plus,  x  elj  seront  les  coor- 
données   d\ine    courbe    d'ordre    m   ayant  -  [ni  —  i) 

2  ^  ' 

[m —  2)  points  doubles. 
Posons,  en  effet, 


z  étant  introduit  ici  pour  l'homogénéité  ainsi  que  y. 
(nous  supposerons  ulléi'leurtMuent  r  =  i ,  f/i=i).  l,a 
courbe  représentée  par  les  équations  (1)  coupera  la  droite 

(  2 )  a.r  -h  by  -\    cz  :=r.  o 


(  i5i   ) 
en  m  points,  car  les  X  d'inlerseciion  seioiit  donnés   par 
la  formule  du  degré  ni 

a  çp  (>.,«.)  -1-  by'\,[j.)  -4-  ci{<  (^,  u)  =  O. 

A  aura  m  valeurs  et  par   suite  x  et  y  auront  m  valeurs 
simultanées. 

Comptons  maintenantles  points  d'inflexion  j  ces  poinls 
satisfont  à  l'équation  (  2)  et  aux  suivantes  : 


(4) 


tlA  d>. 

iPx        ,  d-r 
a [-  b  - — 


dX^ 


àV 


dz 
^dX=^"' 


or,  en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes,  (  2)  et 
(3)  peuvent  s'éct ire 


d'.t 


^        dX'  ^  d).dv.        '     d 


d^r\ 


+  ...  =0, 


d-j: 

'^'•^    dî^ 


y 


dX  dt 


o; 


la  résultante  des  formules  (4),  (5),  (6  )  donneia  les  X  des 
points  d'inilexion.  Or  (5)  et  (6)  se  simplilient  et  peu- 
vent s'écrire 

à}x  dV  d'z 

a h  «  -r^    +  c  — -—  =  o? 

da'  df*'  dp.2 


dXdu. 


,    d^^  d^3 

6  T7-j-  +  c  --—  =0, 
d/dy.  dxdpi 


et  la  résultante  cherchée  prend  la  forme 


"dl^         "ib7  dT' 

d-.r  d-v  d'^z 

dAclu.  dXdu  d/.  cliy. 

d^r  d^  )  kV-z 

dpi'  dv-  d^v. 


(  I5?.  ) 

Celte  c([ualion  est  niaiiifestenient  du  degié  3(m — 2); 
ainsi  la  courbe  coiisidcrée  possède  3  [m  —  u)  points  d'iu- 
llexion.  Or  une  courbe  d'ordre  ;//  possède  normalement 
'6in{  m  —  a)  points  dirifb:;xion  ;  celle  que  nous  considé- 
rons en  a  doîic  perdu 

omi m  —  -?.]  —  3  ( ///  —  2.)  =  3  [m  —  i  j  ( '"  —  ^]  • 

Or  on  sait  que  les  points  d'inflexion  ne  disparaissent 
que  parce  (ju'ils  se  trouvent  remplacés  pardes  points  sin- 
guliers.   Chaque     point     double  faisant  disparaître  six 

,,.,,.  ,  3  I/7I  —   I  )  (  m  —  2; 

points  d  inilexion,  on  en  conclut  que  ^  ' 

ou  —  [m  —  •  )  ('"  —  ^)  l'^^iiits  doubles  se  sont  attachés  à 

la  courbe.  c.  q.  f.  d. 

Il  faut  bien  remarquer  que  dans  notre  raisonnement 
nous  avons  tenu  conqite  des  points  situés  à  l'infini,  ce 
qui  résulte  de  l'emploi  des  coordonnées  homogènes.  En 
second  lieu,  nous  n'avons,  en  fait  de  points  singuliers, 
considéré  que  des  point.-»  doubles,  mais  il  est  clair  que  nos 
énoncés  devront  être  corrigés  si  les  points  singuliers,  au 
lieu  d'être  des  points  doubles,  devenaient  points  triples 
ou  seulement  points  de  rebroussement. 

Les  théorèmes  précédents  sont  dus  à  M.  Clebsch  qui 
les  a  établis,  mais  moins  simplement,  dans  le  Journal 
de  Crelle  (t.  64,  p.  43). 

sua  LES  COUUBES  d'orDRE  m  POSSÉDAIT  -  m  [ni  —  3) 
POIWTS    DOtBLES. 

Les  courbes  (V ordre  vi  possédant  —  m  {^ni  —  3  ^ points 

doubles  sont  quarrables  par  les  fonctions  elliptiques. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  considérons  une  courbe 

(•)  /(-ï^.r  ■  :--0, 


(  i53  ) 
d'ojdre  m, possédant  - //i  ( ///  —  3)  points  doubles  D;  ce 


nombre  est  égal  à  -  [m  —  '  )  l  '"  —  -^  )  —  ^  ■>  c'est-à-dire  au 

maximum    du   nombre  des    points  doubles    moins   un. 
Pour    déterminer    une    couibe    d'ordre  m  —  2,    il  faut 

-  (//f  —  2)    m  H-  1  )  conditions  -,  on  ponrradonc  assujettir 

une  courbe  d'ordre  m  —  -j.  à  passer  par  les  -  T7iini  —  3) 
points  D  et  pai 


2 
)ints  D  et  i)ar 


—  [m  —  2)1///+  1     —  -  m  (m  —  6  ;  —  i  zz^  m  —  2 

2  2 

autres  points  de  la  courbe  (  i  ),  que  nous  appellerons  A. 
Cette  courbe  contiendra  dans  son  équation  un  paramètre 
arbitraire  X  et  pourra  être  représentée  sous  la  forme 

{2)  (p(x,7) -f-).iî^(:c,r)^o; 

mais  cette  courbe  (2)  coupe  la  courbe  (i)  d'abord  en 
m  (ni  —  3)  pointsconfondus  avec  les  points  doubles  D  qui 
comptent  pour  deux,  et  en  m  —  2  points  A,  ce  qui  fait 
en  tout  tn-  —  2  //i  —  2  points  ;  or  les  courbes  (  1  )  et  (  2  ) 
devant  se  couper  en  ///  (///  —  2)  points,  il  restera  deux 
points  que  j'appellerai  B  sur  la  courbe  (  i  )  ^^'^  P^*'  ^^^~ 
quels  j)assera  encore  la  courbe  (2).  Nous  supposerons  les 
points  A  fixes  5  les  points  B  dépendront  alors  de  la  valeur 
attribuée  à  X5  nous  les  déterminerons  comme  il  suit  : 
Par  l'origine,  imaginons  une  série  de  droites 

:'3)  j=ctx, 

passant  par  les  intersections  A, B,  D  des  courbes  (  i  )  et 
i  2  )  5  les  coefficients  angulaires  a.  seront  racines  de  l'équa- 
tion 

(4^'    J'i  —  a-^"!!  (T;  —  «''^/  (jj  —  ^-ï^s) .  .  •  —  o      on     R    -  o, 


(  '54  ) 
dans  laquelle  {Xi^y^),  [x.,,  y.,),  •••  sonl  les  solutions 
comniunes  à  (i)  et  (2)5  on  peut  supposer  ([ue  Xxfx  et 
x^Y^  sont  les  eoordonnées  des  points  15.  Alors  on  voit: 
1°  que  Téquation  (4)  est  la  résultante  de  (  i  ),  (2)  et  (3)  i 
2*^  que  celle  résultante  est  divisible  par  le  facteur 

que  nous  représenterons  par 

(5)  Aa'  +  2Ba+G=o      ou      R,  =  o, 

et  qu'il  sera  facile  de  former.  Ce  facteur  fera  connaître  les 
coefficients  angulaires  des  droites  allant  de  l'origine  aux 
points  B  5  3°  la  résultante  R  =  o  pouvant  s'obtenir  en 
éliminant  j:  entre 

/"(x,ax)  =  o      et     -p  (x,a.r)  -4- >.i{>(x,ax)  =  o 

sera  de  degré  m  par  rapport  à  X-,  mais  comme,  dans  cette 
résultante,  Xs.fs-,  x^.y^,  .  .  .  sont  indépendants  de  X,  le 
facteur  Aa"  -+-  sBa  -f-  C  le  contiendra  seul  et  par  suite 
l'équation  (5)  sera  du  degré  m  en  X. 
On  tire  de  (5) 

-  B  -     y/B'   -  AG 

(6)  a= , 

en  ne  considérant  que  l'une  des  valeurs  de  y.  ;  la  valeur 
correspondante  de  x  s'obliendra  par  les  (îonsidérations 
suivantes  :  soient  «;,•  et  b,j  les  coeflicienls  de  x'j'  dans  cp 
et  ^  et  C,y  ::^  ttij  -+-  A  Z;,y,  faisons  varier  <-/,-,,  Z»,,-,  a/,;,  b,,i  de 
manière  h  ne  pas  altérer  la  résultante  11,  --:  o;  les  quan- 
tités x  ne  varieront  pas,  et  l'on  aura 

«IR      ,^  (IR,    , 

-rrr-  «C,y  -r  -r—  dUi        G  ^ 

ilLij  dL« 

d(<p—  H)     .,,      ,    dicpH-if. 


( 

ij5  ) 

celle  dent 

ière  1 

foimiil 

e  peut  s'éciiie 

* 

x'rl 

r/Cy-  -4 

-x'j'dCu 

-  o, 

cil 

"on  en 

ccmc 

lut 

(7) 

dR, 

dC,y 

:  x'j. 

dR, 

'  =  -; —  :  .T 

•*7'; 

de  là  plusieurs  manièies  de  se  procurer  x  en  loiuiioii 
rationnelle  de  a  et  de  À,  par  exemple  au  inoven  de 
i'équalion 

dR,        _  dR, 

Maintenant  revenons  à  la  formule  (  6),  pour  étudier  la 
quanlité  B"  — AC  placée  sous  le  radical  et  la  décom- 
poser en  facteurs.  Pour  cela  annulons-la  :  l'équation 
R,  =  o  aura  une  racine  double;  les  droites  allant  de 
l'origine  aux  points  B  seront  confondues,  ce  qui  peut 
avoir  lieu  :  i"  soit  parce  que  les  points  R  sont  en  ligne 
droite  avec  l'origine;  2°  soit  parce  que  les  points  B  sont 
confondus. 

i"  Supposons  d'abord  les  points  R  en  ligne  droite  avec 

1  origine,  x  doit  être  indéleruiiné  •,  donc,  dans  les  for- 

dR 
uiules  ('r^  les  - — -  doivent  être  nuls.  Or  on  a 

-^-  dC,y 

dR,        x^  dR,  de,;        v>  <IR,  , 

—  =  y  -, ^=  y  ~, —  Oji  ^=.  o  : 

tlX         ^  ÛC.j     dX  -ii-  dC,y      ^ 

mais,  l'équation  (5)  ayant  une  racine  double,  on  a  aussi 
dR, 

,  dR,  K        ,    Tt  ^ 

or,  quand  on  pose  -—  =  o  ou  A  a  -;-  li  r-z  o,  ou  y.  --   —  -• 
*  da  Jo 

R,  se  réduit  à 

B=  —  AC 

"■  =-  -       -A  ; 


(  '^6  ) 

en  e^alaîil  -r—  a  zéro,  on  a  alors 

dÀ  -, 

A  (Iâ  dA 

donc  enfin  B*  —  AC  s'annule  en  même  temps  que  sa  dé- 
rivée pour  les  valeurs  X  pour  lesquelles  deux  points  B 
sont  en  ligne  droite  avec  l'origine;  B^  — AC  aura  donc 
autant  de  facteurs  doubles  qu'il  y  aura  de  valeurs  de  X 
jiour  lesquelles  les  points  B  sont  en  ligne  droite  avec  l'o- 
rigine, el  Ton  pourra  écrire 


2"  Supposons  maintenant  les  points  B  confondus,  les 
valeurs  de  À  pour  lesquelles  cette  circonstance  se  présen- 
tera s  obtiendront  en  exprimant  que  les  courbes  (i;  el 
(2)  se  touchent  :  alors  aux  points  de  contact  on  aura 

df/do       ,   d^N        (1/    /d^       ^   do.  _ci/-     /d^         d^X 
â^'\dx'^  ^'dij  ~&r'   \dj-  '^  ''  dy-j  ~  Jz  •  \  dl  "^     d^j  ' 

en  égalant  ces  rapports  à  —>  en  chassant   les  dénomina- 

0 

teurs,  puis  en  éliminant  0  et  À,  on  trouve 

^8;  .1  =  0, 

J  désignant  le  déterminant  de^",  'i,  ^.  L'équation  (8)  est 
celle  de  la  jacobienne  des  courbes  /=  o,  (p  =  o,  i|/  =  o  ; 
or  on  sait  que  (Salmo^v,  Leçons  cV Algèbre  supérieure, 
traduites  par  Bazin,  p.  J2)  si  les  courbes  îp  =  o,  ^]>  =  o 
sont  de  même  degré:  i^la  jacobienne  passe  par  les  points 
communs  aux  trois  courbes*,  2^*  siy=o  a  un  point 
singulier  en  D,  la  jacobienne  y  a  un  poitit  singulier  avec 
les  mêmes  tangentes  et  par  conséquent  coupey^=  o  en 
six  points  confondus  en   I);   3"  la  jacobienne  louclie  la 


[  »^7  ) 
courbe /aux  points   A  el  pai-  conséquent  y  coupe  y'eii 
deux  points  confondus. 

Or  la  jacobienne  est  de  degré 

m  —  I  -f-  2    rn  —  2    =z  3  /«  —  -j  ; 

€lIecoupe/  =  o  en  m'ùin  —  y)  points  dont  il  fn ut  dé- 
falquer les  points  1)  au  nombre  de 

&  —  m   rn  —  3  )  r::^  3  r»  ,  ///  - — ^  3  ), 

2 

et  les  points  A  au  nombre  de  a  [ni  —  :>.)  ;  il  reste  donc 

m  i  3m  —  "j  I  —  3ni  {m  —  3 )  —  1   ni —  2  ]  =4 

points  où  la  jacobienne  peut  renconiier  yr=  o  et  par 
suite  où  la  courbe  (2)  peut  toucher  (i),  et  par  suite 
cpiali-e  valeursdeXpourlesquelles  B"  —  4  ACs'annulepar 
le  fait  du  contact  de  (i)  et  (2).  Le  polynôme  V  est  donc  du 
quatrième  degré  en  À-,  d'où  il  résulte  que  Y  y.  et  par  suite 
V X  et  V y  d'un  point  variable  B  de  la  courbey=:  o  peu- 
vent s'exprimer  rationnellement  en  fonction  d'un  para- 
mètre À  et  d'un  radical  de  la  forme 


sj  A'  -1-  aX^  -i-  fi).-  -r-  '/à  -h  0, 

(;equi  démontre  le  tliéoième  énoncé  plus  haut. 

La  première  démonstration  de  ce   théorème  est  due  à 
M.  Clebsch  [Jour uni  (le  d'elle,  t.  G4,  p.  210). 

Remarque.    —  On  pourra  représenter  les  coordon- 
nées or,  y  de  la  courbe  (i)  sous  la  forme 


x  =  F  [X,  y/  ;  I  —  X*  i  I  I  —  kn-  )\  , 

à  l'aide  d'une  transformation  rationnelle  opérée  sur  la 
variable  X  ;  si  l'on  fait  alors  A  =  snf,  on  aura 

^  =  G  ;  sn  z'  ^  +  sn'  ^  H  (  sn  ^j 
y  =  K(sn/)  -h  sn'rL(sn/' , 


(   '^^8  ) 

G,  H,  K,   L   désignant  des   fonctions   rationnelles.   En  | 

«^ffct,    le  radical  entrera  si   l'on  veut  dans  x  et  y  sous 
forme  linéaire^  or  11  est  égal  à  cntdn^,  c'est-à-dire  à  sW  t. 

G.    Q.   F.  D. 

Ainsi,  quand  une  courbe  a  son  maximum  de  points 
doubles  moins  i,  ses  coordonnées  sont  des  fonctions  ra- 
tionnelles d'un  même  sinus  amplitude  et  sa  dérivée,  ou, 
si  l'on  veut  encore,  sont  des  fonctions  doublement  pério- 
diques de  même  période  d'une  même  variable. 

QUELQUES  COUllBES  UEMARQUABLES  DONT  l'ÉQUATION 
DÉPEND  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 

Lorsque  l'on  cherche  une  courbe  plane  dont  le  rayon 
de  courbure  soit  proportionnel  à  l'inverse  de  l'abscisse,  on 
est  conduit  à  l'équation 


r 


y/ a'  —  [M-  -1- 


d.x. 


Cette  courbe  est  une  élastique,  on  la  rencontre  encore 
quand  or  cherche  parmi  les  courbes  isopérimètres  celle 
qui  engendre  le  volume  de  révolution  minimum  5  en 
transformant   convenablement  les  coordonnées,  on  peut 

prendre   c  =  O'.  alors  on  a  —  =  o,  quand  a:  :=  o,  et 

o       V  c/'  —  X* 

ou 

p^  .t''<Ix 


(   '\9  ) 
bi  1  on  tait  -  -^-  t,  on  a 


Jo  \/{i  —  t'](i  -ht']' 


Il  un-uaiii  ic  uiuuuie  n  fgaia 

on  a 


or,  en  prenant  le  module  A  égal  à  —  ?  en  sorte  que  A"  —  A'*, 


,  Jl       r 

rn  0  =r=  —  -î—  y/  I  — cn^&  i^i  -*-  cn'^); 

si  donc  on  fait 

r- 

kl  ry  

^  =  en  9,     </;  =  —  ^—  y/^  I  —  r^  )  ^  I  -1-  f-  ;  r/9, 
on  aura 

y——  «  — JOcn'0  = —  /  (i  — sn'e)f/S; 

la  limite  inférieure  est  d'ailleurs  arbitraire  si  Ton  choisit 
convenablement  l'origine  :  on  a  alors 

(  .r  =  <7  cnO. 

La  courbe  de  iM.  Delaunay  engendrée  par  le  foyer 
d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  qui  roule  sans  glisser 
sur  une  droite  a  pour  équation 


\//\u'j^ —  [x^  zjz  b'^  )' 


son  abscisse  et  son  ordonnée  s'exprimeront  facilement 
aussi  par  les  fonctions  elliptiques.  Dans  cette  courbe,  la 
moyenne  harmonique  du  rayon  de  courbure  et  de  la 
normale  est  constanie. 


(    iGo    ) 

SUR  LE  MOUVEMENT  DE   ROTATION  Al  TOUR  D   UN   POIAT. 

Les  équations  du  niouvciuent  J  un  corps  solide  (|iii 
présenle  un  point  fixe  et  qui  n'est  sollicité  par  aucune 
force  exlérifure  sont,  comme  on  sait, 

dp 
A  -     =  (B  —  C  r/r, 

(Il  '  ' 

(In 

(le  ' 

(Ir 

A,  B,  C  sont  les  moments  d'inertie  principaux  rela- 
tifs au  point  fixe;  p,  q,  r  sont  les  composantes  de  la  ro- 
tation instantanée  auiour  des  axes  principaux  relatifs 
au  même  point;  enfin,  t  est  le  temps. 

L'analogie  entre  les  équations  (i)  et  celles  qui  lient 
entre  eux  su  or,  eux,  dnx  et  leurs  dérivées  est  telle,  que 
l'on  est  tenté  de  poser 

g=  psngj  —  r), 

a,  j3,  y,  g.  t  et  le  module  A  désignant  des  constantes  ar- 
bitraires; et  Ton  satisfera  effectivement  aux  formules  (i) 

si,  observant  que 

cn'jr  r=  —  snx  dn.r, 

sn'.r  =:  cnx  dnx^ 

dn'x       —  X'sn.rcnj-, 


on  pr 


la' 


end 


''  =  S^\/f 


BC 

B)  iA  — C) 

AG 
B]  (B  — C^ 


/  AB 

V    A  —  C      B  —  C 


(   '6i   ) 

Ces  formules,  auxquelles  on  est  conduit  ainsi  par  la 
méthode  des  coefficients  indéterminés,  fourniront  pour 
a,  (3,  '/  des  valeurs  réelles  si  l'on  a  A  >>  B  ^  C,  ce  qu'il 
est  toujours  permis  de  suppose)-. 

Les  trois  arbitraiies  de  la  solution  sont  g,  Â,  t.  On 
peut  faire  abstraction  de  la  dernière  t,  et,  en  comptant 
convenablement  le  temps,  poser 


p  =  a.cngt,     q^psngt,     r  =  ydngt. 


Les  formules  (i)  sont  donc  intégrées. 

INIai s,  jDour  résoudre  complètement  le  problème,  il  ne 
suffit  pas  de  connaître/?,  q,  r,  il  faut  encore  calculer 
les  valeurs  des  angles  6,  cp,  '1,  qui,  dans  les  formules  de 
transformation  de  coordonnées  d'Euler,  servent  à  définir 
la  position  des  axes  principaux  d'inertie  par  rapport  à 
trois  axes  fixes  passant  au  point  fixe.  On  démontre  dans 
les  Traités  de  Mécanique  que  l'on  a 

i.      f^i'  du 

p  =  sma  s\nO  — — h  cosu  -—5 
'  dt  '  dt 

.      d^         .       d9 
^  I    ^  ^  dt  ^  dt 

t  d'il  di) 

r  =  -i  H-  cosû— ^• 
\  dt  dt 

Prenons  le  plan  du  maximum  des  aires,  ou  plan  inva- 
riable, pour  plan  des  xy.  On  sait  que  Ap^  Biy,  C/'  sont 
les  momeuis  des  quantités  de  mouvement  lelatives  aux 
axes  principaux.  Si  donc  on  désigne  par  G  la  constante 

,  on  aura 

1,      Cr  =  Gcûs(z,  C  , 

ikp  =  G  sinô  sino, 
By  =  G  sinô  cosœ  , 
Cr  =  Gcose. 

Ânri.  de  Malhémat  .,1'^  sâr'ic  ,  t.  WIII.  (  \vril  1879.)  1  ' 


des  aires  \  A' p'  - 

^B^7^^-C^/" 

kp  =  G  CCS  (z,  A), 

B9:=^Gcos(; 

ou  bien 

(  ^^^'^-  ) 

La  constante  G  ost  facile;  à  calculer  au  moyen  de  A  et 
de  g.  De  ces  trois  formules  on  lire  6  et  o;  il  reste  à  cal- 
culer l'angle  ^.  Pour  cela,  entre  les  formules  (3),  éli- 


d9 
minons-— 5  nous  aurons 


ou 


u  sino  -;-  a  C0S3)  =  sin0  — ^ 


p  sm»  -+-  a  cos<p 
d-h  = '—-. dt. 


sinG 
Éliminons  cp  et  (5;  de  là,  au  moyen  des  formulas  (4), 


nous  aurons 


ou  enfin 

Posons,  pour  abréger 
(6)  St=x; 

nous  aurons  alors 

G    Aa- cn^x  H- BB' sn-x    , 
dit  =  — -'- dx. 

Remplaçons  cn-jr  par  i  —  sn-j-,  et  a,  fî,  y  par  leurs 
valeurs  («);  nous  aurons 

G       B  —  G  J-    A— B    sn'.r 

d-h  =;  — — ^ dv. 

^       g-  A(B  — G    -t- C(  A  —  B;  sn'x 

Posons 


/A  B  —  G 


^   —  I  sn  V  —  I  «  » 
et  a  sera    réel,  jiuisque  sua  est   uue  fonction   impaire 5 


{   i63 

nous  aurons  alors 

B  — C 


sn^j: 


G       A  — B 

d-h  =:  — — =:z  (I.r, 

ë^  sn-x  —  sn^«\  —  I 


ou 


c         , — 

,,         G  A  ^ 

,/^  =  -,  — ri^—'  '^•^' 

b '^    sn'jT  —  sn^av  — i 
ce  que  l'eu  peut  écrire 

,„,  G      rAsn-.î-  —  Csn'rti/'  — I 

^O]  -Il  z=z — —    I  — dx. 

S^^  J      sn'jr  —  sn^ay  — i 

Désignons  par  F(.r)  la  quantité  placée  sous  le  signe  y, 
en  sorte  que 

ç 

■Il  =:  ■  fFix]  dx. 

Nous  allons,  pour  pouvoir  intégrer,  décomposer  F(x) 
en  éléments  simples,  par  la  méthode  de  M.  Hermite. 
Nous  désignerons  par  F  l'intégrale  de 

prise  le  long  d'un  parallélogramme  de  côtés  2  K  et 
2  K'  y' —  I  (périodes  desfonctionselliptiques}.Cetlequan- 
tité  r  est  indépendante  de  Xj  elle  est  égale  à  la  somme 
des  résidus  de  la  fonction  f{z)  pris  à  l'intérieur  du  pa- 
rallélogramme en  question.  Si  l'on  suppose  que  ce  pa- 
rallélogramme contienne  le  point  x,  le  résidu  relatif  à 
ce  point  sera  F [x];  quant  aux  résidus  relatifs  auxaulies 
infinis  a\^' —  i  et  —  a  y/  —  i ,  ils  sont  de  la  forme 

B.'{as/^—x) 
H  {as/'^^i  —  x)  ' 


(   'C.i  ) 
multipliée  par  la  limite  do 

Cr  —  a\^i  —  I  )  (  A  sn'.r  —  C  sn-  ^  y/  —  i 


pour  X  =  rty/  —  15  or  celte  limite  est 

fA  — C)  sn'^v/—  I  ^A  — CUn^^/y/—  ' 

ou 


2sn«  \/ —  I  sn'rt  y/ —  i         2sn«\/ —  1  en  a  y'  —  i  dna^ —  1 
ainsi  donc  on  a 

A  sn^r  —  C  sn'(7  \j  —  r 

r  = 

sn^^  —  sn^«v/ —  I 

1  W  [nJ  —  i  —  r)  (A  —  Cjsn'/Ty/—  1 

2  B  (fl  y'  —  I  —  J"  j    sn  «  y  —  I  en  é7  y/  —  i  dn  «  y/  —  • 

1  H'  (a^l  —  I  H- J?)  (A  — C^  sn'gy/—  1 

2  H  (  fl  y/  —  I  H-  j:  )    sn  a  y/  —  i  en  «  y'  —  i  dnr?  \J  —  i 

ou  bien 

Asn-.r  —  Csn-rt'y/ —  i 


Ff:r]   =r 


sn- X  —  sn'rt  y/  —  1 

I     (A  —  C]snr7y/ —  I 
^cnuy/ —  I  dn«y/ —  i 


/H'(«y/—  I  +  .r)    ^    H'frty/—  1— ^r) 


4î 


(«y/_i_i-;c)         il(ay/_  j  _  a:)  J 
Substituant  celte  valeur  dans  (8),  on  a 

j  G  r  I  G  (  A  —  C  I  sn  rt  y/  —  I 

l    -L  =::  .C  H ; ' 

1'         S^AC  2       g^AC       cnrty/— idnrty/  — I 

(9)       ' 

(  X  loi 


H  (  X  —  rt  y'  —   I  y 

^  Ii(x  +  «y/—  I  j 


Celte  formule  se  siniplilie  beaucouj)  quand  on  remplace 


(  '«5  ) 

G  par  sa  valeur.  On  a 

=  A-K-cn'x  -t-  B-p-sn-.r  4-  C-'/'cln-o:; 

si  (ce   qui  est  permis,  puisque  G  est   constant)  on  fait 
X  =  o,  ou  a 

G- —  A'a^  +  C^y- 
et,  en  remplaçant  5:  et  y  par  leurs  valeurs  [a), 

_  ^^    ABC    A/^fB  —  G)  -4-C:A—  B] 

"^    A—  G  (A  — Bj  ^B  -G)  • 

d  un  autre  côté,  si,  à  l'aide  de  (7),  on  calcule  en  a\^  —  1 
et  dn  a  y  —  i ,  et  si  alors  on  forme  la  quantité 

1  G(A  — Cl  sn rf  s/  —  I 

1  rt  y  —  i  àna  \l  —  1 


AC 


on  la  trouve,  réductions  faites,  égale  à ■■.  il  en  résulte 

<jue  la  formule  (9)  se  réduit  à 

■i)  = h  -^ lOg  ^ • 

On  peut  introduire,  comme  l'a  fait  JacoLi,  la  fonction  0 

à  la  place  de  H,  en  observant  qu'à  un  facteur  constant 

pi  es  on  a 

^V^, 

Y\{x  —  a\J  —  I  )  :-r  Ç)[x  —  a\l  —  i  —  YJ \J  —  ï)e 


H  {jr  ~i-  as/  —  1)=^  &  {.T  -^  a\^  —  i-i-K.'  v  —  i  ] 

Si  donc  on  fait  a  4-  K'  =  ^,  on  aura,  en  négligeant  une 
constante, 

Gr.r      v^^r,     0(.r-çv/=r7) 

(10)  ■];=— -— -1 log-^ '^=-, 


{  '66  ) 

Rueb,  eu  modifiant  des  formules  don  nées  par  Legendre, 
était  parvenu  par  une  tout  autre  voie  à  ces  résultats; 
Jacobi  est  allé  plus  loin  en  calculant  encore  les  lignes 
trigonométriques  de  (}  de  mianière  à  revenir,  au  moyen 
des  formules  d'Euler,  aux  neuf  cosinus  qui  définissent  la 
position  du  corps.  Indiquons  rapidement  la  marche  qu'il 
a  suivie. 

La  formule  (lo),  en  ayant  égard  à  (6;,  devient 


Gr^       s/—  1        &{.r-  -ç^f—  I  ) 
AC  2  ^eur-+-?v/-  0' 


si  l'on  pose 

s/—  I  ,     e^TT—  çv/—  1  ^  Gr 

7i  =  - -'«K — : .  ?  — —  =  /î, 

-•              0  (x  H-  sv  —  I  j  ^^ 
on  aura 

■^  =z  r/t  -h  -^^j 

et 'l se  composera  d'une  partie  proportionnelle  au  temps 
(et  l'on  pouira  appeler  la  quantité  7i  le  moyen  mouve- 
ment) et  d'une  partie  '\ii  dont  nous  allons  calculer  le 
sinus  et  le  cosinus.  On  a 


/@{x  ^ 


W-  i; 


et  Ton  en  conclut  facilement  cos(|^i  et  sint|/,.  Pour  plus 
de  développements,  nous  renverrons  au  Mémoire  de 
Jacobi  inséré  dans  ses  MaLheinalisclie  Wevhe,  t.  XI, 
p.  i39,  écrit  en  français. 

MOUVEMENT  DU    PENDULE    CONIQUE. 

Prenons  pour  axe  des  z  la  verticale  descendante  du 
point  de  suspension,  pour  plan  des  xy  le  plan  horizon- 
tal passant  par  le  même  point.  Soient  /■  la  longueur  du 


(   i67  ) 
pendule,   Q  sa    colalitude,  •]>  sa  longitude  :  le  théorème 
des  forces  vives  donnera 

et  celui  des  aires 

(2)  .=  sin^-ô(g)=.c. 

rt  et  c  sont  deux  constantes  dont  nous  allons  fixer  la 
valeur.  Soient  \^l  =  igh(^  la  vitesse  initiale  du  mobile, 
h  sa  hauteur  initiale  au-dessus  du  point  le  plus  bas;  en 
faisant  t  =  o  dans  (i),  nous  aurons 

''o  =  2gTros9o  H-  «, 
ou 

d'où 

(3)  ar=-,is[h.~h]. 

Désignons  par  \x.  l'angle  que  v.^  fait  avec  l'horizon.  En 
faisant  f  =  o,  0  =  -So  dans  (2),  nous  aurons 


r-  sin'00 


mais  /'sinôo  (-7-)    est  égal  à  i^,  cosfx  et  /'sinôo  est  égal  à 


\jr-  —  /r,  on   a  donc 


(  4  )  C  =  y^r'  —  h'^  f 0  ces  V.  =  sjl  gllf,  (  /^  —  ll^)  COSfZ. 

Maintenant,  entre  (i)  et  (2),  éliminons  —^5  nous  au- 
rons 

MX"^       f 2,^rcos9 -f- «) /"'sin-S  —  c' 


dt  )  /-^sin^ô 

Si  nous  posons 
[6)  rcos5  =  2, 


(   -68  ) 
nous  aurons 

OU,  en  vertu  de  (3)  et  (4), 


j    =2^[(z +  //„  —  />)   lr^  —  z^]—/,,[,^  —  h^)cos'-j.]. 


Si  l'on  substitue  à  z,  dans  le  second  membre, 
—  oo  ,  —  /•,  A,  -f-  r,  on  obtient  des  résultats  ayant  pour 
sii^nes  -f-,  — ,  -k,  — ;  on  peut  donc  poser 

(8)  r^l^^y  =  -^g[z-.)[z-p){z-y), 

Ci,  |3,  y  désignant  des  quantités  réelles  dont  deux  sont 
comprises  entre  —  /'  et  -r-  /•,  et  dont  la  troisième  est  né- 
gative et  moindre  que  —  /'. 

On  sait  que,  pour  ramener  l'équation  (8)  à  celle  qui 
définit  la  ft)nction  elliptique,  il  faut  poser  z  =  oc  -\-  pur  ; 
posons  donc 
(g)  z  =  a+/?sn'wf; 

nous  aurons,  au  lieu  de  (8),  en  écrivant  5  au  lieu  de 
sn  (ùt  et  en  désignant  par  A  le  module  inconnu  de  snoi)/, 

-I-  2/-^w>  -{-  g{y.  —  p]  [x  —  y)  =  o. 
Celte  formule  aura  lieu,  quel  que  soit  s,  si 

M^A-  =  —  /;, 

-^  :i +  /-)«=  =  2a- p- 7, 

—  w'/^  =  —  !  a  —  p/    !  y.  —  y' . 


(   1^9  ) 
En  éliiuluaiil  oj  par  division,  on  en  lire 


X  -{-  k'        2a—  ft  — 7  I  ^a—  p)(a  — y)' 

d'où,  égalant  les  valeurs  de  A'. 

2«  —  P  —  7 

En  résolvant  par  rapport  à  />,  on  trouve  —  (a  —  [3) 

ou  —  [y.  —  y)  :  alors  A'  = ou  ^ „  •    Pour  que    A 

\  '  '  a  —  7  a  —  p 

soit  réel,  il  faudra  que  a  —  .6  et  a  —  y  soient  de  même 
signe,  ce  à  quoi  on  arrivera  en  prenant  pour  a  la  racine 
positive  la  plus  grande.  Enfin,  pour  que  A  soit  moindre 

que  l'unité,  on  prendra^  =  —  (a  —  j3),  A' =  •>   et 

l'on  supposera  que  y  soit  la  plus  petite  des  racines; 
alors  on  aura 


la  formule  (9)  donne  alors 

C  =  a  —  [y.  —  8  ~  sn  -  &J .', 

OU  bien 

zzzz  y.  en  '  w  /  -^-  [ï  sn  -  w  /, 

ou,  en  vertu  de  (6) , 

{\i\  r  ces  9  =  a  en  '  w  ^  -4-  (3  sn  -  w  f . 

Maintenant,  la  formule  (2)  donne 
dl>  c 


dt        /^sin'O 
et,  en  vertu  de  (11), 

cdt 
dh  — 


rdt  1  I 


ir  \r  —  a  cn^wf  —  p  sn'wf       /•  -H-  a  rn'wf  -H  [ï  sn-'w? 


(  '70  ) 
On  a  donc  eniîii 


iTfi 


11  _  ^'    C       •" 

r  -t-  a     I  a 


de 


Les  deux  inlégrales  qui  figurent  ici  sont  de  seconde 
espèce 5  — [d)  —  do)  se  composera  donc  d'un  terme  pro- 
portionnel à  Z  et  de  termes  périodiques  de  la  forme 

0'(  w^  -I-  s) 

@[(ot  -+-  s) 

Si  donc  on  imprimait  au  pendule  un  mouvement  uni- 
forme de  rotation  convenable,  son  mouvement  relatif 
serait  périodique. 


SOLITION  DE  LA  QUESTION  DE  MATIIÉMATIQIES  SPÉCIALES 

PROPOSÉE  AU  CONCOURS  d' AGRÉGATION  DE  I  877  (*); 

Par  m.   L.   BOURGUET. 


On  donne  un  ellipsoïde  et  un  point  A  : 

1°  Trouver  un  point  B  tel  que,  eu  menant  par  ce 
point  un  plan  quelconque  P,  la  droite  Alî  soit  toujours 
l'un  des  axes  du  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  A  el 
pour  base  la  section  de  V ellipsoïde  par  le  plan  P; 

(*)  CeUe  (juestioii    se  trouve,   aux  lonucs  près,  dans  VApen-ii  Itislo- 
riquc.  p.  287.  <  II-  •'■ 


(   '7'  ) 

2°  Le  piobLcme  a  en  gànér/il  tiois  sohuioiis  :  trouver 
pour  quelles  positions  du  point  A  le  nombre  des  solu- 
tions devient  injini; 

3°  Le  point  A  restant  jîxe,  on  suppose  que  Vel- 
lipsoïde  se  déforme  de  façon  que  les  trois  sections  prin- 
cipales conserventles  mêmes  foyers ,  et  V  on  demande  le 
lieu  que  décrit  alors  le  point  B. 

Soit  CD  une  corde  de  la  surface  passant  par  B.  Le 
conjugué  B'de  B,  par  rapport  à  C,  D,  est  sur  la  bissectrice 
extérieure  de  Tangle  CAD,  perpendiculaire  à  AB.  Donc 
le  plan  polaire  de  B  passe  par  A  et  est  perpendiculaire 
à  AB.  Cette  propriété  va  nous  permettre  de  déterminerB. 
Soient  Xi^yi,Zi  les  coordonnées  de  ce  dernier  point, 
a,  j3,  y  celles  de  A.  Le  plan  polaire  de  B  est 


a-  b- 


La  condition  cjue  ce  plan  passe  par  A  et  soit  perpen- 
diculaire à  AB  donne 


a'  b-  c- 


On  voit  d'abord  que  B  se  trouve  dans  le  plan  polaire 
de  A.  Les  deux  plans  suivant  lesquels  se  coupentles  deux 
surfaces  passent  par  B.  Le  plan  représenté  par  la  première 
équation  coupe  les  cjMindres  représentés  parles  autres, 
suivant  deux  coniques  ayant  une  asymptote  parallèle,  se 
coupant  par  conséquent  en  trois  points.  Donc  à  A  cor- 
respondent en  général  (rois  points  B. 


On  lire  de  ces  é([ua lions 


a  j,  [3  z,  7 


«'        a- — X        //-'         b- — X        c-        c- — '/. 


T1 


a'  —  X        b-  —  X         c'  —  X 

Ceci  prouve  que,  si  par  le  point  A  on  fait  passer  trois 
surfaces,  ayant  leurs  sections  principales  homofocales 
avec  les  sections  principales  de  la  surface  donnée,  les 
trois  droites  A13  sont  les  normales  à  ces  trois  surfaces. 
Les  trois  droites  AB  forment  donc  un  angle  trirectangle. 

Si  la  surface  se  déforme  de  telle  sorte  que  les  foyers 
des  sections  principales  restent  fixes,  on  voit  que  le 
point  B  décrira  les  trois  normales  aux  siirfaces  dont  nous 
avons  parlé. 

X  est  complètement  déterminé  quel  que  soit  A;  pour 
queB  devienne  indéterminé,  il  faut  donc  qu'on  ait,  par 
exemple,  a-  —  '/,=  o^  a  =  o\  alors  le  lieu  du  point  B  est 
une  parallèle  à  l'axe  OX,  passant  par  A. 

Note.  —  Autres  solutions  de  MM.  Dun-antou,  Tourrettes  et  Gambev. 


SOLUTION  DE  LAQllESTIOA'  ftE  MATIIÉMATIQIESÉLEMEMAIRES 

PROPOSÉE  AU  COJVCOL'KS  d'agUÉGATION  DE   l8^j; 

Par  .^I.   COTTEREAU, 

Elève  du  lycée  Cliarlemafjne  (Institution  Massiu). 


Une  droite  K^^  de  longueur  donnée,  tourne  autour  de 
son  milieu  O,  supposé  fixe,   de  façon  que  les  rapports 

—-î   -—  des  dislances  de  ses  extrénnlès  A  cl  B  à  deux 
Al)     BD 


(   «73  ) 
points  fixes   Q  et   Y)  soient  toujours  égaux   entre  eux; 
tromper  le  lieu  engendré  par  cette  droite  AB. 

Eli    posant  AO  rrx  ni ,  CO  =  a ,  DO  ^=  Z»,  COB  =:  y. , 
BOIJ  =  (3,  ou  a  ininiédiatement 


2 am  Cv)S a         ///-    -  rr  —  i  nni  cosa 


m-  -+-  ù^-i-  Q.  h  m  cos  ji         ni'^  4-  b'  -^  i  bin  cos  p 
w  -I-  -'z'        <7  cosa 
nr  -x-  b-        i  cos  fi 

-                          cosa  ,  , 

Le    rapport est   constant,  et,    par   conséquent,    la 

droite  AB  décrit  un  plan  perpendiculaire  au  plan  AC. 
I.e  lieu  de   la  droite  AB  serait  encore  un  plan  si  le 
point  O  était  un  point  quelconque  de  cette  droite. 


SOLUTION  DE  LA  QlESilO^  DE  SIÉCANIQIE  ÉLÉMENTAIRE 

PROPOSÉE  AU   COA'COURS  DAGUÉGAïlOJM   DE    tS^j; 

Par  m.   a.   ïOURRETTES. 


Deux  poids  V  et  P'  sont  assujettis  à  se  niom'oir  sur 
deux  plans  inclinés  dont  V intersection  est  horizontale  ; 
ces  deux  poids  s' attirent  proportionnellement  à  leurs 
masses  et  à  une  puissance  connue  h  de  leur  distance 
mutuelle:  trouver  leur  position  d'équilibre  [on  négli- 
gera les  dimensions  des  deux  poids). 

Etudier  le  même  problème  en  tenant  compte  du  frot- 
tement que  Von  suppose  le  même  pour  les  deux  plans 
inclinés. 

Il  est  d'abord  évident  que  les  points  A  et  B  sont  dans 
iiti  même  plan  perpendiculaire  à  l'inlersection  des  deux 
plans  inclinés;  car  la  direciion  AB  de   l'attraction  doit 


(  »74  ) 
être  dans  le  plan  veilical  conlenanl  la  normale  en  A  et 
aussi  dans  le  plan  vertical  contenant  la  normale  en  B; 
par  conséquent,  ces  deux  plans  verticaux  se  confondent. 
Considérons  la  section  ACB,  et  soient  a,  16  les  inclinai- 
sons des  deux  plans  sur  Tliorizon,  m,  ivl  les  masses, 
<î  la  distance  AB,  p.  la  constante  de  l'attraction  et  6  l'in- 
clinaison  de  AB  sur  Thorizontale  du  point  A,  dans  la 
position  d'équilibre  des  deux  points. 

Les  forces  qui  agissent  sur  le  système  sont  les  poids 
in^^  m' g  et  leur  attraction  mutuelle  ixmm'â''-  J'exprime 
que  chaque  point  est  en  équilibre  sous  l'action  des  forces 
qui  le  sollicitent  : 

i   £"  sin  a.  =z  a  m' S''  ces  (a  —  0], 
(il  '  \  r 

^    '  I  g-sinp  =  y./72^*cos(P -4-  9;, 

d'où  l'on  tire 

sina         m'  ces  !  y.  —  6 


sin  [i         m  l'os  1  p  -t-  Ô  . 
et 

m  sin  a  cos  ^  —  m'  sin  p  ens  a 


langô 


m  -\-  m'  )  sin  a  sin  ^ 


Connaissant  0,  l'une  des  équations  (i)  donnera  0^ ^  et  par 
suite  à.  La  première  partie  est  résolue. 

Maintenant  tenons  compte  du  frottement.  On  sait  que 
le  frottement  est  proportionnel  à  la  pression  normale,  et 
à  un  coefficient^,  cjui  est  ici  le  même  pour  les  deux  plans. 
La  force  de  froirement  agissant  sur  A  sera  y}??^  cos  a; 
celle  qui  agit  sur  B  sera  de  même  fni' g  coS|S.  Comme  ces 
forces  exercent  leur  action  eu  sens  inverse  du  mouve- 
ment qui  tend  à  se  produire,  nous  aurons  les  deux  équa- 
tions d'équilibre 

g  (sin  7.  —  /'cos a)  :^  ^t m' rj''  cos  [  y.  —  9  , 
s  i  sin  ft  — /cos  fi    =  ij./n  0'  cos  S  -f-  0  , 


(   '7^  ) 
el,  si  Ton  ^osef=^  la\)^o,  il  vient 


■sin[a  —  <f'  —-=  p.  coso/«'(î*cos(a —  G), 


(2) 

/   g'  sin  (  p  —  ç  )  =  V.  cos s3  m  o^  cos  (  p  ^-  9  i , 

d'où 

sin  (a  —  (p  ]         /«'  eus  (a  —  G  ) 

sin   [i  —  '^  1         /«   cos    p  -f-  S  1  ' 

et,  en 

P' 

osant  a  —  '^  =--  a',   .3  —  o  =^  I^'i  o"  trouve 

///  sin  a'  cos  B'  —  /«'  sin  S'  cos  a' 
tani^'G  r=  — — •——. : — '—. 

[rn  --r-  ni'  ]  sin  a'  sin  p' 

C'est  la  même  formule  que  dans  le  premier  cas,  seule- 
ment les  plans  ont  été  inclinés  de  l'angle  îp,  qui  est 
l'angle  du  frottement. 

Connaissant  0,  on  n'aura  qu'à  substituer  dans  l'une 
des  formules  (2)  pour  avoir  cî^.  On  déduira,  du  reste, 
cette  valeur  de  celle  trouvée  dans  la  première  partie  en 
remplaçant  a,  jS,  [j.  par  a',  [ù'  et  y.  cosg. 


SOLliTlO^  BE  LA  Ql'ESTION  DE  LICENCE 

PROPOSÉE    AU    CONCOURS    DAGRÉGATIOK    DE    l8~7^ 


Par  m.  a.  TOURRETTES. 


Étudier  le  nwuvenieut  des  deux  points  pesants  m  et  p. 
qui  s'attirent  proportionnellement  à  leur  niasse  et  à 
leur  distance  :  le  point  [j.  est  assujetti  à  rester  sur  une 
verticale  Oz,  et  le  point  ni  à  rester  sur  un  plan  hori- 
zontal qui  tourne  uniformément  autour  de  la  verti- 
cale Oz. 

Considérons   d'abord    le  mouvement  du  point  ///.  En 


(  ^1^  ) 

appelant  A  le  cocfficiciil  de  l'aitraciion,  on  trouve 


(il-  * 


ou 


i-  Af/.    z-f--f-=o 


Posant 


'-^T 


on  trouve  l'intégrale 

2  =  —  -^ — i-  A  coil  \//  j.  -j-  s  sin  t  \lirû.. 

Pour  déterminer  les  constantes,  je  suppose  que,  à  Tori- 
srine  du  mouvement,  z  =  /i  et  -—  :=  o.  On  trouve  ainsi 


(  I  )  z  =  —  -^ 1-   [h  -^~\  cos  t  \  X  y. 

h  'J.  \  h  a  J 

et 

dz               Iiku.  -\-  g    .         rr- 
—  r=  —    —  sm^  V  A  ^. 

La  vitesse,  d'abord  négative,  devient  nulle  pour 
t  =  —='  Alors  z  =Ji  —  —' 

r^e  mobile  remonte  ensuite  à  la  hauteur  /?,  et  ainsi  de 
suite  indéfiniment.  La  durée  d'une  oscillation    simple 

est  — ^• 

Je  passe  maintenant  à  l'étude  du  mouvement  de  /y.. 
Soit  OL  une  droite  fixe  dans  le  plan  des  xOy^  et  wf 
l'angle  de  0.r  avec  cette  droite.  En  tenant  compte  de 
ralliaciion  du  point  ni,   et  appliquant    le  théorème  de 


(  ^77  ) 
Coriolis,  j'ai  l'équaiioii 

d^  X  d.T 

u. ^=z  —  km  ;j.  .7.-  -+-  y.w'  .r  -1-  7,  U.M  —  : 

^  dt-  '  '  '^      dt 

le  premier  terme  du  second  membre  est  la  composante 
de  rattraction  suivant  Oo:,  le  deuxième  et  le  troisième 
sont  les  composantes  de  la  force  d'entraînement  prise  en 
sens  contraire,  et  de  la  force  centrifuge  composée. 
On  aura  de  même 

r/^r  .,  dx 

u.  — —  =  —  Âni  lA r  H-  w-w'  >  —  2  uo)  —  • 
^  dt'  rj        >      .  •      cit 

En  divisant  par  \i.  les  deux  équations,  j'aurai  à  intégrer 
le  système  suivant  : 

I  '^'■^  '<'        i    -       i     \ 

\  —  :>.  w (  w- —  km  \  x.z=z  o^ 

1  dt'                 dt                            ' 

(?.)  ' 

1  d-y               dx         I    .        i     ^ 

I  -f-  2w  —  —  («- —  km]  r  =  G. 

f  dt-                dt         '                 '-^ 

L'élimination  de  }'  conduit  à  l'équation 

(  3") h  2(w'H-  km] 1-  (w=  —  kmYz=:  o. 

'     '  dt^  dt'         ^  ' 

Pour  l'intégrer,  je  pose  l'équation  auxiliaire 

X'  +  2  (w^-l-  km)\-  H-  (w- —  kmY=  o, 

dont  les  racines  sont  de  la  forme 

Par  suite,  l'intégi'ale  sera 

(4)  x  =  Acos  [at -^  oc]  -{- Bcos  [bt -]-p], 

où  A,  a,  B,jS  sont  des  constantes  arbitraires. 
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Do  la  deuxième  des  é(|uations  ['i)  je  tire 

.  d^y  fl.r 

2  w  i  w'  —  km  )  r  =  2  w  — '- i- -  4  w-  —  ; 

'  '  dt'         ^        dt 

mais  la  première  donne 

tP.x  fP  y  dx 

dO'  dt'         ^  '   (It 


d'y 

vient 

d^.r        ,  ^  ,      ,  dx 

de         ^  '  dt 


substituant  dans   la  nréeédetile  la  valeur  de  lut  -,   il 


2  0)  f  w-  —  km  )  Y  =  — -—  +  (  3  w'  H-  /,//;  ;  —  : 


fp  .7*     dx 
il  nV  a  plus  qu'à  former  -—- ,  —-  au   moyen  de  (4^-  On 

aura  done 

(5)  j  =  A,  co^[at  -4-  «,  :  +  B,  cos(  bt  -i-  8,), 

où  A,,a,,B,,(3i  sont  des  eoustantes,  fonetions  de  celles 
qui  entrent  dans  l'équation  (4  ),  ainsi  (juede  co,  />",  m,  «,  h  ^ 
fie  sorte  qu'il  n'y  a  en  réalité  que  quatre  constantes  ar- 
bitraires :  A,  a,  B,  (3.  On  les  déterminera  an  moyen  de 
la  position  et  de  la  vitesse  initiales  du  point  a. 

Les  équations  (4)  t't  (5)  représent(Mit  la  trajectoire  re- 
lative du  point  IX. 

Cette  courbe  n'a  pas  de  branches  infinies;  mais  on 
peut  se  demander  si  le  mouvement  est  périodique.  Il  faut 
que,  si  l'on  obtient  le  point  M  pour  t  ^iz  t^,  on  obtienne 
ce  même  point  pour  {  =z  ly.  Or  cela  exige  que 

nt,,  -t-  a  —  (  nti  -\-  a.    ~-z  o.n  tt. 

1)1, -'t-  p  —  [bt,-~f.  z-rtn'i:, 
d'où 

2«  TT  2  /?'  TT 

t,  —  ta  1  -  =  — - —  î 

a  b 
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En  donnant  k  n  cl  n' dos  valeurs  de  la  forme  <ïiî,  hd, 
où  d  est  arbitraire,  ori  satisfera  à  celte  condition.  Mais  Ji 
faut,  en  outre,  que  ao,ba  soient  entiers.  S'il  en  est 
ainsi,  ce  mouvement  sera  péi  iodicjue,  et  In  période  sera 


!VOTE  SI»   LA  1U-S(IUTI()\,  Ali  1Î0V!;\  M  TABLEAIX  GHA- 

iMi!oi:i:s,  i)i;  ceutaixs  imuiulemes  de  cosmographie 

ET  DE  TllKiOXOUriTDlE  SPIlÈRIOllE^ 

Par  m.   E.   COLLIGNON, 
Irijîénieur  en  flicf  <les  Ponts  et  Chaussées. 


I. 

Proposons-nous  de  construire  un  tableau  grapliique 
qui  fasse  connaître,  par  une  simple  lecture,  les  heures 
du  lever  et  du  coucher  du  Soleil  en  un  point  quelconque 
du  globe  terrestre  et  à  une  époque  quelconque  de  l'année. 
Les  heures  clierchées  dépendent  de  la  latitude  du  lieu 
et  de  la  déclinaison  du  Soleil  à  l'époque  donnée.  Nous 
résoudrons  le  problème  en  faisant  abstraction  de  la  dé- 
pression de  l'horizon  sensible,  de  1  iniluence  de  la  ré- 
fraction des  rayons  solaires,  de  la  petite  variation  subie 
par  la  déclinaison  pendant  la  journée,  et  enfin  de  l'é- 
quation du  temps. 

Soit(*)  O   le  lieu  de  l'observation:  Z  le  zénith  de  ce 
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lieui  EON  le  plan  de  l'iioiizon-,  iS  le  nord  vrai; 
E  Testas  le  point  où  le  Soleil  se  lève-,  P  le  pôle  bo- 
réal du  monde. 

L'arc  PJN  représente  la  latitude  À  du  lieu;  l'arc  PS, 
distance  du  Soleil  au  pôle,  est  le  complément  de  la  dé- 
clinaison D.  L'angle  ZPS  est  V  angle  horaire  du  lever; 
nous  le  représenterons  par  H.  Cet  angle  est  donné,  soit 
par  le  triangle  sphériqne  ZPS,  dans  le(juel  le  côté  ZS  est 
égal  à  un  (juadrant,  soit  par  le  triangle  PNS,  (jui  est  rec- 
tangle en  JN,  et  où  l'angle  en  P  est  le  supplément  de 
l'angle  clierché.  On   obtient  la  relation 

(ij  tang)itangD= — cosH, 

qui  fait  connaître  Tangle  horaire;  il  n'y  a  plus  qu'à 
convertir  les  degrés  de  cet  angle  en  heures,  minutes,...  à 
raison  de  une  heure  pour  i5  degrés.  Le  résultat,  re- 
tranché de  douze  heures,  sera  l'heure  du  lever  rapportée 
au  temps  vrai;  l'heure  du  coucher  sera  exprimée 
par  l'angle  H  lui-même,  converti  en  heures. 

Dansla  formule  (i),  les  variables).,  D  doivent  recevoir 
des  signes.  ÎSous  admettons  qu'elles  sont  positives  quand 
elles  se  rapportent  à  l'hémisphère  boréal,  et  négatives 
quand  elles  se  rapportent  à  l'hémisphère  austral.  On  re- 
marquera, d'ailleurs,  que  le  changement  de  ).  en  —  X 
équivaut  au  changement  de  D  en  — D,  de  sorte  qu'on 
peut  prévoir  tous  les  cas  possibles  en  regardant  /.  comme 
positif,  sauf  à  faire  varier  D  entre  ses  deux  liuiites  ex- 
trêmes,—  o  et-f-q),  op  désignant  l'inclinaison  de  Téclip- 
lique  sur  l'équateur. 

L'équation  (i)  se  résout  graphiquement  par  la  con- 
struction suivante  : 

Sur  une  droite  quelconque,  prenons  une  longueur  OH 
égale  à  une  unité  arbitrairement  choisie.  Au  point  H, 
faisons  langle  OIîA  =A,  et  élevons  au  point  O  uiieper- 


(  ^8i  ) 
pendiculaire  OA  sur  OB  jusqu'à  la  rencoulre  du  côlé  BA. 
La  longueui^  Ox\  sera  égale  à  tangÂ,  Par  le  point  A,  me- 
nons une  droi  le  AC,  qui  fasse  avec  O A  un  angle  OAC  =  D, 
à  droite  de  OA  si  D  est  positif,  à  gauche  si  I)  est  négatif. 
La  droite  AC  coupe  en  C  le  côiéBO,  prolongé  sil  est  né- 
cessaire, et  l'on  a 

OC  =  OA  tangD  =  tang).  tangD. 

Pour  avoir  Tangle  H,  il  suffit  donc,  puisque  OB  est  l'u- 
nité, de  décrire  du  point  O  comme  centre,  avec  OB  pour 
rayon,  une  circonférence  BB'  ([ui  coupera  en  E  la 
«Iroile  CE  élevée  au  point  C  perpendiculairement  à  BO. 
Joignant  OE,  on  aura  en  BOE  l'angle  demandé.  En 
effet,  OC  est,  dans  le  cercle  BEB',  égal  à  — cosBOE,  et, 
par  conséquent,  angle  BOE  =  H.  Si  D  était  négatif,  le 
point  C  serait  situé  entre  les  points  O  et  B,etrangleBOE 
serait  aigu:  son  cosinus  changé  de  signe  sérail  donc  en- 
core égal  au  produit  tangX  tangD,  devenu  négatif  par  le 
changement  de  signe  de  tangD. 

On  voit  sur-le-champ  qu'il  est  inutile  de  tracer  la 
droite  BA,  et  que  la  construction  reste  identiquement  la 
même  si  l'on  prend  la  longueur  OA  égale  à  tangÂ.  Elle 
leste  encore  la  même  si  l'on  déplace  le  cercle  BKB'd'une 
(pianiité  quelconque  le  long  de  la  direction  AO,  ce  qui 
permettra  de  faire  partir  du  même  noiut  fixe  A  les 
droites  AO  dont  les  longueurs  représentent  les  latitudes, 
et  les  droites  AC  qui  correspondent  aux  déclinaisons  du 
Soleil.  Enfin,  en  achevant  le  cercle,  on  pourra  attribuer 
sa  moitié  supérieure  au  lever  du  Soleil  et  sa  moitié  infé- 
rieure au  coucher,  et  y  marquer  les  vingt-quatre  heures 
avec  leurs  subdivisions,  de  manière  à  lire  l'heure  du 
lever  sur  une  des  demi-circonférences,  Iheure  du  coucher 
sur  l'autre.  On  obtient,  en   définitive,  le  tracé  suivant  : 

A,  origine  fixe  des  longucuis,  AO  =:^  taJ'S''-; 
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MN,  droite  perpendiculaire  à  AO,  correspondant  à 
une  latitude  donnée  ).  ; 

AC,  droite  issue  du  point  A,  et  faisant  avec  OA 
l'angle  D  égal  à  la  déclinaison  (à  droite  ou  à  gauclie 
de  AO,  suivant  que  la  déclinaison  est  boiéale  ou  aus- 
trale )  5 

O',  cercle  de  ravon  égal  à  Tunîté,  divisé  en  vingt- 
quatre  parties  égales  représentant  les  vingt -quatre 
heures;  la  ligne  BB',  niidi-niinuit,  est  perpendiculaire 
à  la  dioitc  AO.  Le  centre  du  ceicle  est  situé  sur  la 
droite  AO  prolongée. 

La  droite  CDD',  parallèle  à  AO,  menée  par  le  point  C, 
où  se  coupejit  des  droites  MN  et  AC  qui  représentent 
respectivement  la  latitude  X  et  la  déclinaison  D,  ren- 
contre le  cercle  précédent  en  deux  points  E'  et  E,  qui 
définissent,  l'un  l'angle  horaire  du  lever,  E'O'B,  l'autre 
l'angle  horaire  du  coucher,,  BO'E.  Les  heures  inscrites 
en  E  et  E' donnent  immédiatement  la  solution  du  pro- 
blème. Celte  solution  est  fournie,  comme  on  le  voit,  par 
l'intersection  d'un  cercle  unique  tracé  une  fois  pour 
louies,  avec  une  droite  d'un  parallélisme  défini,  menée 
par  le  point  commun  à  deux  droites  qui  dépendent  des 
données  X  et  D. 

On  remarquera  l'analogie  de  notre  construction  avec 
celle  du  Cadran  unwerseL  des  hauteurs,  décrit  dans 
V En cy c lop é die  niét/io diq ne. 

Il  est  aisé  de  compléter  ce  Tableau  en  y  faisant  pa- 
raître un  élément  que  nous  avons  laissé  jusqu'ici  de 
côté,  {'époque  de  l'année,  qui  détermine  approximati- 
vement la  déclinaison  du  Soleil,  et  aussi  Véqualion  du 
temps,  c^ui  permet  de  corriger  l'heure  en  la  rapportant 
au  midi  moyen,  au  lieu  du  midi  vrai.  Du  point  A, 
comme  centre,  avec  un  rayon  arbitraire,  décrivons  un 
arc  de  cercle  qui  sera  coupé   en  divers    points    par  les 
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rayons  correspondaiil  aux  déclinaisons.  Inscrivons  en 
chacun  de  ces  points  le  jour  de  l'année  auquel  le  Soleil 
a  la  déclinaison  indiquée;  puis,  portons  sur  le  rayon  à 
partir  de  l'arc  de  cercle,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  sui- 
vant qu'elle  est  positive  ou  négative,  une  quantité  pro- 
portionnelle à  l'équation  du  temps  relative  à  cette  même 
date,  évaluée  à  une  échelle  arbitraire.  JNous  pourrons 
construire  ainsi  une  courbe  continue  qui  fera  connaître 
à  la  fois,  par  les  dates  inscrites  le  long  du  tracé  et  par 
les  cotes  de  ses  ordonnées  successives,  l'époque  de  l'an- 
née et  l'équation  du  temps  qui  correspond  à  cette  époque. 
Ces  résultats  ne  peuvent  être  complètement  rigoureux, 
puisque  les  deux  éléments  qui  y  sont  donnés  varient  lé- 
gèrement d'une  année  à  l'autre. 

Les  limites  du  Tableau  sont,  d'une  part,  les  deux  droites 
menées  à  droite  et  à  gauche  de  la  ligne  moyenne  AO, 
et  faisant  avec  cette  droite  des  angles  égaux  à  l'angle  cy 
del'équateur  et  de  l'écliplique  :  elles  correspondent  aux 
solstices.  Eu  haut,  le  Tableau  se  termine  au  point  A, 
puisque  nous  excluons  les  latitudes  négatives.  Vers  le  bas, 
il  peut  être  indéfiniment  prolongé,  puisque  la  tangente  de 
90  degrés  est  infinie;  nous  l'avons  arrêté  arbitrairement 
à  la  latitude  de  70  degrés.  La  latitude  du  cercle  polaire  est 
représentée  par  une  droite  dont  la  portion  inscrite  dans 
l'angle  des  déclinaisons  extrêmes  est  égale  au  diamètre 
du  cercle  des  heures.  A  l'un  des  solstices  le  jour  n'y  dure 
(|u"un  instant,  à  l'autre  il  dure  vingt-quatre  heures. 
Pour  les  latitudes  plus  élevées,  le  Tableau  indique  clai- 
rement que  les  grandes  valeurs  absolues  de  la  déclinai- 
son laissent  le  Soleil  au-dessus  de  l'horizon  ou  au-dessous 
pendant  les  vingt-quatre  heures,  les  points  de  rencontre  E 
et  F/devenant  imaginaires.  Au  pôle,  cjui  correspond  à  une 
droite  infinie  en  longueur,  en  comparaison  de  laquelle 
le  diamètre  du  cercle  des  heures  devient  négligeable.  le 
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Soleil  reste  entièrement  au-dessus  de  1" horizon  ou  ejitiè- 
reraent  au-dessous,  d'un  équinoxe  à  l'autre,  époques  qui, 
sui'  l'épure,  correspondent  à  la  droite  moyenne  AO. 
Rien  n'est  plus  facile  que  de  déterminer  de  même,  d'après 
la  courbe  des  époques,  les  durées  du  séjour  du  Soleil  au- 
dessous  ou  au-dessus  de  l'horizon,  pour  un  point  quel- 
conque de  la  zone  glaciale. 

Enfin,  ce  tableau  s'applique  seulement  aux  latitudes 
positives,  c'est-à-dire  boréales.  Ou  peut  s'en  servir  pour 
un  point  de  l'hémisplière  austral,  en  changeant  à  la  fois 
le  signe  de  la  latitude  et  le  signe  de  la  déclinaison,  ce  qui 
fait  connaître  les  heures  rapportées  au  temps  vrai.  Mais, 
pour  la  correction  de  ces  heures,  on  aura  soin  de  prendre 
l'équation  du  temps  qui  s'applique  à  Vépoqne  vraie,  en 
observant  que  la  symétrie  de  la  figure  par  rapport  à  la 
ligne  moyenne  AO  ne  s'étend  pas  à  la  courbe  des  époques. 

Le  même  Tableau  fait  connaître  aussi  les  coordonnées 
géographiques  des  points  du  globe  pour  lesquels  le  Soleil 
se  lève  ou  se  couche  au  môme  instant.  Proposons-nous, 
par  exemple,  de  trouver  les  points  de  la  Terre  pour  les- 
quels le  coucher  du  Soleil  a  lieu  à  la  même  heure  que 
pour  Paris,  lorsque  la  déclinaison  est  de  lo  degrés  aus- 
trale. 

Soit  AC  la  droite  qui  correspond  à  la  déclinaison  lo  de- 
grés australe,  CO  riiorizoïUale  qui  correspond  à  la  lati- 
tude de  Paris.  L'heure  marquée  en  E  sera  l'heure  du 
coucher  du  Soleil  à  Paris.  Au  même  jour,  le  Soleil  se 
couche  à  l'heure  Ei  pour  la  latitude  OjCi,  à  l'heure  Eg 
pour  la  latitude  O2C2  (heure  des  localités),  et  ces  heures 
correspondent  au  même  instant,  s'il  y  a  entre  les  points 
où  on  les  observe  et  Paris  des  différences  de  longitude 
égales  aux  angles  EjO'E,  E.O'E.  Il  suffit  donc  pour 
résoudre  le  problème  d'associer  aux  latitudes  rencontrées 
par  la   droite  AC  les    longitudes   repiésentées   dans   le 
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cercle  par  les  angles  au  centre  correspondant  aux  arcs 
horaires.  Les  angles  comptés  en  arrière  de  O'E  corres- 
pondent aux  longitudes  occidentales,  les  angles  comptés 
dans  le  sens  des  heures  correspondent  aux  longitudes  à 
l'est  du  méridien  auquel  on  rapporte  le  temps.  Le  cercle 
des  heures  permet  donc  d'introduire  dans  le  problème 
la  considération  des  longitudes. 

IL 

Va  abaque  analogue,  que  nous  avons  construit,  lait 
connaître  à  vue  Vaiigle  aziijintal  jNOS,  compris  entie 
le  nord  et  le  point  de  l'horizon  où  le  Soleil  se  lève,  angle 
qu'on  appelle  parfois  Vaniplitude.  ortive  dn  Soleil  et  qui 
est  égal,  si  l'on  néglige  la  variation  diurne  de  la  décli- 
naison, à  l'angle  azimutal  compris  entre  le  nord  et  le 
coucher,  c'cst-à-dii^e  à  Vanijylitude  occnse. 

Cet  angle  o)  est  donné  par  le  triangle  rectangle  PjN'S: 
on  a,  en  elTet, 

cos  PS  =  cos  PN  ces  IMS , 
ou  bien 


sinD  =  coSA  cosw. 


Posons 
il  viendra 


.rz=cosw,     jr^^^sinD: 

jr  =  xcos>, 

équation  tjui  représente  en  coordonnées  rectangles  une 
série  de  dioiles  passant  toutes  par  l'origine  et  dont  les 
coefficients  angulaires  sont  égaux  aux  cosinus  de  la  lati- 
tude. Ayant  tracé  ces  droites  pour  ditléren  tes  valeurs  de  a, 
bu  les  coupera  par  une  série  de  parallèles  à  l'axe  des  x, 
ayant  pour  ordonnées  le  sinus  de  la  déclinaison.  Le  point 
d'intersection  d'une  droite  du  premier  système  avec 
une  droite  du  second  aura  pour  abscisse  le  cosinus  de 
l'angle  w;  et  l'on  pourra,  par  conséquent,  lire  la  valeur 


(  '87  ) 
do  cet  angle,  si  l'on  a  soin  de  graduer  l'axe  des  abscisses 
suivant  la  loi  exprimée  par  réqviation  x  :::=:  cosoj  et  d'y 
inscrire  les  valeuis  de  l'angle  oj,  et  non  celles  de  l'ab- 
scisse X.  L'axe  des  j"  sera  gradué  suivant  la  loi  j=  sinD, 
en  donnant  à  D  des  valeurs  positives  ou  négatives,  com- 
prises entre  ces  deux  limites  extrêmes.  Enfin  cliaque 
droite  passant  par  l'origine  porte  une  cote  qui  fait  con- 
naître la  latitude  correspondante. 

Le  même  Tableau  graphique,  prolongé  <'t  complété, 
peut  servir  à  résoudre  à  vue  tout  triangle  spbérique  rec- 
tangle. On  obtient  ainsi  le  Tableau  n"  3. 

Soit  ABC  un  triangle  rectangle  en  A  5  soient  a  l'iiypo- 
lénuse,  b  et  c  les  côtés  de  l'angle  droit,  B  et  C  les  angles 
opposes.  On  aura,  entre  ces  divers  éléments,  les  deux 
équations  principales 

cos«  =  cosb  co^c, 
sin6  ;=  s'ina  sin  B; 

et  si  l'on  parvient  à  tracer  deux  séries  de  ligues  qui  cor- 
respondent l'une  au  paramètre  c,  l'autre  au  paramètre  B, 
les  coordonnées  dépendant  des  arguments  a  et  b,  on  aura 
construit  un  Tableau  graphique  (jui  liera  ensemble  ces 
quatre  éléments,  et  qui  permeltra  de  résoudre  à  vue  le 
triangle,  quelles  que  soient  les  données.  jNous  ferons  pour 
cela,  comme  tout  à  l'heure, 

X  =  cos  b , 

y  =:  cos«, 
et  il  viendra 

r  =-  .-c  cosc, 

équation  de  droites  passant  par  l'origine  et  repiésenlant 
les  li''nes  c. 


)/ 1  —  x-  =:;  dr:  sinB  ^  i  — /% 

I     -    x'  :rr:  =.:  sin'B    I  —  J"), 
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équation  d'hyperboles  qui  passent  toutes  par  les  points 
du  plan  j?=  ±i,j^=±i,et  qui  correspondent  cha- 
cune à  une  valeur  de  l'angle  li.  Si,  dans  cette  dernière 
équation,  on  faity  =  o,  il  vient 

x''  =:  I  —  sin'  B  =  ces'  B . 

Donc  .r  =  ±  eosB.  Chaque  hyperbole  coupe  donc  l'axe 
des  abscisses  en  un  point  dont  l'abscisse  est  le  cosinus  de 
l'angle  cherché.  Or  l'axe  des  x  est  déjà  gradué  suivant 
la  loi  x  =  cos^.  L'arc  inscrit  en  chaque  point  de  l'axe 
représente  donc  un  angle,  et,  par  conséquent,  le  point 
d'intersection  de  chaque  hyperbole  avec  l'axe  des  ab- 
scisses donne  l'angle  B  (jui  définit  la  courbe. 

Mais  on  pourrait  aussi  se  passer  de  ces  courbes,  en 
observant  que  l'équation 

sin  A  =  sinrt  sinB 
équivaut  à  celle-ci 


cos  ( a  \  cos  ( B 


de  sorte  que  les  arcs b, «, B  fornient    un 

o  2  o 

triangle  rectangle  dont b  est  l'hypoténuse.  La  rela- 
tion entre  les  trois  éléments  a,  Z>,  B  est  donc  donnée  par 
le  même  diagramme  que  celle  qui  lie  les  éléments  «,  Z»,  c, 
moyennant   qu'on   remplace  respectivement  «,  b^  c  par 

b-, a-) o. 

2  2  2 

On  pourrait  construire  de  même  une  série  de  courbes 
donnant  les  valeurs  de  l'angle  C,  compris  entre  les  côtés 
a  et  c. 

En  attribuant  à  cet  angle  didérentes  valeurs  succès- 
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sives,  on  aurait  entre  :r  et  y  une  équation  du  (juatiiènie 
degré-,  mais  ce  tracé  surchargerait  trop  l'épure.  Après 
avoir  considéré  dans  le  triangle  les  côtés  et  les  angles 
pris  dans  l'ordre  a,  B,  c,  b,  C,  on  peut  aussi  bien  les 
prendre  dans  l'ordre  inverse  <7,  C,  b,  c,  B,  et  permu- 
ler  B  en  C,  C  en  B,  b  en  c,  c  en  b.  Alors  cosx  devient 
l'abscisse,  cos/?le  coefficient  angulaire  des  droites  issues 
de  l'origine,  cosa  reste  l'ordonnée,  et  les  hyperboles, 
qui  tout  à  l'heure  correspondaient  aux  angles  B,  cor- 
respondent maintenant  aux  angles  C.  Il  n'y  aura  donc 
de  difficulté  que  pour  le  problème  où  l'on  donnerait  les 
deux  angles  B  et  C,  qui  seraient  représentés  tous  les 
deux  par  des  courbes  du  même  système.  Le  Tableau  ser- 
vira encore  à  résoudre  le  triangle,  mais  à  l'aide  dun 
tâtonnement. 

Soient  jNB,  NC  les  hyperboles  qui  correspondent  aux 
angles  donnés  C  et  B.  Si  l'on  mène  arbitrairement  une 
droite  horizontale,  cori'espondant  à  une  valeur  de  l'hy- 
poiénuse  a,  cette  droite  coupe  les  deux  hyperboles  en 
des  points  P  et  Q.  La  droite  OP  prolongée  coupe  MIN 
en  un  point  L;  la  droite  QR,  abaissée  perpendiculaire- 
ment sur  OM,  coupe  l'axe  des  abscisses  en  un  point  R. 
Or  les  deux  segments  OR,  IML  représentent  tous  les  deux 
le  cosinus  du  même  côté 5  ils  doivent  donc  être  égaux, 
et  la  droite  [a)  doit  être  telle  qu'on  ait  ML  =  OR.  Les 
droites  OL,  QR  étant  tracées  en  grand  nombre  sur  le 
Tableau,  il  sera  facile  de  déterminer  par  quelques  essais 
la  position  de  la  droite  (a),  qui  assure  cette  égalité  des 
deux  segments. 

Reniar(juons,  eu  finissant,  que  le  triangle  plan  OMN, 
partagé  par  les  lignes  issues  du  point  O,  peut  être  re- 
gardé comme  la  carte,  dans  un  système  particulier  de 
tracé,  d'un  triangle  spliérique  irirectangle  onin.  Le 
point  0  correspond  au  pôle  o,  pris  en  l'un  des  sommets. 
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Le  coté  MjN  ('Si  rér|uatenr,  elles  layous  issus  (Ju  poinl  O 
sont  les  inéridiois.  Les  <]  toi  les  perpendiculaires  h  OM 
représentent  les  parallèles  LL'.  Si  Ton  désigne  par  /.  la 
lalilude  pi  d'un  poinl  /?,  et  par  L  sa  longitude,  comptée 
à  partir  du  côté  um  pris  pour  premier  méridien,  on  aura, 
dans  le  triangle  mpl,  rectangle  en  /, 

l'hypoténuse  w/?  =  «,     ml=:c  =  Li,     /;/ zz:.  è  rrr  À, 

et  la  relation 

cos  a  —---.-  cos  h  cos  c. 

Les  formules  de  transformation  seront 

X  -■=  cos 6  =1:  cos)., 

y  =  cos<7  =r  cos).  cos  L. 

L'hypoténuse  a  donne  la  distance  spliériquedu  point/? 
au  point  m  de  l'équalcur,  et  les  angles  15,  donnés  par 
les  livperLoles,  sont  les  angles  pinl  formés  par  cette 
distance  spliérique  avec  l'équaieiir.  On  reconnaît  les 
deux  éléments  nécessaires  au  tracé  central  d^égale  su- 
perficie^ qui  a  pour  centre  un  point  m  pris  sur  l'équateur. 

Le  même  Tableau  permet  aussi  de  résoudre  à  vue  la 
question  qui  consiste  à  trouver  la  distance  de  deux 
points  sur  la  sphère,  connaissant  les  latitudes  et  les  lon- 
gitudes de  ces  deux  points. 

Soient  X,  /!  les  latitudes  données,  L  la  différence  des 
longitudes  données,  et  A  la  distance  cherchée;  on  aura 

cos  A  .— :  sinÀsin)/  -f-  cos).  cos  a' cos  L 
=n  sin)v(sin)'  -f- cot),cos)i'cosL). 

Appelons  'y  un  arc  auxiliaire  donné  par  la  formule 

tangtp  r—  col).  cosL, 
il  viendra 

,,        sine»  \         sin).  sinf^'- 
cosA  =:  SUlA  (  Sin  K    -; '  COSA 

cos» 
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Cela  pose,  considérons  trois  triangles  rectangles,  savoir: 
1°  Un  triangle  ayant  pour  côtés  de  l'angle  droit  les 
arcs  cp  et  90" —  L:  l'angle  opposé  au  côté  o  sera  égal  à 
qo" —  À,  car  on  a 

fang^  =  sin  (go"  —  L)  tang(go°  — ■\]^ 

en  vertu  de  la  relation  qui  définit  Tare  auxiliaire.  Ce 
premier  triangle,  où  l'on  connaît  le  côté  90" — L  et 
l'angle  adjacent  90" — À,  fait  donc  connaître  le  côté  «p, 
que  l'on  trouve  sur  le  Tableau  graphique, 

'i'^  Un  triangle  rectangle  ayant  pour  côtés  de  l'angle 
droit  90** — X  et  90" — ^  )/ — ':>.  Si  l'on  appelle  x  son  hy- 
poténuse, on  aura 

cosx  ==005(90°  —  )Ocos(go*'  —  >.'  ^ —  ^)  =  sinX  sin  ().'  -I-  y). 

Le  côté  X  sera  donc  encore  facile  à  trouver  sur  le  Tableau. 

3"  Imaginons  un    troisième   triangle  rectangle  ayant 

pour  hypoténuse  x,  et  ^  pour  l'un  des  côtés  de  l'angle 

droit.  L'autre  côté  sera  égal  à  la  distance  cherchée  A, 

,  ,    cosx 
car  son  cosinus  sera  égal  a   ■ ou  a 

ces  (J) 

sin).  stn()/+  s>] 

— > —  =cosA. 

cos© 

Le  Tableau  résont  donc  le  problème,  en  introduisant 
deux  auxiliaires,  o  et  x.  Ces  opérations  successives  sont 
résumées  dans  le  Tableau  symbolique  suivant  : 


Quantités 

doiinies. 

B=:go"- 

Quanti 

tés  chernliéps. 

C  --=  qo"  —  L 

-\ 

b  :r=  oB 

b  rzr  qo"  —  \ 

c  =.  go"  - 

-V- 

-7 

a  =:  X 

rt  =r  X 

^  =:  œ 

C  — A 
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Stilla  risoluzione  dclle  congruenze  numeriche,  e  sulle 
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—  Sur  un  nouveau  mode  de  transformation  des  courbes 
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QiEsnoxs. 


1309.  On  donne  deux  coniques  A,  B  et  un  point  S 
dans  un  plan.  Par  ce  dernier  on  tire  une  ligne  quel- 
conque, et  l'on  prend  son  pôle  a  par  rapport  à  la  coni- 
que A.  On  joint  Sa  et  l'on  prend  son  pôle  b  par  rap- 
port à  B:  on  tire  S^  et  Ion  prend  son  pôle  a,  par  rapport 
à  A,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Démontrer  que  ; 

1°  Quatre  droites  consécutives  quelconques  des  fais- 
ceaux S,  <7,  «1,  «21  •  •  •  ^^  S,  b^  Z»i,  ^5,  .  .  .  ont  des 
rapports  anharnionlques  constants; 

2"  Donner  l'expression  d'un  de  ces  rapports; 

3^  Si  ce  procédé  est  épuisé  à  la  cinquième  ligne,  en 
d'autres  termes,  si  SZ>i  coïncide  avec  la  première  ligne 
arbitraire  issue  du  point  S,  les  quatre  tangentes  menées 
par  S  aux  deux  coniques  forment  un  faisceau  harmo- 
nique. (C   DE  PoLir,NA(..) 
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NOTE  SUR  LE   IMU\'C1FE  ÎJE  LA  MOINDRE  ACTION; 

Par  m.   Th.   SLOUDSRY, 

Professeur  à  l'Université  de  Moscou. 


1 .  L'illuslre  auteur  de  la  Mécanique  analytique,  qui, 
le  premier,  a  formulé  le  principe  de  la  moindre  action 
dans  toute  sa  généralité,  admit  malheureusement  dans 
son  exposilioa  du  principe  une  obscurité  et  même, une 
certaine  imprécision.  Ayant  démontré  que 

c? .  Smfu (Is  z=o  [*)y 

il  n'a  pas  indiqué  quels  sont  les  mouvements  comparés. 
Ayant  différentié,  par  rapport  à  la  caractéristique  d, 
l'équation  des  forces  vives  et,  par  conséquent,  assujetti 
tous  les  mouvements  comparés  à  la  condition 


f-II     ni  =  H, 


il  n'a  pas  fait  attention  à  ladite  condition,  ni  en  formu- 
lant le  principe  même,  ni  en  déduisant  de  ce  principe 
les  équations  du  mouvement.  Cette  omission,  peu  grave 
en  elle-même,  mena  cependant  à  des  méprises.  Grâce  à 
cela,  plusieurs  éminents  géomètres  de  l'Europe,  tels  que 
Jacobi  en  Allemagne  et  Ostrogradsty  en  Russie,  n'ont 
pas  compris  le  principe  de  la  moindre  action,  tel  qu'il 
est  exprimé  par  Lagrange;  ils  le  trouvèrent  inexact  et 
le  remplacèrent  par  leurs  propres  théorèmes.  C'est  aussi 
grâce  à  cela  que,  jusqu'à  présent,  il  ne  s'est  pas  formé 
parmi  les  géomètres  une  idée  neile  du  principe  en  ques- 
tion. 

(*)  Mécanique  analytique,  Z'  édition,  t.  I,  p.  274  et  siiiv. 
Ann.  de  Malhém.it.,i^  sév'u'. ,  t.  XVIII.  (Mai  1879.)  l3 
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Contribuer  à  éclairer  le  sens  de  ce  principe,  tel  est  le 
Iiui  (le  la  présente  ]N Ole. 

2.  En  approfondissant  l'analyse  de  Lagrange,  il  n'est 
pas  difficile  de  reconnaître  le  sens  du  théorème  que  le 
célèbre  géomètre  français  a  nommé  le  principe  de  la 
moindre  action.  On  voit  par  cette  analyse  qu'outre  bvs 
liaisons  du  syslèrne  tous  les  mouvements  comparés  sont 
sujets  à  ces  deux  conditions  :  \"  les  positions  initiales  et 
finales  du  système  doivent  être  les  mêmes  dans  tous  les 
mouvements  comparés;  2°  les  coordonnées  des  points  du 
système  df>iv(,iit,  .salisfairc  à  l'érjualion 


Cl  «(!-") 


H. 


Il  éiantune  certaine  fonction  des  coordonnées,  et  H  une 
constant(;  donnée. 

A  ces  conditions  0  .Sinf  uds  =  o  pour  celui  des  mou- 
vements qui  a  n  pour  fonction  des  forces. 

Pour  les  autres  mouvements  comparés,  H  ne  doit  et  n(; 
peut  être  fonction  des  forces  :  ils  doivent  avoir  lieu  sous 
l'action  d'autres  forces  motrices. 

De  ce  fjue  tous  les  mouvements  comparés  sont  sujets  n 
la  roiidilion 

sf-'-f-n^  mr=H, 

il  ne  s'ensuit  nullement  (|u'ils  doivent  avoir  lieu  sous 
l'action  des  mêmes  forces  motrices.  L'équation  (i)  n'est 
l'équation  des  forces  vives  que  pour  celui  des  mouve- 
ments pour  Ictjucl  0  .Sn\J  uds  ^=^  o. 

I)i(ii  cntciidu.  la  variation  des  forces  motrices  peut 
être  remplacée  par  l'introduction  des  nouvelles /o/x-o 
des  liaisons.  Avec  ces  dernières,  les  mouvements  cum- 
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parés  jKmvcnl  avoir  lit;u  sous  raclion  des  mêmes  forces 
motrices. 

Voici  le  peu  qui  doit  être  ajouté  à  l'exposition  d«i 
principe  de  la  moindre  action,  faite  par  Lagiange, 
pour  lui  donner  la  clarté  et  la  précision  cpii  lui  man- 
quent. 

Pour  ce  qui  concerne  l'omission  mentionnée,  que  La- 
grange  avait  faite  en  déduisant  les  é([uations  du  mouve- 
ment à  l'aide  du  principe  de  la  moindre  action,  elle  a 
été  suggérée  encore  en  i8i4  pai"  O.  Rodrigues,  dans  sa 
Note  remarquable,  mais  malheureusement  peu  connue  : 
Delà  maniè/e  d'employer  le  j)rincipe  fie.  la  moindre 
acùon,  pour  ohlenir  les  équations  du  mouvement,  rap- 
portées aux  "variables  indépendantes  (  *). 

3.  Pour  mieux  éclaircir  ce  qui  est  dit,  prenons  un 
exemple. 

Représentons-nous  un  mouvement  parabolique  d'un 
point  pesant,  lancé  dans  une  direction  faisant  un  angle 
(f  avec  l'horizon.  Supposons  que  la  masse  du  point  soit 
égale  à  l'unité,  sa  vitesse  initiale  u^  très-grande,  et 
l'angle  o  très-petit.  Ce  mouvement  diffère  d'abord  bien 
peu  du  mouvement  uniforme,  suivant  une  droite  hori- 
zontale avec  la  vitesse  i^Q.  Supposons  que  les  deux  mou- 
vements s'effectuent  dans  le  plan  xz.  Les  équations  du 
premier  mouvement  seront 

X  :^z  p^tCOStf,         2  nni  <'„/sintp  —   — -  ; 

celles  du  second, 

La  fonction  des  forcespour  le  premier  mouvement  sera 
—  gz-^  pour  le  second  elle  sera  zéro. 


(*)  Correspondance  sur  l'École  V<ilytcrlini<]iir.  1.  III. 

i3. 
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L'écjuaiion 


et  —  2^3 


sera  satisfaite  par  ces  deux  mouvements. 

Comparons    les  deux   mouvements   entre  les    points 
d'intersection  des  trajectoires.  Comparons  les  intégrales 


X 


Tdt. 
Dans  le  premier  mouvement, 


dans  le  second, 


/■ 


t'I  sinœcos^       cl  sino 


Tdt  =  -^ ■ i  =  -^ •■  V  I  —  sin^o 

cl  sino  /  I    .  I 


I sm-'o  —  -  sm'  es  —  •  •  . 


Ainsi,  tant  que  l'angle  (p  est  petit,  1  intégrale    /      Tr// 

est  plus  petite  dans  le  premier  mouvement  que  dans  le 
second . 

4.  Le  célèbre  Jacobi,  dans  ses  F^orlesutigen  ûber  Dy- 
nandh,  professées  en  1 842-43  à  Konigsberg  et  éditées 
en  i866  par  Clebscb,  s'exprime  ainsi,  en  parlant  du 
principe  delà  moindreaction,  p.  44  •  «  Dies  Princip  wini 
fast  inallen  Lehrbiichern,  auch  in  den  besten,  in  denen 
von  Poisson,  Lagrange  und  Laplace,  so  dargestellt,  dass 
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es  nach  meiner  Ansichl  nicht  zu  verslelien  ist.  Es  wird 
namlicli  gesagt,  es  sol]  das  Integra! 

ds      .      ^ 
(  vvorjn  Vi  =  -Y  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  irii  be- 

zeichnel)  ein  Minimum  sein,  wenn  man  das  Intégral 
von  einer  Position  des  Systems  zu  andern  ausdehne.  Es 
wird  dabei  gesagt,  dieser  Satz  geltenur,  so  lange  derSatz 
der  lebendigen  Krafte  gelte,  aber  es  wird  zu  sagen  ver- 
gessen,  dass  man  durch  den  Satz  der  lebendigen  Kraft 
die  Zeit  aus  obigem  Intégral  eliminirt  und  ailes  avif 
Raumelemente  reducirt  annehmen  musse. Das  Minimum 
des  obigen  Intégrais  ist  ùbrigens  so  zu  verstehen,  dass, 
wenn  die  Anfangs-und  Endpositionen  gegeben  sind,  das 
Intégral  unler  allen  von  der  eineu?zur  andern  Position 
moglichen  Wegen  fiir  den  wirklicli  durchlaufeneu  ein 
Minimum  wird.  » 

Ayant  éliminé  de  Tinlégrale  f^ni^Vids^  le  temps  t  à 
l'aide  de  l'équation  des  forces  vives,  Jacobi  arrive  à  l'ex- 
pression juste  (wahre  Form),  d'après  son  opinion,  du 
principe  de  la  moindre  action  : 

«  Sind  zwei  Posiiionen  des  Systems  gegeben,  unddelint 
man  das  Intégral 

/v/2iU  +  ^)  \Jlm,dsj 

auf  die  ganze  Balin  des  Systems  von  der  erslen  Position 
zur  zweilen  aus,  so  ist  sein  AVertli  fur  die  wirkliclie 
Bahn  ein  Minimum  in  Beziebung  auf  aile  mugliche 
Bahnen,  d.  li.  solche,  welclie  mit  den  Bedingungen  des 
Systems  (wenn  es  deren  gibt)  vereinbar  sind.  Es  wird 
also 
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fin  Minimum  oder 

(î/v/2(U  +  /*)  \/TmJdsf  =  o.  » 

Certainement  onpeutéliminer  le  temps  t  de  I  intégrale 

f^niiVi  dsi  à  l'aide  de  l'équation  des  forces  vives*,  mais 

il   n'y  a  aucune  nécessité  dans  cette  élimination.   Les 

expressions 

SJZmn'i  dsi  =  o, 

les  variables  étant  liées  par  l'équation 

-Im/v^  =U-4-/i, 

2 

et  

Sf^i{lj  -hh)\/lmidsl 

sont  des  expressions  tout  à  fait  équivalentes.  Pas  une 
seule  n'est  plus  vraie  que  l'autre.  Jacobi  a  entièrement 
tort  d'affirmer  que  l'exposition  du  principe  de  la  moindre 
action,  donnée  par  Lagrange,  est  incompréhensible.  Il 
ne  l'a  pas  comprise  et  il  a  donné  sa  propre  expression, 
qui  essentiellement  ne  diffère  en  rien  de  celle  de  La- 
grange. 

L'exposition  du  principe  de  la  moindre  action  faite  par 
Lagrange  pèche,  comme  nous  l'avons  dit,  par  une  cer- 
taine imprécision  :  l'exposition  de  Jacobi  a  le  même 
défaut.  Jacobi  non  plus  ne  précise  pas  exactement  les 
mouvements  comparés.  En  assujettissant  les  mouvements 
comparés  à  la  condition 

-Imnf  =1]  -{-/i, 

2 

Jacobi  suppose,  à  ce  qu'il  paraît,  qu'ils  doivent  tous 
s'effectuer  sous  l'action  des  mêmes  forces  motrices;  mais, 
comme  nous  le  savons  déjà,  cette  limitation  n'est  pas  du 
tout  nécessaire. 
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o.  L'opinion  du  célèbre  géomètre  de  Konigsberg  sur 
Texposition  du  principe  de  la  moindre  action  par  La- 
grange  a  été  reçue  par  ses  compatriotes  sans  réplique  et 
sans  objection.  En  parlant  du  principe  en  cjuestion  dans 
leurs  ouvrages,  les  matliématiciens  allemands  contem- 
porains ont  en  vue  exclusivement  l'expression  de  ce 
principe  donnée  par  Jacobi.  C'est  aussi  dans  cette  forme 
qu'ils  l'exposent  dans  leurs  cours  de  Mécanique  (*).  Sans 
se  donner  la  peine  d'approfondir  la  question,  ils  prennent 
la  forme  de  Jacobi  pour  la  seule  exacte.  Ils  voient  dans 
V explication  du  principe,  donnée  par  Jacobi,  un  grand 
pas  fait  par  la  Science.  Ils  traitent  avec  courroux  les 
géomètres  étrangers,  qui  n'admettent  pas  ou  qui  ignorent 
ce  mérite  de  leur  grand  compatriote.  M.  Serret,  par 
exemple,  a  bien  souffert  pour  ne  pas  avoir  fait  attention, 
dans  son  excellent  Mémoire  sur  le  principe  de  la  moindre 
action,  imprimé  dans  les  Comptes  rendus,  t.  LXXIÏ 
et  LXXIII,  aux  travaux  de  Jacobi  et  d'autres  géomètres 
allemands.  (Voir  Jahrbuch  iiher  die  Fortschritte  der 
Mathematik,  t.  III,  p.  l'jA-) 

M.  Mayer,  prefesseur  à  l'Université  de  Leipzig,  qui 
s'occupe  de  longue  date,  mais  avec  peu  de  succès,  duprin- 
cipe  de  la  moindre  action,  a  publié  dernièrement  sa  bro- 
chure Geschichte  des  Princips  der  hleinsten  action. 
L'étude  historique  du  sujet  aurait  dû  l'amener  à  une  es- 
timation exacte  du  principe  et  à  l'appréciation  juste  du 
mérite  de  Lagrange.  Mais  ]M.  Mayer  ne  s'est  pas  donJié 
la  peine  de  bien  étudier  la  liltératurede  la  question.  En 
imitant  Jacobi,  il  dit  que  le  principe  de  la  moindre  ac- 


(  *)  ScHELL,  Théorie  der  Bewegnng  und  der  Krdftc. 

Dans  la  même  forme  on  expose  le  principe  de  la  moindre  aclioii  dans 
quelques  nouveaux  cours  français  de  Mécanique,  par  exemple,  dans  le 
Traité  de  Mécanique  rationnelle  par  L\uri;nt. 


lion,  tel  qu'il  est  exposé  par  Lagrange,  n'a  aucun  sens. 
Tâchant  de  l'expliquer,  il  arrive  à  la  conclusion  que 
c'est  le  principe  d'Harailtou  qui  est  exprimé  par  le  théo- 
rème de  Lagrange. 

6.  L'expression  du  principe  de  la  moindre  action, 
donnée  par  Lagrange,  a  été  blâmée,  comme  nous  l'avons 
déjà  dit,  non-seulement  par  Jacobi,  mais  encore  par 
Ostrogradsky.  Dans  son  Mémoire  sur  les  équations  dif- 
férentielles relatis^cs  au  problème  des  isopérimèlres  [Mé- 
moires de  V Académie  de  Saint-Pétersbourg,  6*^  série, 
Sciences  mathématiques  et  physiques,  t.  IV)  et  dans  sa 
lettre  à  Braschmann,  publiée  dans  le  premier  volume  du 
Journalde  la  Société  Philomathique  de  Moscou,  Ostro- 
gradsky déclare  que  l'analyse  de  l'article  40  (3*^  section, 
2^  Partie,  t.  I)  de  la  Mécanique  analytique  est  inexacte, 
et  que  le  principe  de  la  moindre  action  doit  être  exprimé 
par  l'équation 

0  f[Xl^T)dt=o, 

c'est-à-dire  que  ce  principe  est  celui  d'Hamilton. 

L'opinion  d'Ostrogradsk3f  a  trouvé  des  défenseurs  dans 
la  littérature  mathématique  russe,  tels  que  Braschmann, 
Rachmaninoir-,  mais  elle  a  eu  aussi  des  adversaires, 
Sloudsky,  Sokoloff,  Somoff.  La  controverse  ainsi  levée  a 
fini  au  profit  de  Lagrange.  Il  a  été  démontré  que  son 
analyse  n'a  point  de  fautes  et  que  son  théorème  est  es- 
sentiellement différent  du  principe  d'Hamilton. 
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LIGXESDE  COURBURE  DE  U  SURFACE  ^  =  Lcosy-.Lcosj:; 

Par  m.  a.  de  SAINT-GERMAIN. 


M.  Tisserand  a  étudié,  dans  ses  Exercices  sur  le  Calcul 
infinitésimal  {j^.  3^9),  les  lignes  de  courbure  de  la  surface 
A  représentée  par  l'équation 

s  =  —  Ti  cosx  —  L  ces  x  ; 

on  peut  faire,  entre  cette  surface  et  la  surface  B  que  je 
considère,  un  rapprochement  analogue  à  celui  que  leur 
mode  de  génération  établit  entre  les  deux  paraboloïdes. 
Deux  séries  de  droites  rectangulaires  menées  dans  le 
plan  des  xy  parallèlement  à  OX  et  à  OY,  à  des  distances 
de  ces  axes  égales  à  un  nombre  impair  quelconque  de  fois 

-?  dessinent  une  sorte  d'échiquier  indéfini.  Or  les  sur- 
faces A  et  B  sont  formées  d'une  infinité  de  nappes  égales, 
dont  chacune  se  projette  sur  le  plan  des  xj  à  l'intérieur 
d'une  case  qui  serait  de  même  couleur  que  la  case  ayant 
son  centre  à  l'origine,  aucun  point  ne  se  projetant  dans 
les  autres  cases  5  mais,  tandis  qu'une  nappe  de  A  peut 
être  engendrée  par  une  branche  de  la  courbe  j  ;=  o, 
z  =^  —  Lcosx,  se  mouvant  parallèlement  à  elle-même 
de  façon  que  son  sommet  glisse  sur  la  courbe  x  =  o, 
z  =. —  Lcosj,  concave  comme  la  première  vers  les  z 
positifs,  une  nappe  de  B  pourra  être  décrite  par  la  même 
génératrice,  mais  en  faisant  glisser  son  sommet  sur  la 
ligne  X  =  o,  2:  =  Lcosj^,  concave  vers  les  z  négatifs; 
la  surface  B,  comme  le  paraboloïde  hyperbolique,  aura 
partout  des  courbures  opposées. 

La  projection  des  lignes  de  courbure  de  B  sur  le  plan 


(     202    ) 

des  X)'  est  donnée  par  une  équation  différentielle  bien 
moins  simple  que  pour  A;  nous  effectuerons  l'intégration 
à  l'aide  d'un  procédé  avantageux,  et  la  discussion  des 
courbes  obtenues  pourra  offrir  de  l'intérêt.  Il  suffit  d'ap- 
pliquer la  formule  connue  qui  donne  la  projection  des 
lignesdecourbure d'une  surface quelconqucpour  trouver 
sans  diflSculté,  dans  le  cas  de  la  surface  B,  l'équation 

tanga:  tangyi^&éc'^xdx-  -+-  sàc''jdj'^j  —  2  scc^x  séc-ydxdy  =  o . 

Après  avoir  multiplié  cette  équation  par  lango:  tang}', 
on  peut  lui  donner  la  forme 

sin^.rf/r^ 


/      1  \   siri^r 

\COS-)'  /        CDS' 


I  \   s'in^ydy-  sin.r  sin  r^xr/)' 

I      '■ 2 =z  o. 


cos-a7  /      cos^j'  cos^>rcos'^' 

En  faisant =:=  a, =  r,  on  trouve 

cosr  cosj 

(  I )  (  « di>  —   (' du  /  —  ( <•/«'  H-  di>'^\  =:;  o. 

Si  a  et  i'  étaient  des  coordonnées  rectangulaires,  cette 
équation  se  simplifierait  en  passant  aux  coordonnées 
polaires;  je  suis  donc  conduit  à  poser 

?«=pcosoj,     ('  =  psinw. 

En  etïectuant  le  changement  de  variables,  on  déduit 
de  l'équation  (i) 

pV/w^  —  (//p^  -f-  pV/w')  =  o, 


d'où 


Désignant  pai  a  une  (Oiistaiile  arbitraire,  j'ai  rinlé- 


<"~, 


2o3 


arccos-5       -  =  cos   a  zt:  w 


On  se  contentera  du  signe  -|-  devant  w,  car,  en  posant 
az^o.T:  —  a',  cos(a — o))  deviendrait  cos(a'-}-w).  Je 
développe  la  dernière  équation  obtenue,  je  reviens  aux 
variables  primitives,  et  j'ai  pour  la  projection  P  d'une 
ligne  de  courbure  quelconque 


p  C05 w  cosa  —  p  sin  co  sin  a 

«•os  y. 

sin  a 

//  pfi*»  '/  ■  if  mn  '/  ' — ■  — — — 

coso: 

cos_> 

d'où 

si n  a  COS. r 

cosjr  =: =  X. 

cosa  cos^ 

On  cherche  comment  varie  X,  par  exemple,  en  con- 
struisant la  courbe  j^  =:  X.  Soit  maintenant  ABCD  la 
case  de  l'échiquier  au  centre  de  laquelle  est  l'origine  ; 
nous  nous  bornerons  à  la  portion  de  P  comprise  dans  le 

carré  ABCD.  Quand  a  est  compris  entre  o  et  -■>  P  sera 

composé  de  deux  branches  séparées  par  OY  et  aboutis- 
sant aux  quatre  sommets  de  ABCD  -,  pour  les  valeurs  de 

3t 
ce.  entre  t.  et  —5  on  a  deux  branches  analogues,  mais  sé- 

parées  par  OX;  elles  correspondent  aux  lignes  de  cour- 
bure du  second  système  ;  les  valeurs  de  a  comprises  dans 
le  deuxième  ou  le  quatrième  quadrant  ne  donnent  pas  de 
points  utiles.  Pour  les  valeurs  limites  de  a,  P  se  réduit 
aux  axes  OX  et  OY  ou  aux  côtés  du  carré. 

Ajoutons  que,  tandis  que  A  possède  une  infinité  d'om- 
bilics tout  le  long  de  ses  sections  principales,  B  n'a  au- 
cun de  ces  points. 


uo4 


SUR  lllV'E  PROPRIÉTÉ  M  CERCLE  JOUISSANT  DE  LA  PROPRIÉTÉ 
m  DE  CIIACIN  DE  SES  POINTS  ON  VOIT  SOIS  m  AKGLE 
DROIT  UNE  COMOIE  DONNÉE  : 

Par  m.    LAGUERRE. 


\  .  Soient  K  la  conique  donnée  et  C  le  cercle  considéré. 
Désignons  par  M  un  point  de  ce  cercle  ^  les  deux  tangentes 
menées  de  ce  point  à  la  conique  sont  à  angle  droit 5  par 
suite,  si  Ton  mène  les  deux  droites  isotropes  qui  se  croi- 
sent au  point  M,  et  si  l'on  désigne  par  a  et  [j  les  points 
où  ces  droites  rencontrent  la  polaire  de  M  relativement 
à  la  conique,  le  triangle  Map  est  conjugué  par  rapport  à 
cette  conique. 

Considérons  un  autre  triangle  ABC  conjugué  par  rap- 
port à  K;  d'après  un  beau  théorème  dû.  à  M.  Hesse,  on 
sait  que  les  triangles  Ma (3  et  ABC  sont  circonscrits  à  une 
même  conique.  Cette  conique  a,  d'ailleurs,  pour  foyer 
le  point  M,  puisque  les  droites  IMa  et  MQ  sont  isotropes. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Etant  donné  un  triangle  quelconque  ABC,  co/i- 
jugué  par  rapport  à  la  conique  K,  et  étant  pris  un 
point  quelconque  M  sur  le  cercle  C,  la  conique  inscrite 
dans  le  triangle  ABC  et  ayant  pour  fojer  le  point  M 
est  tangente  à  la  polaire  du  point  M  relati^'ement  à  K. 

Autrement: 

Si,  d^un  point  M  pris  arbitrairement  sur  le  cercle  C, 
on  mène  des  perpendiculaires  aux  côtés  d^un  triangle 
quelconque  conjugué  par  rapport  à  la  conique  K,  le 
cercle  passant  par  les  pieds  de  ces  perpendiculaires 
passe  par  un  point  fixe  qui  est  le  pied  de  la  perpendi- 
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cidaire  abaissée  du  point  M  sur  sa  polaire  relativement 

2.  Lorsque  la  conique  K  est  une  parabole,  le  cercle  C 
se  réduit  à  la  directrice  de  cette  parabole.  D'ailleurs,  la 
perpendiculaire  abaissée  d'un  point  de  la  directrice  sur 
sa  polaire  est  le  foyer  de  la  courbe. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Etant  donné  un  triangle  quelconque  conjugué  par 
rapport  à  une  parabole,  si,  d\in  point  quelconque  dr. 
la  directrice ,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 
côtés  de  ce  triangle,  les  trois  pieds  de  ces  perpendicu- 
laires sont  sur  un  cercle  passant  par  le  foyer  de  la 
courbe. 

3.  Considérons  deux  points  M  et  M'  situés  sur  le 
cercle  C,  et  désignons  respectivement  par  P  et  P'  leurs 
polaires  relativement  à  la  conique  K;  soit  de  plus  N  le 
point  de  rencontre  des  droites  P  et  P'.  D'après  ce  que 
j'ai  dit  plus  haut,  M  et  M'  sont  les  foyers  d'une  conique 
tangente  aux  droites  P  et  P'.  Il  en  résulte,  d'après  un 
théorème  connu,  que  les  deux  droites  P  et  P'  ont  même 
orientation  que  les  droites  NiM  et  KM'.  D'ailleurs,  le 
cercle  C  a  pour  polaire  réciproque,  par  rapport  à  K, 
une  conique  ayant  les  mêmes  foyers  que  cette  conique  ; 
c'est  une  conséquence  immédiate  de  ce  fait  bien  connu 
que  le  cercle  C  passe  par  les  points  de  contact  des  droites 


(*)  Cette  propriété  se  rattache  à  la  suivante,  que  je  me  contente  de 
mentionner  en  passant  : 

Considérons  une  série  de  triangles  inscrits  dans  une  même  conit/iie  et 
circonscrits  à  une  autre  conique,  puis  d'un  point  fixe  M  abaissons  des 
perpendiculaires  sur  les  côtés  de  chacun  de  ces  triangles.  Les  divers 
cercles  passant  par  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  coupent  orthogona- 
lement  un  cercle  fixe,  tandis  que  leurs  centres  décrivent  une  conique. 
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isotropes  tangentes  à  K.  Par  suite,  les  droites  P  et  P' 
étant  tangentes  à  celte  conique  honiofocale  à  K,  ces  deux 
droites  ont  la  même  orientation  que  les  tangentes  menées 
du  point  N  à  K.  Si  Ton  remarque  maintenant  que  la 
droite  joignant  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  est 
la  droite  jMM' polaire  du  point  N  relativement  à  K,  on 
obtiendra  le  tliéorème  suivant  : 

Étant  donné  un  point  quelconque  du  plan  N,  sa 
polaire,  par  rapport  à  la  conique  K,  coupe  cette 
courbe  en  deux  points  (2,  Q',  et  le  cercle  C  en  deux 
points  M  et  M';  les  angles  QNQ'  et  MQM'  ont  mêmes 
bissectrices.  (  ■ 

Lorsque  la  conique  est  une  parabole,  la  proposition 
peut  s'énoncer  de  la  façon  suivante  : 

Si,  d'un  point  quelconque  N  du  plan,  on  mène  deux 
tangentes  à  une  parabole,  et  si  V on  désigne  par  A  et 
B  leurs  points  de  contact,  parT  le  point  où  la  corde  des 
contacts  AB  rencontre  la  directiice  de  la  courbe ,  les 
bissectrices  de  l' angle  formé  par  les  droites  TN  et  TA 
sont  parallèles  aux  bissectrices  de  V  angle  ATB. 


SIR  L\  COIRBE  ENVELOPPÉE  PAR  LES  AXES  DES  COMQLES 
m  PASSENT  PAR  OUATIIE  POINTS  DONNÉS  ET  SIR  LES 
AXES  DES  SLRFACES  DE  RÉVOLITION  Dl  SECOND  ORDRE 
m  PASSENT  PAR  CINQ  POINTS  DONNÉS.  SIR  LES  LIGNES 
SPIRIQIES; 

Par   m.    LAGUERRE. 

I. 

1 .   La   courbe  enveloppée  par  les  axes  des  coniques 
qui  passent  par  quatre  points  donnés  est,  comme  on  le 
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sait,  une  courbe  du  quatrième  degré  et  de  la  troisième 
classe  doublement  tangente  à  la  droite  de  l'infini.  L'é- 
quation d'une  telle  couibene  renferme  que  six  constantes 
arbitraires  et,  comme  quatre  points  donnés  introduisent 
huit  constantes,  il  en  résulte  que  la  même  courbe  peut 
être  regardée  d'une  infinité  de  façons  différentes  comme 
l'enveloppe  des  axes  d'une  conique  assujettie  à  passer  par 
quatre  points.  Je  me  propose  de  déterminer,  pour  une 
courbe  donnée  de  la  troisième  classe  doublement  tangente 
à  la  droite  de  l'infini,  les  divers  systèmes  de  quatre  points 
qui  permettent  le  mode  de  génération  indiqué. 

2.  Je  m'appuierai  sur  la  proposition  suivante,  que 
j'ai  fait  connaître  depuis  longtemps  dans  les  Nouvelles 
^finales  : 

Etant  donués  sur  uno  conique  deux  points  fixes  A 
et  B  et  un  point  M  mobile  sur  cette  conique,  si,  aux 
points  milieux  des  cordes  A  M  et  BM,  on  élève  des  per- 
pendiculaires à  ces  cordes,  le  segment,  intercepté  sur 
l'un  quelconque  des  axes  de  la  conique  par  ces  perpen- 
diculaires, demeure  Constant  quand  le  point  M  se 
meut  sur  la  courhe. 

Supposons  que  le  point  M  vienne  successivement 
coïncider  avec  deux  points  donnés  C  et  D  de  la  conique  ; 
on  aura  la  proposition  suivante  : 

A,  B,  C  et  D  étant  les  sommets  d'un  quad/angle  inscjit 
dans  une  conique ,  aux  points  milieux  des  cordes  AC, 
BC,  AD  et  BD,  élevons  des  perpendiculaires  à  ces  cordes 
et  désignons  respectivement  par  A',  B',  A"  et  B"  ces  per- 
pendiculaires: cela  posé,  les  segments,  interceptés  sur 
lun  quelconque  des  axes  de  la  conique  par  les  per- 
pendiculaires A'  et  B'  d'une  part  et  par  les  perpendicu- 
laires h"  et  B"  d'autre  part  y  sont  égaux  entre  eux. 
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Il  est  clair  que,  le  quadrangle  ABCD  étant  donné,  ou 
pourrait  considérer  d'autres  cordes  que  celles  que  je 
viens  de  considérer  et  qui  donneraient  lieu  à  des  propo- 
sitions semblables.  En  examinant  cette  question,  on  voit 
facilement  que  ces  propositions  sont  contenues  dans  le 
théorème  suivant  : 

A,  B,  Cei  D  étant  les  sommets  criin  quadrangle  in- 
scrit dans  une  conique,  désignons  par  a,  [j,  y  et  d  les 
centres  des  cercles  circonscrits  aux  quatre  triangles  que 
Von  peut  former  avec  trois  quelconques  de  ces  sommets. 
Cela  posé,  les  trois  couples  de  côtés  opposés  du  qua- 
drangle formé  par  les  points  a,  ^,  y  et  d  interceptent, 
sur  Vun  quelconque  des  axes  de  la  conique,  trois  seg- 
ments dont  le  point  milieu  est  le  même. 

3.  On  sait,  par  le  théorème  de  Desargues,  que  géné- 
ralement les  six  côtés  d'un  cjuadrangle  sont  coupés  par 
une  droite  quelconque  en  six  points  en  involution;  on 
voit  ici  que  les  six  côtés  du  quadrangle  ot.[jyd  sont  coupés, 
par  un  axe  quelconque  d'une  des  coniques  passant  par 
les  quatre  points  A,  B,  C  etD,  en  six  points  formant  une 
involution  dont  un  des  points  doubles  est  rejeté  à  l'in- 
fini. 

Imaginons  les  deux  coniques  circonscrites  au  qua- 
drangle ABCD  et  tangentes  à  cet  axe  ;  leurs  points  de  con- 
tact avec  cette  droite  sont  précisément  les  deux  points 
doubles  de  l'involulion  dont  je  viens  de  parler -,  l'une  de 
ces  coniques  est  donc  asymptote  de  l'axe. 

En  d'autres  termes  : 

Un  axe  quelconque  d'une  conitjue  circonscrite  au 
quadrangle  ABCD  est  une  asymptote  d'une  conique  cir- 
conscrite au  quadrangle  a(3y^. 

4.  Pour  abréger  le  discours,  étant  donné  un  quadrangle 
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quelconque  ABCD,  je  désignerai  sous  le  nom  de  qua- 
draiigle  déiwé  le  quadrangle  dont  les  sommets  soûl  les 
centres  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  ABC,  BCD, 
CD  A  et  DAB. 

On  peut  donc  dire  que  : 

L' enveloppe  des  axes  des  coniques  circonscrites  à  un 
quadrangle  donné  est  V enveloppe  des  asymptotes  des 
coniques  circonscrites  au  quadrangle  dérivé. 

5.  Soient  aP>y^  un  quadrangle  donné  et  K  la  courbe 
enveloppée  par  les  asymptotes  des  coniques  circonscrites 
à  ce  quadrangle. 

Une  telle  courbe  peut  être  engendrée  de  cette  façon 
d'une  infinité  de  manières.  Considérons,  en  effet,  une 
quelconque  des  coniques  circonscrites  au  quadrangle  et 
soient  D  et  D'  ses  deux  asymptotes;  nous  dirons  que  ces 
deux  droites  sont  deux  tangentes  conjuguées  de  la  courbe. 
Cela  posé,  on  sait  (*)  que,  si  l'on  considère  deux  couples 
quelconques  de  tangentes  conjuguées,  ces  deux  couples  se 
rencontrent  en  quatre  points  formant  un  quadrangle  Q 
et  que  les  asymptotes  des  coniques  circonscrites  à  ce  qua- 
drangle enveloppent  la  courbe  K. 

Si  donc  on  construit  le  quadrangle  Q'  ayant  pour  dé- 
rivé le  quadrangle  Q,  les  axes  des  coniques  circonscrites 
à  Q'  envelopperont  la  courbe  K,  et  Ton  obtiendra  toutes 
les  façons  semblables  d'engendrer  cette  courbe  en  consi- 
dérant tous  les  quadrangles  qui  ont  pour  dérivés  les 
divers  quadrangles  Q. 

6.  La  piojeclion  orthogonale  d'une  courbe  K,  sur  un 


(  *  )  Voir  SteiJiER,  Ueher  eine  besondere  Ciirve  drltter  Klasse  und  vierten 
Grades  {Journal  de  Crelle,  t.  LUI,  p.  23 1)  et  Cremona,  Sur  l'hypocy- 
cloide  à   trois  rebroussements  Çlbid.,  t.  LXIV,  p.  loi). 

Aiui.de  .y<u/u'inat.,  a«  série,  t.  XVIII.  (Mai   1879.)  l4 
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plan  quelconque,  est  évidemment  une  courbe  de  la  même 
espèce. 

Soient  A,  B,CetDquaiie points  donnéselRTenveloppe 
des  axes  des  coniques  passant  par  ces  points;  désignons 
par  K'  la  projection  de  cette  courbe  sur  un  plan  P,  cette 
projection  peut  être  considérée  comme  l'enveloppe  des 
axes  des  coniques  passant  par  quatre  points  A',  B',  C 
et  D'  que  l'on  construira  de  la  façon  suivante. 

Dans  le  plan  du  quadrangle  ABCD,  imaginons  le  qua- 
drangle  dérivé  «Sy^  et  projetons  ce  dernier  quadrangle 
sur  le  plan  P;  soit  a.'^'y'd'  celte  projection.  Il  est  clair, 
d'après  ce  c(ue  j'ai  dit  plus  haut,  que  les  points  cherchés 
A',  B',  C  et  D'  seront  les  sommets  du  quadrangle  qui  a 
pour  dérivé  a',3''/o'. 


7.  Il  peut  être  utile  dans  certains  cas  de  construire  le 
quadrangle  qui  a  pour  dérivé  un  quadrangle  donné  ajSyc?. 

Soient  A,  B,  C  et  D  les  sommets  du  quadrangle  cher- 
ché; en  sorte  que  a  désigne,  par  exemple,  le  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  BCD,  ^  le  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  ACD,  etc. 

On  voit  immédiatement  que  le  symétrique  du  point  A 
relativement  à  la  droite  ^â  est  le  point  C  et  que  le  symé- 
trique du  point  C  relativement  à  la  droite  |3a  est  le 
point  D;  on  a  donc  les  deux  relations  suivantes  : 

A  pv  -h  C  pv  =  2 0 ,3'/     et     C  Pv  -I-  D  pv  =  2 a.Sy  ; 

les  points  A  et  D  étant  d'ailleurs  aussi  symétriques  par 
rapport  à  la  droite  (îy,  on  a  également 

Apv-r-Dp7  =  o. 

Chacune  des  trois  relations  précédentes  doit  être  vé- 
rifiée à  iiJi  inuUipîe  près  de  i~:  on  en  déduit  facilement 

a  APv  =  2  ;  rîSy  —  apy  ^  =  2  (î^a. 
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d'où 

relation  qui  doit  être  vériûée  à  un  multiple  près  de  tz. 
Cette  dernière  relation  détermine  une  droite  contenant 
le  point  k  j  la  relation 

que  l'on  obtient  d'une  façon  analogue,  détermine  une 
seconde  droite  contenant  le  point  que  l'on  peut  ainsi 
construire  facilement. 

On  construirait  de  même  les  autres  sommets  B,  C  et  D 
du  quadrangle  cherché. 

8.  Dans  le  cas  particulier  où  le  quadrangle  a^yâ  est 
formé  des  sommets  d'un  triangle  et  du  point  de  rencontre 
des  hauteurs  de  ce  triangle,  on  sait  que  l'enveloppe  des 
asymptotes  des  coniques  qui  passent  par  ces  quatre  points 
est  une  hypocycloïde  à  trois  points  de  rebroussement. 

Le  quadrangle  ABCD,  qui  a  pour  dérivé  c.^yo,  est 
alors  le  symétrique  de  ce  dernier  quadrangle  relative- 
ment au  centre  de  l'hypocycloïde. 

On  voit  donc  que  : 

Si  Ton  considère  les  trois  sommets  d'un  triangle  et  le 
point  de  rencontre  des  hauteurs  de  ce  triangle,  les 
asymptotes  des  coniques  passant  par  ces  quatre  points 
enveloppent  une  hypocycloïde  à  trois  points  de  rebrous- 
sement, tandis  que  les  axes  de  ces  courbes  enveloppent 
la  courbe  symétrique  de  cette  hypocjcloïde  relativement 
à  son  centre. 

II. 

9.  Considérons  une  conique  quelconque  C  et  un  axe 
A  de  cette  conique  5  soient  M  et  M'  deux  quelconques 

'4. 
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de  ces  points.  Par  le  milieu  I  du  segment  MM'  menons 
une  perpendiculaire  à  cette  droite  et  soit  H  le  point  où 
celle  perpendiculaire  rencontre  l'axe.  Imaginons  mainte- 
nant que  la  conique,  en  tournant  autour  de  l'axe  A,  en- 
gendre une  surface  de  révolution  5  les  deux  points  M  et  M 
engendrent  deux  parallèles  de  cette  surface  et  la  sphère 
contenant  ces  deux  parallèles  a  pour  centre  le  point  H. 
Si  donc  on  prend  respectivement  sur  ces  deux  parallèles 
deux  points  arbitraires  ni  et  m',  on  voit  que  le  plan,  mené 
par  le  milieu  du  segment  m/zz'  et  perpendiculairement  à 
ce  segment,  passe  par  le  point  H. 

De  cette  remarqueet  delà  proposition  que  j'ai  rappelée 
plus  haut  (n°  2)  résulte  immédiatement  le  théorème 
suivant  : 

Etant  donnés  sur  une  surface  du  second  ordre  de  ré- 
uoluli'on  deux  points  fixes  A  et  ^  et  un  point  mobile  M, 
si,  par  les  points  milieux  des  cordes  MA  et  MB,  on 
mène  des  plans  perpendiculaires  à  ces  cordes,  le  seg- 
ment que  ces  plans  interceptent  sur  V axe  de  révolution 
de  la  surface  est  un  segment  dont  la  longueur  demeure 
constante  lorsque  le  point  M  se  déplace. 

La  même  propriété  a  lieu  évidemment  relativement  à 
une  courbe  quelconque  tracée  sur  une  surface  de  révolu- 
tion du  second  ordre,  lorsque  l'on  considère  sur  celte 
courbe  deux  points  fixes  A  et  B  et  un  point  mobile  M. 

En  particulier  : 

Une  courbe  quelconque  étant  tracée  sur  une  surface 
de  révolution  du  second  ordre,  considérons  deux  points 
quelconques  M  et  N  situés  sur  cette  courbe.  Menons  les 
plans  normaux  à  la  courbe  aux  points  M  et  N  et  dési- 
gnons respectivement  par  m  et  n  les  points  oii  ces  plans 
normaux  rencontrent  l'axe  de  révolution  de  cette  sur- 


(  2i3  ) 
face;  soit  (h'  plus  H  le  point  oii  le  plan   mené  par  le 
milieu  de  la  corde  MN  et  perpendiculairem.ent  à  cette 
corde  rencontre  cet  axe.  Cela  posé,  le  point  H  est  le 
milieu  du  segment  mn. 

40.  Considérons  une  ellipsimbre  droite  (*),  c'est-à- 
dire  ]a  courbe  résultant  de  l'interseclion  de  deux  sur- 
faces du  second  ordre  avant  trois  axes  communs,  que  l'on 
peut  appeler  les  axes  de  l'ellipsimbre. 

On  sait  que  celte  courbe  peut  être  placée  sur  une  sur- 
face du  second  ordre  de  révolution  ayant  Tune  quelcon- 
que de  ces  trois  droites  pour  axe  de  révolution. 

Donc  : 

Étant  donnée  une  ellipsimbre  droite  et  deux  points 
quelconques  M  et  N  pris  sur  cette  courbe^  les  plans 
menés  normalement  à  la  courbe  aux  points  M  et  ]N  in- 
terceptent sur  les  trois  axes  de  V ellipsimbre  trois  seg- 
m,ents ^  le  plan  passant  par  leurs  points  milieux  passe 
parle  poiîit.  milieu  de  la  corde  MN  et  lui  est  perpen- 
diculaire. 

11.  Soit  S  une  surface  de  révolution  du  second  ordre 
ayant  pour  axe  la  droite  A,  et  soient  A,  B,  C  et  D  quatre 
points  quelconques  situés  sur  cette  surface.  Les  plans 
menés  par  les  milieux  des  cordes  AB  et  BC  et  perpendi- 
culairement à  ces  cordes  interceptent  sur  l'axe  A  un  seg- 
ment qui  (n^O)  est  égal  au  segment  intercepté  sur  la  même 
droite  par  les  plans  menés,  par  les  milieux  des  cordes  AD 
et  DC,  perpendiculairement  à  ces  cordes  5  d'autres 
propositions  semblables  s'obtiendraient  en   considérant 


(*)  Expression  employée  d'abord  par  Frézier  et  adoptée  par  M.  de  la 
Gourneric  dans  ses  Recherches  sur  les  surfaces  tétrnédrales. 
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les  diverses  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  sommets 
du  tétraèdre  ABCD. 

Ces  diverses  propositions  peuvent  être  résumées  dans 
le  théorème  suivant  : 

A,  B,  C  ef  D  étant  les  sommets  rVun  tétraèdre  inscrit 
dans  une  surface  de  révolution  du  second  ordre,  consi- 
dérons les  perpendiculaires  abaissées  sur  les  faces  de  ce 
tétraèdre  par  le  centre  de  la  sphère  qui  lui  est  circon- 
scrite ;  les  trois  couples  de  plans  opposés,  que  l'on  peut 
mener  par  ces  quatre  droites,  interceptent  sur  V axe  de 
la  surjace  trois  segments  dont  le  point  milieu  est  le 
même. 

En  d'autres  termes  : 

Si  Von  désigne  par  e  le  centre  de  la  sphère  circon- 
scrite au  tétraèdre  ABCD  et  si  Von  mène^par  le  point  z 
une  parallèle  à  V axe  A,  le  cône  du  second  degré, 
ayant  pour  sommet  t  et  contenant  la  parallèle  dont  je 
'viens  de  parler  ainsi  que  les  perpendiculaires  aux  faces 
du  tétraèdre,  est  asjmptote  à  l'axe  A. 

Le  plan  passant  par  A  et  le  sommet  s  est  donc  tan- 
gent au  cône. 

12.  Les  axes  des  diverses  surfaces  de  révolution  du  se- 
cond ordre  que  l'on  peut  mener  par  quatre  points  donnés 
A,  B,  C  et  D  forment  un  complexe  dont  il  est  facile  de 
trouver,  d'après  ce  qui  précède,  les  propriétés  les  plus 
essentielles. 

Désignons,  comme  ci-dessus,  par  e  le  centre  de  la 
sphère  circonscrite  au  tétraèdre  ABCD  et'par  A',  B',  C 
et  D'  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  e  sur  les 
faces  du  tétraèdre. 

Les  droites  du  complexe,  situées  dans  un  plan  donné  P. 
s'obtiendront  facilement  5  si  l'on  appelle  a',  (S',  7'  et  0'  les 
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points  où  ce  plan  est  percé  par  les  droites  A',  B',  C  et  D', 
ce  sont  les  asymptotes  des  coniques  passant  par  les  quatre 
points  a',  (3',  7'  et  è'.  Ainsi  les  droites  du  complexe;, 
situées  dans  le  plan  P,  enveloppent  la  courbe  de  troi- 
sième classe  étudiée  dans  /e  §  I. 

Pour  obtenir  les  droites  du  complexe  passant  par  un 
point  donné  O,  imaginons  les  divers  cônes  du  second 
ordre  qui  renferment  les  droites  a',  [i',  y'  et  ^',  et  par  O 
menons  les  plans  tangents  à  ces  cônes  5  les  arêtes 
de  contact  forment  un  cône  du  troisième  degré  qui, 
transporté  parallèlemejit  à  lui-même ,  en  sorte  que 
son  sommet  vienne  en  O,  donnera  le  cône  du  com- 
plexe. 

On  voit  que  ce  cône  ne  varie  pas  et  se  déplace  paral- 
lèlement à  lui-même  lorsque  le  point  O  se  meut  sur  une 
droite  passant  par  le  centre  e  de  la  sphère  circonscrite 
au  tétraèdre  ABCD. 

13.  Etant  donné  un  système  de  cinq  points  A,  B,  C,  D 
et  E,  il  est  facile  de  déterminer  une  surface  de  révolution 
du  second  ordre  passant  par  ces  points  et  ayant  pour  axe 
une  droite  parallèle  à  une  droite  donnée  A. 

Soient,  en  effet,  a,  (3,  y,  ^  et  s  les  centres  des  splières 
circonscrites  aux  cinq  tétraèdres  que  Ton  peut  former 
avec  les  cinq  points  donnés,  a  étant  par  exemple  le  centre 
de  la  splière  circonscrite  au  tétraèdre  BCDE,  (3  le  centre 
de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  ACDE,  etc. 

Par  le  point  a,  menons  une  parallèle  A'  à  A  et  ima- 
ginons le  cône  du  second  ordre  (a)  ayant  pour  sommet  a 
et  pour  arêtes  les  droites  A',  ajS,  ay,  y.^  et  aî\  par 
le  point  (3,  menons  de  même  une  parallèle  A"  à  A  et  ima- 
ginons le  cône  du  second  ordre  ((3),  ayant  pour  sommet 
le  point  (3  et  ayant  pour  arêtes  les  droites  A",  (2a,  (3y,  (3(J 
et  (3e.  Ces  deux  cônes,  comme  on  le  voit,  ayant  en  com- 
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muii  la  génératrice  a[3,   se   coupent    en   outre   suivant 
une  cubique  gauche. 

Cela  posé,  les  plans  tangents  menés  respectivement 
aux  cônes  (a)  et  (j3)  lelong  des  arêtes  A'  et  A" se  coupent 
suivant  une  droite  qui  est  l'axe  d'une  surface  de  révolu- 
tion du  second  ordre  passant  par  les  points  A,  B,  C,  D 
et  E. 

14.  On  déduit  encore  de  là  la  proposition  suivante  : 

Cinq  points  étant  donnés  sur  une  surface  de  réi^olu- 
tion  du  second  ordre,  les  cinq  centres  des  sphères 
circonscrites  aux  cinq  tétraèdres  que  Von  peut  former 
en  considérant  quatre  quelconques  de  ces  points  sont 
sur  une  cubique  gauche  ajant  pour  asjniptote  Vaxe  de 
la  surface. 

D'où  l'on  conclut  que  le  système  de  droites  formé  par 
les  axes  des  diverses  surfaces  de  révolution  du  second 
ordre  passant  par  cinq  points  donnés  se  confond  avec  le 
système  formé  par  les  asymptotes  des  cubiques  gauches 
passant  par  cinq  autres  points  fixes,  ces  derniers  points 
étant  les  centres  des  sphères  circonscrites  aux  tétraèdres 
déterminés  par  les  cinq  premiers  points. 

III. 

15.  Les  théorèmes  qui  précèdent  sont  des  cas  parti- 
culiers de  théorèmes  plus  généraux  relatifs  aux  lignes 
spiriques  et  aux  surfaces  de  révolution  engendrées  par  la 
rotation  de  ces  lignes  autour  de  leur  axe. 

On  appelle  ligne  spirique  {*)  une  courbe  plane  du 

(*)  Voir,  sur  la  théorie  des  lignes  spiriques,  le  Mémoire  de  !M.  de  la 
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quatrième  ordre   qui   possède    un  axe    de    symétrie   et 
qui     a    pour    points    doubles     les    deux    ombilics    du 
plan. 

Cette  courbe  a  deux  foyers  singuliers  situés  sur  son 
axe  de  symétrie.  Si  ces  deux  foyers  coïncident,  la  courbe 
est  un  ovale  de  Descartes  •,  dans  le  cas  où  l'un  des  foyers 
singuliers  est  rejeté  à  l'infini,  la  courbe  devient  une  ca- 
taspirique  et  elle  n'est  plus  que  du  troisième  degré.  Enfin, 
si  les  deux  foyers  singuliers  sont  rejetés  à  l'infini,  la 
courbe  devient  simplement  une  conique. 

Cela  posé,  je  m'appuierai  sur  la  propriété  suivante,  r^ue 
j'ai  énoncée  dans  ma  Note  Sur  quelques  propriétés  des 
lignes  spiriques  [loc.  cit.)  : 

Etant  donnés  deux  points  fixes  A  et  B  situés  sur  une 
spirique  et  un  point  M  mobile  sur  cette  courbe^  si,  par 
les  milieux  des  cordes  MA  et  MB,  on  mène  des  droites 
respectii^ement  perpendiculaires  à  ces  cordes,  ces  per- 
pendiculaires déterminent  sur  l'axe  de  la  courbe  deux 
divisions  homographiques  dont  les  points  doubles  sont 
les  foj  ers  singuliers  situés  sur  cet  axe. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Un  quadrangle  étant  inscrit  dans  une  spirique ^  les 
trois  couples  de  côtés  opposés  du  quadrangle  dérivée 
rencontrent  l'axe  de  la  courbe  en  six  points  en  inuolu- 
lion;  les  deux  points  doubles  de  cette  involution  par- 
tagent harinoniquement  le  segment  détenniné  par  les 
deux  foyers  singuliers  situés  sur  Taxe. 


Gournerie,  Sur  les  lignes  spiriques,  inséré  dans  le  Journal  de  Liouvilh, 
2'  série,  t.  XI \';  ma  Note  Sur  quelques  propriétés  des  lignes  spiriques, 
insérée  dans  le  Bulletin  de  la  Société  Philomathique  (novembre  1869)  et 
ma  Note  Sur  la  cardioide  {Nouvelles  Annales,    1878). 
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Ce  que  l'on  peut  encore  énoncer  ainsi  : 

Un  quadrangle  étant  inscrit  dans  une  spirique,  les 
sommets  du  quadrangle  dérivé  et  les  deux  foyers  sin- 
guliers, situés  sur  Vaxe  de  la  courbe,  sont  sur  une  même 
conique. 

16.  Considérons  la  surface  de  révolution  2  engendrée 
parla  rotation  d'une  spirique  autour  de  son  axe  de  symé- 
trie-, nous  obtiendrons  facilement  les  théorèmes  qui  sui- 
vent : 

Une  surface  2  étant  circonscrite  à  un  tétraèdre 
ABCD,  si,  du  centre  de  la  sphère  circonscrite  à  ce  té— 
traèdrcj  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  quatre 
faces,  ces  quatre  perpendiculaires  et  les  droites  qui  joi- 
gnent le  centre  de  la  sphère  aux  deux  foyers  singu- 
liers de  S  sont  situées  sur  un  même  cône  du  second 
ordre. 

Une  surface  2  passant  par  cinq  points  donnés,  con- 
sidérons les  centres  des  cinq  sphères  circonscrites  aux 
tétraèdres  que  l'on  peut  former  en  prenant  quatre  quel- 
conques des  points  donnés  ;  ces  cinq  centres  et  les  deux 
foyers  singuliers  de  la  surface  2  sont  situés  sur  une 
même  cubique  gauche. 


COMPARAISON  DE  LA  MÉTHODE  D'APPROXIMATION  DE  NEWTON 
A  CELLE  DITE  DES  PARTIES  PROPORTIONNELLES  5 

Par  m.  L.   MALEYX. 


1.  La  méthode  d'approximation  de  Newton  est  juste- 
ment appréciée  des  personnes  qui  l'ont  appliquée,  pour 
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la  rapidité  avec  laquelle  elle  permet  d'approcher  d'une 
racine  séparée,  quand  elle  se  trouve  comprise  entre  deux 
nombres  assez  voisins. 

2.  Je  lui  trouve  même  un  autre  avantage,  en  la  modi- 
fiant d'après  la  forme  donnée  par  Lagrange  au  reste  de 
la  série  de  Taylor  :  c'est  de  permettre  de  se  rapprocher 
d'aussi  près  qu'on  le  voudra  de  la  racine  réelle  dune 
équation  qui  surpasse  immédiatement  un  nombre  donné, 
sans  la  dépasser.  Cette  propriété  permet  de  fonder  sur 
cette  méthode  d'approximation  un  procédé  rigoureux  de 
séparation,  comme  je  l'ai  établi  dans  une  Note  publiée 
chez  Hachette  en  1860. 

3.  Malgré  cela,  je  crois  que,  sans  augmentation  de 
travail  total,  laméthodediie  des  parties  proportionnelles, 
convenablement  appliquée  à  l'approximation  d'une  ra- 
cine séparée,  donne  un  résultat  plus  approché  que  celle 
de  Newton,  et  je  me  propose  de  l'établir. 

4.  Soit  F(j:)=o  une  équation  dont  le  premier 
membre,  ainsi  cjue  les  première  et  seconde  dérivées 
F'{x),  F"(x),  sont  finis  et  continus  entre  les  deux 
nombres  a  ei  b  qui  comprennent  une  seule  racine,  a, 
de  F(x)  =  o.  Je  ne  fais  aucune  hypothèse  sur  les  signes 
que  peut  prendre  7" [x)  quand  on  y  fait  varier  x  àe  a 
à  é,  mais  je  supposerai  qu'il  n'existe  pas  de  racine  de 
¥' [x]  =:  o  dans  le  même  intervalle. 

Désignons  par  h  la  différence  positive  ou  négative 
a  —  a,  par  //, ,  A'^,  .  .  .,  /i'„  les  excès  positifs  ou  négatifs 
de  la  racine  a  sur  les  valeurs  approchées  successives 
fournies  par  la  méthode  de  Newton,  et  que  nous  repré- 
senterons par  «1,  «2»  •  •  •  •>  <^»5  pîiï"  ^^1?  ^'2?  •  •  -i  ^'/<  i^'S 
corrections  successives  fournies  par  la  même  méthode; 
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nous  aurons  les  deux  stries  d'égalités 

h=.  A,  -H  h\, 
h',  =  ^2  H-  //., , 


//,  =  - 
//.  =  - 


/'«-l  = 

-K 

+ 

/4, 

h^Y"[a 

-+- 

0// 

) 

2  F' 

(«) 

-» 

h'^  Y" [a 

1-1- 

■0, 

^^) 

2  F' (a, 


//    __  C-xF"(«n->   +  6„-,/^'„_,; 


\     "  2  F' («„_.) 

En  ajoutant  membre  à  membre  les  égalités  (i)  et  ré- 
duisant, on  a 

(3)  /i  =  /i,  +  /^,  +  7^3  +  .  .  .  +  h„  ^  h'„; 

hi,  ^2,  .  .  . ,  h„  sont  connus,  h'^  est  inconnu  et  représente 
Terreur. 

Elevons  les  deux  membres  de  chacune  des  égalités  (a  i. 
à  partir  de  la  dernière,  à  des  puissances  dont  les  expo- 
sants soient  respectivement  2°,  2,  2^,  •  .  .,  2"~'  j  en  dé- 

signant,    pour    abréger, '     , ,     , —  par    My^,     nous 

aurons 


(4)  ;  /''r  '■=/''r'Mf  % 

Multiplions  maintenant  les  égalités  (4)  membre  à 
membre,  et  supprimons  les  facteurs  communs  aux  deux 
membres,  nous  en  déduirons 

(  5 )         //;,  =  h'"  X  RP"^'  X  Mf  =  X  •  •  ■  X  iviî:_,  . 
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Désignons  par  fx  un  nombre  inconnu,  mais  numérique- 
ment moindre  que  le  plus  grand  des  nombres  M,  Mi,  ..., 
M„_i,  nous  pourrons,  en  observant  que 


2."--  -i-  .  .  .  +  2": 


-»  =  M^"-'  X  Mf -=  X  .  .  .  X  MJ 


poser 

et  enfin 

//  =±:/i'  X  t».^"-' ,     ou     /i„  =  dz  /i  X  (  /^  X  p ) '"- ' , 


le  calcul  ayant  exigé  iXn  substitutions,  en  comptant 
celles  qui  ont  été  faites  dansF(x)  et  dans  F'(x). 

Il  est  évident  qu'on  ne  peut  approcher  rapidement  de 
la  racine  a  que  quand  h  -\-  fx  est  numériquement  moindre 
que  I,  et  qu'on  s'en  rapprochera  d'autant  plus  vile  que 
ce  nombre  sera  plus  petit. 

Cette  condition  étant  nécessaire  pour  la  rapidité  de 
l'approximation,  même  quand  on  fait  sur  les  signes  que 
peut  prendre  F" (x)  toutes  les  restrictions  connues,  il 
s'ensuit  que  ces  restrictions  sont  généralement  inutiles. 

y.  est  un  nombre  inconnu  compris  entre  la  plus  petite 

et  la  plus  grande  valeur  que  peut  prendre  le  rapport 

F"{.r,)  '  j  1 
— 5  Xi  et  X,  étant  iieux  nombres  compris  entre 

2F'(.r,|  -  ^ 

a  et  b-^  ce  rapport  ne  peut  devenir  infini,  puisque  nous 
avons  supposé  (|ue  F'(a:)  =  o  n'avait  pas  de  racine 
entie  a  et  Z»;  de  plus,  il  ne  varie  que  dans  des  limites 
assez  peu  étendues,  si  b  —  a  est  nutnériquement  assez 
petit. 

On  peut  former  deux  limites  de  mêmes  signes  ou  de 
signes  contraires  entre  lesquelles  le  nombre  F"(j:, )  est 
compris,  et  deux  limites  de  mômes  signes  comprenant 
F'[x^)]  sachant  du  reste  que  h  est  numériquement  in- 
férieur à  [b  —  a),  on  pourra,  en  formant  deux  limites 
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comprenant  A  +  p.,  voir  si   la  condition  imposée   à  ce 
nombre  d'être  numériquement  inférieure  à  i  est  remplie. 

5.  Passons  maintenant  à  la  méthode  des  parties  pro- 
portionnelles-, conservant  les  hypothèses  faites  dans  le 
numéro  précédent,  posons  les  égalités 

h  —  a  p., 

Ff«)-F(«',)_-FK1 
• , — ■, 

a  ~  a  ^  ftj 

a\  r=;  a\  -\-  f/.„ 


F(4_.)-F(«;,)_  -Ffa;,] 


On  en  déduit,  en  ajoutant  ces  égalités  de  deux  en  deux 
à  partir  de  la  seconde, 

fl'p+,  =:  «  -t-  p.,  -t-  !/j  -H  .  .  .  +  .^71+1  • 

Remplaçant  dans  cette  dernière  a  par  la  quantité  égale 
a  —  h  et  transposant,  on  a 

h  =  Ut  -h  ^2  -h  .  .  .  -i-  y.^_^,  4-  (  a  —  <7^,+,  ) . 

Posons  encore 


on  trouve  par  addition 

//  =z  a,  -+-  a-,  -[-  fi,  4-  .  .  .  -f-  f/^^,  +  p^,_^j  ; 

|:;i,,  y.,,  .  .  .,  fj.^.^i  sont  des  nombres  connus,  f;'    ,  est  Ter- 
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1 

reur 

commise  en  acceptant  cî^^^ 

comme  valeur  approchée 

de  a. 

6. 

De 

l'égalité 

F 

[b'  -F(fl) 
h  —a         ~ 

-F(^: 

■  1 

i>-> 

on  tire 

p.,  = 

-{b- 

a)¥[a) 

-[h- 

-a]?{n] 

,  » 

OU,  développant  le  dénominateur  et  réduisant, 

-  F  !'  «  1 


l^-"^ir'' 


F'  [a]  -f-  ^ ^  F"  [a-^l,[b-  a)] 

OU 

—  _  Ilf!l{ [b—a]Y"[a^'>.,[b~-a\]  \_ 

'"~~'^'^^'^|^'~.JF'(a)+i^F"[«-f->,(^-«)]jJ' 
mais  on  a  aussi 


/^=  — 


F'(«)  2         F'(« 


d  ou,  en  éliminant  —  ^,,    ■  entre  les  deux  dernières  eea- 

r  [a] 

lités, 

^'  =  ["  -      ar,.,     J 

/  (b-a)F"[a~^l,{b^a)]  \ 

[         .JF'(«)-|-^F"[«-4->,(6-«)]jJ' 

qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

h{b~-a)F"[a~h\{b  —a)] 


X 


/i  =  f*.  H- 


2JF'(a)+  t^F"[a-^h{b~a]]i 
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h  est  plus  pelit  que  (Z>  —  a).  Posons 

/(  =  pi,  +  /i(6  —  a)N,. 

Il  résulte  de  la  forme  du  second  membre  de  l'égalité  qui 
précède  de  deux  rangs  que,  en  général,  Ni  ne  diffère  pas 

F"(.r|) 

beaucoup  de  1  une  des  valeurs  du  rapport     „,        ?  x,  et 

^  ^'^         2F(.r2J 

X2  étant  deux  nombres  compris  entre  a  et  è. 

Si  [b  — a)  xNi  est  numériquement  plus  petit  que 
l'unité,  ce  qui  est  la  condition  pour  que  la  niélhode  de 
Newton  s'applique  avec  succès,  la  différence  A  —  y.y  ne 
sera  qu'une  fraction  de  A*,  elle  ne  sera  même  qu'une  frac- 
lion  de  fj-i,  si   [b  —  «)Ni  est  numériquement  moindre 

I 
que  -• 

*       2 

En  effet,  on  a  l'égalitéf^i^  7^[I  — (5  —  «)Ni]  ;  d'après 

3 

l'hypothèse,  i — [b — «)Ni  ne  peut  varier  qu'entre  - 

et  -  :  donc  a^  ne  peut  varier  qu'entre  -  h  el  -  h:  il  est 

2  ^  2  2 

du  signe  de  h  et  numériquement  supérieur  à  -  /?  ;  il  en 
résulte  que  h  —  //j,  qui  n'est  qu'une  fraction  proprement 
dite  de-  h,  le  sera,  a  fortiori,  delà  qviantité  [J-^  numéri- 
quement supérieure 

Si  nous  admettons  qu'il  en  soit  ainsi,  le  nombre  p', 
défini  au  n°  S  sera  numériquement  moindre  que  h  ei 
que  f/.i5  de  plus  h  et  [j-x  seront  de  mêmes  signes. 

En  répétant  le  même  calcul,  on  en  conclura  que  f/., 
n'est  qu'une  fi-action  de  u',  et  defjta,  et  qu'en  général  ^j'/. 
n'est  qu'une  fraction  de  /j'4_i  et  de  [j-i. 

De  plus,  on  voit  qu'en  général  chaque  correction 
fournie  par  la  méthode  ne  diffère  de  la  correction  vraie 
(jue  du  produit  de  cette  correction  vraie  par  la  différence 
des  deux  valeurs  approchées  précédentes  et  par  un  nombre 
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voisin  de  l'iiue  des  valeurs  que  peut  preiidie  le  rapport 

F"  l  j"  ] 

'—^  nrécédemnieiit  défini.  On  pourra  donc  écrire  les 

égalités 

^\=     h     X  (^  —  «)XN,, 

'/l    ■—   p'i    l"'    ><  ^2' 


Les  deux  nombres  h  et  ui,  et  généralement  f/;t_,  et  p^ 
n'ayantqu'une  petite  différence  par  rapport  à  eux-mêmes, 
on  pourra,  sans  altérer  sensiblement  les  coefficients  JNo, 
N3,  ...,  Np^i,  remplacer  dans  les    égalités  précédentes 

IJ.1,  IXo,  .  .  .i  [Xp  respectivement   par  h,  f^', ,  f^'a,  •  •  • ,  f^'^-o 
on  aura  ainsi 

p\  —  h  yc^lb  —  n]  ;<  N,, 
a;  —  u.\  X  /l  X  P2, 

.^^3  =  y'2  X       f*'.        X  P-^' 

f*'.  =/*'3X  .t^'a  XP», 


'    Li'^,+,  =  fz'/,  X     y'p-,     X  P/.+M 

Pj,  Pj,  . . .,  Pp^i  ne  dilférant  pas  sensiblement  de  Nj, 
N3,  .  .  .,  Np^i  et  étant,  en  conséquence,  voisins  chacun 

de  l'une  des  valeurs  que  peut  prendre  le  rapport  ■  • 

2  r    ^  X2  j 

8.  Eliminons  entre  les  équations  (i)  du  n°  7  les  in- 
connues a'i ,  p'2,  .  .  . ,  u.'p. 

Pour  cela,  écrivons  la  première,  et  au-dessous  l'équa- 
tion résultant  de  la  multiplication  membre  à  menibie 
des  deux  premières 

•/,  =  /t  X  (*  —  «!)  XN„ 

fx;  =  A-'  X  (  ^  —  «  )  X  N,  X  Pv  ; 

-^rt«.rt'e;Vaf/jewrtf.,  •»=  série,  t.  XVIII.  (Mni  1S79.)  l5 
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multiplions  membre  à  membre  les  deux  dernières  ei  la 
troisième  des  équations  (i)  du  n°  7,  on  a 

p'.  =  /i^  X  (  è  —  a)2  X  N'  X  P.  X  P3. 

Généralement  multiplions  membre  à  membre  les  deux 
dernières  équations  obtenues  et  celle  qui  suit,  dans  les 
équations  (i)  dun°7,la  dernière  sur  laquelle  on  a  opéré, 
on  obtient  successivement 

p.;  =  h^>c{b-  a^îi]  X  P^  X  P3  X  P4, 

y.\  z=h'y-{b  —  «/--N-;  X  P^  X  P^  X  P4  X  Ps- 

La  loi  de  formation  est  évidente.  Si  nous  posons 

X,  =  I  =1, 

X3  =  >,  -4-    ).,    =  3, 

Aj  :^   /3   -j-      Àj     ^^  O, 


In    -+-    l„_i    =   2.p—    I, 


p^^,z=z  /iV'X  [b  -  a)VxN^PX  P^-X  P"i''-^X  ...  X  P);  X  P/,.^. 

ou,  en  désignant  par  -  un  nombre  inconnu  numérique- 
ment moindre  que  le  plus  grand  des   nombres  Nj,   Pj, 


Pa>4-. 


/P-F+'  X  [b  — a)V  X7rV-'+V-î+V-s+---  +  ^î-^'''-^'; 


or,  en  ajoutant  les  égalités  (2)  du  n''  8,  on  a,  après  ré- 
duction, 

/jo4.i  :=^    1  -É-    I   — ;-  A|  -j-  >,2  -f-  .  .  .  -r-  Ai>— 1> 

d'où  l'on  déduit 

>.^+.,  -h'f-p  —   I    =    I    H-  A,  4-  >.L.  -h   .  .   .   -f-  ).^._i  -i-  '>^p. 
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Donc 


••pt-i 


=  d=  //  X  { /i  X  îT  )"V+>-'  X  [f  6  —  « )  X  7r]'r. 


9.  Chaque  correction  obtenue  par  la  méthode  des 
parties  proportionnelles  n'exige  qu'une  substitution,  à 
l'exception  de  la  première  qui  en  exige  deux;  d'où  il  ré- 
sulte que,  après  avoir  fait  in  substitutions,  on  sera  par- 
venu à  la  correction  de  rang  2«  —  i.  L'erreur  commise 
sera  alors 

p',,,_i  =zhyiX  [h-nY'-n-^-'  >C[  b  —a)  XTr]''^-- . 

Celle  quedonue  la  méthode  de  INewton,  après  le  même 
nombre  de  substitutions,  est 

//„  =  =h:Ax.  (//.;"-'). 

Or,  si  l'on  aduiet  que  Inz  et  Jiu.  soient  à  peu  près  égaux, 
et  comme  il  est  facile  de  vérifier  que  si  «^3,  Àan-i  ^  2", 
on  voit  que  [j'^n—i  ^^^  notablement  moindre  que  /?'„ . 

La  partie  pénible  de  l'application  de  l'une  ou  l'autre 
méthode  étant  la  substitution,  on  doit  en  conclure  que 
{avantage  rt'ste  à  la  méthode  des  parties  proporiionnelles 

10.  Je  considère  comme  suffisamment  établi,  d'après 

ce  qui  précède,  que  la  partie  utile  à  retenir  dans  chaque 

correction  peut  se  régler  de  la  manière  suivante  ;  on  foi'- 

mera  d'abord  un  nombre  qui  ne  puisse  être  nuraérique- 

F"  f  .7- J 
ment  inférieur  au  rapport     ,'  '    •>  Xx  et  x,  éta.'it  deux 

^^        iV  [X2] 

nombres  compris  entre  a  et  b,  soit  M  ce  nombre;  pour 
la  méthode  de  Newton  on  ne  retiendra  dans  lu  valeur 
de  /ip,  supposé  développé  en  décimales,  que  les  iiniiés 
dont  la  valeur  n'est  pas  inférieure  à  une  unité  de  l'ordre 
le  plus  élevé  du  produit  /?^^,  xM;  pour  la  méthode  des 
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parties  proportionnelles,  on  ne  retiendra  dans  la  valeur 
de  [J-p  que  les  unités  dont  la  valeur  n'est  pas  inférieure 
à  uneunitéde  l'ordre  leplus  élevé  du  produit  y-pX  [J-p-i^l. 
Du  reste,  dans  l'un  et  Taulre  cas  on  acceptera,  à  son 
choix,  la  valeur  approchée  par  excès  ou  par  défaut. 

H.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  remplies 
les  conditions  pour  que  la  méthode  de  Newton  puisse 
s'appliquer  et  donner  une  approximation  assez  rapide; 
mais  la  méthode  des  parties  proportionnelles  a  sur  elle 
un  autre  avantage,  c'est  celui  de  permettre  de  resserrer 
une  racine  séparée  dans  un  intervalle  plus  étroit,  sans 
aucune  restriction  relative  à  la  dérivée  première  ou  à  la 
dérivée  seconde  ;  il  suffit  pour  cela  de  l'appliquer  à  deux 
résultats  de  substitution  de  signes  contraires. 

Un  seul  inconvénient  est  attaché  à  ce  procédé  :  il  pour- 
rait se  faire  que  les  valeurs  approchées  successives  le 
fussent  toutes  dans  le  même  sens,  et  qu'alors  l'une  des 
limites  entre  lesquelles  la  racine  resterait  comprise  fût 
fixe.  On  peut  alors  y  remédier  en  substituant,  au  lieu  de 
la  dernière  valeur  approchée  trouvée,  un  nombre  compris 
entre  cette  valeur  et  la  limite  qui  reste  fixe.  On  aura  ainsi, 
ou  une  valeur  approchée  de  même  sens  et  plus  appro- 
chée, ou  une  valeur  approchée  de  sens  contraire,  et  la 
limite  qui  restait  fixe  sera  changée. 

12.   Pour  terminer,  nous  allons  donner  les  résultats  de 
l'application  des  deux  méthodes  à  un  même  exemple. 
Soit  l'équation 

(  I  ;  ff  —  :/:' =  o  ; 

e  étant  incommensurable,  on   ne  peut   attribuer  aucun 
sens  pareil  à  :r^  dans  la  supposition  où  l'on  donnerait  à  x 
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une  valeur  négative-,  nous  ne  nous  occuperons  donc 
que  des  racines  positives. 

D'après  le  théorème  de  Rolle,  ces  racines  sont  séparées 
par  celles  de 

(2)  e' — e.ï:'"'' =  o. 

On  voit  facilement  que  l'équalion  (2^  admet  pour  racines 
j:  =  I  et  a:  =  e,  et  elle  n'en  admet  pas  d'autres.  En  eiïet, 
d'après  uue  Note  que  j'ai  publiée  dans  les  Nouvelles 
Annales  (2^  série,  t.  XI,  p.  4o4)>  l^s  racines  de  l'équa- 
tion (2)  sont  séparées  par  celles  de  l'équation 

(3)  i  \  :  \ 

^  i  =— e>Cx'-^lr  —  !e —  i']  =  o. 

En  substituant  dans  l'équation  (2)  les  racines  o  et 
(e —  i)  de  l'équation  (3),  on  reconnaît  qu'elle  n"a  que 
les  deux  racines  trouvées. 

Les  racines  de  l'équation  (i)  sont  donc  séparées  par 
les  nombres  de  la  suite 

o,  I,        C,         -i-  QO  . 

On  reconnaît,  en  les  substituant  dans  l'équation  (i), 
qu'elle  a  et  qu'elle  n'a  que  trois  racines  réelles.  Propo- 
sons-nous de  calculer  approximativement  la  racine 
comprise  entre  1  ete.  Au  moyen  de  quelques  substitutions 
réglées  d'après  la  méthode  des  parties  proportionnelles, 
on  reconnaît  que  cette  racine  est  comprise  dans  l'inter- 
valle de  1,3  à  1,4. 

Désignons  par  x\  et  X2  deux  nombres  quelconques 
compris  entre  les  mêmes  limites,  on  a  les  inégalités 

-i,i89<e'.'-e(i,4>-'<F'(^,) 

<6'<'^-e(.,3)^-'< -0,196, 
—  2,3o2<t->'i— e(e  —  i)(i, 4)^-2  <F"(jr,) 

<ci.<._e(e-i)(i,3>-»<-i,58o; 
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(1  où 

F"(-^i'  2,3o2      23o6     ,^ 

2F'(.r2)        2X0,196         392 

On  reconnaît  d'après  ces  inégalités  que  toutes  les  cou  - 
tli lions  désirables  pour  l'application  de  la  méthode  de 
Newton  sont  remplies  pour  la  limite  supérieure  1,4. 

Appliquant  cette  méthode,  on  trouve  successivement 

F(i,4)  =~o,oii438, 

^,  =  —  (),oi44> 

«1=      1,3856; 

F(rt,)r=—   0, 000248058, 

F' («,)  =  - 0,763448, 

//2  =   O  ,  0003249  I  , 

«7o  :=:  1,3852-509; 

F[a.i)  := —  0,00000010700097935, 
F'  («Zj )  =  —  o ,  7628290790, 

^3  =  —  o ,  000000 1 402686 1  , 
«3  =       1 , 38527494973 1 39. 

«3  est  la  valeur  approchée  de  la  racine  a,  obtenue  par 
la  méthode  de  Newton  au  moyen  de  six  substitutions. 

Voyons  maintenant  ce  que  donne  la  méthode  des  ap- 
proximations successives  : 

F( 1 ,3    =r=      o,o58o, 
F(i,4)  — —  o,oii4, 

fx,  =       o,o83, 

a\  7-^       1 ,  383  ; 

F  (  ({\  =       o ,  ot)  1 7  3o4  j 

ij...  =       o  ,002 7.3       •  au  moyeu  de  F  (  i  ,4  j  ; 
(i\  -z-^      I  ,38523 
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F  1'/.,:=^   o,<)()Oo3428702  \ 

t/3  =   o ,  00004508    >  an  moyen  de  F  (  «',  )  ; 
«'j  =   1 ,  33527508    I 

Y[a\):= — 0,0000000993726901 

PI4  =  —  0,000000180275    ;  au  moyen  de  F(«'./)î 
a\=       1,385274949725    ) 

F(a'J  :=   o ', 000000000004850940287563  ] 

I  an  moyen 

ps  =:         0,0000000000063591454  },  ," 

ldeF(«3). 
«'j  =   1,3852749497313591454     ) 

rt'.estla  valeur  approchée  de  a,  obtenue  par  la  méthode 
des  parties  proportionnelles  au  moyen  de  six  substitu- 
tions. 

Si  l'on  forme  F'(rt'j),  on  trouve 

F'  (  0  =  -  o ,  7628288 1 1 5430 

et,  en  appliquant  la  méthode  de  Newton  à  partir  de  n\, 
on  trouve  pour  la  correction 

o , G00000000006359 I 46592. 

1 2 
On  peut  en  conclure  que  a\  est  approché  à  moins  de  — -^ 

3 
tandis  que  <7q  ne  l'est  qu'à  moins  de -• 

La  méthode  des  parties  proportionnelles  a  donc  fait 
gagner  entre  quatre  et  cinq  chiffres  décimaux. 

Nota.  —  Les  calculs  précédents  ont  été  exécutés  au 
moyen  des  excellentes  Tables  de  logarithmes  à  vingt- 
sept  décimales  de  Fédor  Thonian. 
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COI\iCOlRS  GÉNÉRAL  DE  1878. 


Mathématiques  spéciales. 

Les  droites  A'OA,  B'OB,  COC  sont  trois  axes  de 
coordonnées  rectangulaires-,  on  suppose  OA'=  OA  =  «, 
0B'=  OB  =  b,  OC  =3  OC  =  c. 

Déterminer  :  i°  le  lieu  des  axes  de  révolution  des  sur- 
faces de  révolution  du  second  degré  qui  passent  par  les 
six  points  A',  A,  B',  B,  C,  C  -,  2°  le  lieu  des  extrémités  D 
de  ces  axes. 

On  construira  la  projectioti  du  lieu  des  points  D  sur 
le  plan  AOB,  en  supposant  «^  c  ^  ^,  et  l'on  partagera 
la  courbe  en  arcs  tels  que  chacun  d'eux  corresponde  à  des 
surfaces  de  même  espèce. 

Ma thématiq ues   élémentaires . 

Déterminer  les  rayons  des  deux  bases  d'un  tronc  de 
cône,  connaissant  :  1°  la  hauteur  h  du  tronc;  2°  le  vo- 
lume qui  est  équivalent  aux  trois  quarts  du  volume  de  la 
sphère  de  diamètre  h;  3**  la  surface  latérale  équivalente 
à  celle  du  cercle  de  rayon  a. 

On  ne  considérera  que  les  troncs  formés  par  d^s  plans 
qui  coupent  les  arêtes  d'un  même  côté  du  sommet,  el  l'on 
indiquera  le  nombre  des  solutions   qui   correspondent 

aux  diverses  valeurs  du  rapport  y 

Philosophie. 

On  coupe  une  pyramide  triangulaire  donnée  SABC 
par  un  plan  parallèle  à  la  base  :   ce  plan  rencontre  les 
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arèles  latérales  SA,  SB,  SC  respeclivemeiil  en  A'.  B',  C; 
on  mène  ensuite  les  plan  AB' C,  BC'A',  C  A'B' ;  soit  P 
leur  point  commun.  Déterminer  le  lieu  décrit  par  le 
point  P,  lorsque  le  plan  A'B'C  se  déplace  en  demeurant 
parallèle  à  ABC. 

Rhétorique. 

\.  Déterminer  sur  un  diamètre  AB  d'une  sphère  de 
rayon  R  un  point  tel  que,  si  l'on  mène  par  ce  point  un 
plan  perpendiculaire  à  ce  diamètre,  la  surface  de  la  zone 
splîérique  limitée  par  ce  plan  et  contenant  le  point  A  soit 
équivalente  à  la  surface  latérale  du  cône  qui  a  pour 
base  le  cercle  d'intersection  de  la  sphère  et  du  plan  et 
pour  sommet  le  point  B.  Cela  étant,  calculer  le  rapport 
du  volume  de  ce  cône  au  volume  de  la  sphère. 

2.  Inégalité  des  jours  et  des  nuits.  Saisons. 

Seconde. 

On  donne  sur  une  circonférence  deux  points  A,  B, 
diamétralement  opposés*,  on  prend,  sur  cette  circonfé- 
rence, un  point  quelconque  C,  et  l'on  porte  sur  la 
droite  AC,  de  part  et  d'autre  du  point  C,  des  longueurs 
égales  CD,  CD',  telles  que  le  rapport  de  chacune  à  la  lon- 
gueur CB  soit  égal  à  un  rapport  donné.  On  fait  mouvoir 
le  point  C  sur  la  circonférence,  et  l'on  demande  : 

1°  Les  lieux  des  points  D  et  D'-, 

1°  Les  lieux  des  points  de  concours  des  hauteurs  du 
triangle  ABD  et  du  point  de  concours  des  hauteurs  du 
triangle  ABD'; 

3°  Le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  BDD'; 

4°  Les  lieux  des  centres  des  cercles  exinscrits  au  même 
triangle  BDD'. 
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Troisième. 

1.  Etant  donnés  clans  un  plan  un  cercle  O,  un  point  A 
sur  la  circonférence  de  ce  cercle,  et  une  droite  quel- 
conque D,  trouver  sur  cette  droite  un  point  tel,  qu'en 
menant  de  ce  point  les  deux  tangentes  au  cercle  O,  et 
joignant  les  points  de  contact  au  point  A,  les  lignes  de 
jonction  fassent  entre  elles  un  angle  donné  V. 

2.  Trouver  deux  nombres,  sachant  que  leur  rapport 
est  -^,  leur  plus  grand  commun  diviseur  3o  et  leur  plus 
petit  commun  multiple  2700. 


SOLUTION  DE  l\  OIESTION  PROPOSÉE  POIR  L'ADMISSION 
A  L'ECOLE  POLVTECHMOLE  U  1878 

(voir  2"  série,  t.  XVn,  p.  4Cî}  : 

Par  iM.  Ch.vrles-Adolphk  BOREL  (*). 


1°    Soit    Ax'-T- C/-:i=  F    l'équation    d'une  conique 
ayant  ses  axes  dirigés  suivant  0.r  et  Oj. 

L'équation   d'une  normale  à  cette  conique  an  point 

(j:,,Ji)  est 


y  —  r,  —  - —  1^  —^11, 

A.r, 


ou 

C 


)    —  I  =  O. 


(  c  —  A  )  X,  (  C  —  A  b'i  ' 

En   exprimant  que  cette    normale    coïncide   avec    la 

{' j  Gel  élùve  a  eu  lu  note  jn  et  a  cii'  ro(;ii  le  loS'. 
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droite  D.  dont  1  é([ualioii  est 


a:         Y 

h" I  =  o. 

P         7 


j'ai  les  deux  reialions 

:C—  Ah 


Si  je  désigne  par  a,  (3  les  coordonnées  du  point  M, 
pôle  de  la  droite  D  par  rapport  à  la  conique,  l'équation 
de  cette  droite  D  pourra  encore  se  mettre  sous  la  forme 

Aa.r-!-  C^J  —  F  =  0. 

Si  j'exprime  que  cette  polaire  coïncide  avec  la  droite  D, 
j'ai  encore  les  deux  relations 

F  F 

^     ■  '  Aa         ^         C[i 

De  ces  équations  (a)  je  tire  les  valeurs  de  A  et  de  C 
et  je  les  porte  dans  les  relations  (i)  *,  j'ai  ainsi,  en  résol- 
vant les  équations  (i)  par  rapport  à  Xj  et  ri, 

„  _      ^P'-  ^  _  P7^ 

j  1 


xp  —  B(/  a.p  —  13// 

En  portant  ces    valeurs  de  A,G,.ri,j,  dans  l'équa- 
tion 

Ax',  -hCr]  —  F=:o, 

j'ai  l'équation  du  lieu  du  point  IM 

F         aV  ,     F  fi^7' 


p  a    xp  —  P  7  "        7  fi    !xp  —  8  7  ■" 
En  simplifiant  et  en   remplaçant  a  par  or   et  (3  par  y^ 
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j'ai  l'équalion 

[P^—  yiY  —  P^^  —  r/'f  =  o. 
Le  lieu  du  point  M  est  donc  une  parabole. 

Celle  parabole  passe  par  l'origine  O  et  par  les  points 
de  rencontre  P  et  Q  de  la  droite  D  avec  les  axes. 

Elle  doit  passer,  en  effet,  par  le  point  O,  car,  parmi 
les  coniques  ayant  leurs  axes  dirigés  suivantOa:et  Oj)',il 
y  a  le  système  de  droites  dont  Tune  est  perpendiculaire 
à  D.  Le  pôle  de  D,  par  rapport  à  cette  conique,  est 
justement  le  point  O, 

Considérons  maintenant  le  pointP.  Parmi  les  coniques 
normales  à  D,  il  en  est  qui  ont  leur  sommet  très-voisin 
du  point  P.  Quand  ce  sommet  se  rapproche  du  point  P, 
le  point  d'incidence  de  la  normale  se  confond  avec  sou 
second  point  de  rencontre  avec  la  conique,  et  le  point  M 
se  confond  aussi  avec  le  point  P.  Donc  le  lieu  passe  par 
le  point  P.  Le  même  raisonnement  ferait  voir  que  la 
parabole  passe  par  le  point  Q. 

L'axe  de  la  parabole  est  parallèle  à  la  droite 
px  —  qy  =  o; 
il  est  donc  perpendiculaire  à  D.  D'ailleurs  cet  axe  passe 
par  le  milieu  du  segment  PQ. 

L'axe  est  ainsi  construit  géométriquement. 

2°  Je  vais  démontrer  que  la  distance  du  foyer  de  cette 
parabole  au  sommet  est  égale  au  quart  de  la  distance  du 
point  O  à  la  droiie  D. 

Considérons,  en  ellet,  une  parabole  et  un  cercle  décrit 
sur  une  corde  perpendiculaire  à  l'axe  comme  diamètre 
et  coupant  la  parabole. 

L'équation  de  la  parabole  est  )  - —  ipx  =  o.  L'équa- 
tion du  cercle  est  (  x  —  «)"^  ~^ y' —  ipx  =^  o.  Le  cercle 
coupe  la  parabole  eu  deux  autres  points  Cet  C  symé- 
triques par  rapport  à  Ox. 
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Les  abscisses  des  points  d'intersection  sont  données 
par  l'équation 

[x  —  a)--f-  2.px  —  ipy.  =  o. 

Cette  équation  admet  la  racine  x  =^  a.  qui  correspond  aux 
deux  extrémités  du  diamètre.  L'autre  racine,  a  —  ip^ 
correspond  aux  points  C  et  C. 

On  a  donc,  pour  la  distance  d'un  des  points  C  ouC'au 
diamètre  perpendiculaire  à  l'axe,  a —  (a  —  ip)  =zQ.p. 

La  distance  du  foyer  de  la  parabole  au  sommet,  étant 

égale  à  -»  est,  par  suite,  égale  au  quart  de  cette  distance. 

Considérons  alors  la  parabole  lieu  du  point  tVL  Cette 
parabole  est  circonscrite  au  triangle  rectangle  OPQ.  De 
plus,  son  axe  est  perpendiculaire  à  PQ  et  passe  par  le 
milieu  R  de  celle  droite.  Donc,  d'après  ce  que  je  viens 
de  démontrer,  le  paramètre  de  la  parabole  est  égal  à  la 
moitié,  et  la  distance  du  foyer  au  sommet  est  égale  au 
quart  de  la  distance  du  point  O  à  la  droite  D. 

3°  Construire  géométriquement  l'axe  et  le  sommet 
de  la  parabole  revient  à  chercber  le  sommet  d'une  para- 
bole passant  par  trois  points  O,  P,  Q  et  dont  l'axe  est 
(lonnu. 

On  sait,  en  elfet,  que,  la  droite  PQ  étant  perpendicu- 
laire à  l'axe,  cet  axe  passe  par  le  milieu  R  de  PQ. 

Pour  construire  le  sommet,  je  prolonge  OP  jusqu'à  sa 
rencontre  en  P'avec  l'axe.  Soit  Q'  le  point  où  OQ  coupe 
l'axe.  Je  prends  le  milieu  de  P'Q',  et  j'ai  le  sommet  S. 

J'en  déduis  la  position  du  foyer  F,  car  la  distance  SF 
est  égale  au  quart  de  la  distance  du  point  O  à  la  droite  D 
et  dirigée  vers  le  point  R, 

Note.  —  Solutions  analogues  de  MM.  A.  Guévara,  ingénieur;  J.  Griess, 
inaitre  répétiteur  au  lycée  d'Alger;  G.  I.ambiottc.  élève  de  l'École  poly- 
technique de  Bruxelles;  Robaglia  ;  Gambey  ;  I.ez  et  Moret-Blanc. 
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RESTITiriO\  DE  PRIORITÉ  E\  FAYEIK  DE  M.  CATALAN; 

Par  m.   F.   FOLIE, 

Membre  de  l'Acadérnie  royale  de  Belgique.  . 


Dans  le  Bulletin  du  mois  d'août  1877  (*)'  "ous  nous 
sommes  occupé  de  la  recherche  de  différentes  propriétés 
que  nous  croyions  tout  à  fait  neuves. 

L'une  de  celles-ci,  intitulée  :  Synthèse  des  théorèmes 
de  Pascal  et  de  Brianchon,  nous  avait  tellement  frappé 
par  sa  simplicité,  que  nous  exprimions  notre  grande  sur- 
prise de  ne  lavoir  rencontrée  dans  aucun  des  traités  les 
plus  complets  et  les  plus  récents. 

Nous  nous  trompions  cependant.  Cette  synthèse  avait 
été  faite,  en  iSSa,  par  l'un  de  nos  savants  confrèies,  qui 
l'a  consignée  dans  les  Nouvelles  annales  de  Mathéma- 
tiques, V^  série,  t.  XI,  p.  173  (**)  •,  elle  y  est  malheu- 
reusement restée  oubliée,  même  de  lui,  et  ce  n'est  qiu' 
tout  récemment  qu'il  nous  a  fait  part  de  ce  fait  ;  il  nous 
a  déclaré  eu  outre,  chose  qui  ne  surprendra  personne, 
que  sa  démonstration  (qui  ne  figure  pas  dans  les  ^fi- 
nales) est  identique  à  celle  que  nous  avons  donnée. 

Nous  nous  empressons  bien  volontiers  de  restituer  à 
notre  savant  confrère  la  priorité  de  cette  découverte. 

Les  deux  théorèmes  suivants  ,  que  nous  crovions 
neufs  : 

Les  intersections  successives  des  côtés  alternants  d'un 


{*)  Bulletin  de  l' Académie  royale  de  Belgique,  2°  série,  t.  XLIV. 
p.  182. 

(**)  L'article  cité  renvoie  à  une  Application  de  l'Algèbre  à  la  Géo- 
métrie, lithorjrapliiée  et   datant  de  iS.'nS,  par  l\l.  E.  Catalan. 
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hexagone  de  Pascal  forment    les  soniinets  successifs 
rVun  hexagone  de  Brianchon  ^ 

Les  jonctions  successives  des  sommets  alternants  d^un 
hexagone  de  Brianchoii  forment  les  côtés  successifs 
d'un  hexagone  de  Pascal  ^ 

Ces  théorèmes,  sur  l'imporiance  desquels  nous  avons 
insisté  dans  le  numéro  cité  du  Bulletin,  doivent  donc 
porter,  sauf  erreur,  le  nom  de  E.  Catalan,  Les  seules 
découvertes  qui  nous  appartiennent  encore  dans  cette 
synthèse  des  théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianchou  sont  : 

En  premier  lieu,  la  combinaison  des  théorèmes  de 
M,  E.  Catalan  avec  ceux  de  Steiiier,  dont  voici  les 
énoncés  ; 

Les  intersections  succcssi\^es  des  côtés  alternants  d'un 
hexagone  de  Brianchon  forment  les  sommets  successijs 
d'un  hexagone  de  Pascal. 

Les  jonctions  successives  des  sommets  alternants  d'un 
hexagone  de  Pascal  forment  les  côtés  successfs  d'un 
hexagone  de  Brianchon  ' 

Combinaison  qui  donne  naissance  à  une  série  indéfinie 
d'hexagones  de  Pascal  et  de  Brianchon. 

En  second  lieu,  la  possibilité  d'étendre  cette  même 
synthèse  aux  polygones  conjugués  inscrits  ou  circon- 
scrits à  des  courbes  supérieures,  polygones  pour  lesquels 
nous  avons  démontré  l'extension  des  théorèmes  de  Pascal 
et  de  Brianchon  (*), 


PKULICATIONS  RECENTES. 


Théorie  des  arithnietisch-geometrischen  Mittels  ans 
vier   Elementen  :    von    C.-W.     Borchardt.    Aus    deu 


(*  )  Voir  Fondements  d'une  Géométrie  supérieure  cartésienne. 


(     24o     ) 

Abhandhmgen  clev  Konigl.  ./Ikadcinie  cler  Wisseii- 
schaflen  zii  Berlin^  i8y8. 
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et  par  Eudoxe  ;  par  M.  P.  Tajsmery.  Extrait  des  Mé- 
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SIR  LA  RELATION  QUI  EXISTE  ENTRE  IN  CERCLE  CIRCON- 
SCRIT A  LN  TRIANGLE  ET  LES  ÉLÉMENTS  DINE  CONIQUE 
INSCRITE  DANS  CE  TRIANGLE; 

Par  m.   LAGUERRE. 


1.  Soit  un  Iriaiigle  inscrit  dans  un  cercle  G  et  cir- 
conscrit à  une  conique  K  •,  si  celte  conique  est  une  pa- 
rabole, ou  sait  que  son  foyer  est  sur  le  cercle. 

Laissant  ce  cas  de  côlé,  j'énoncerai  la  proposition  sui- 
vante : 

Soient  F  e£  G  les  deux  foyers  de  la  conique,  F'  le 
point  réciproque  dufoyeiF  relativement  au  cercle  et  O 
le  centre  de  ce  cercle  ;  si,  par  le  point  F,  o/i  mène  une 
droite  parallèle  à  OG,  cette  droite  rencontre  GF'  en  un 
point  R  tel  que  le  produit  GR  X  GF'  est  égal  au  carré 
de  V axe  qui  renferme  les  deux  foyers. 

2.  Pour  démontier  cette  proposition,  je  remarque 
que  Ton  peut,  d'après  un  lliéorème  bien  connu  et  dû  à 
Poncelet,  inscrire  dans  le  cercle  C  une  infinité  de 
triangles  circonscrits  à  la  conique.  En  désignant  par  I  et 
J  les  deux  ombilics  du  plan,  on  sait  que  le  cercle  passe 
par  ces  deux  points  ;  on  peut  donc  construire  un  triangle 
inscrit  dans  le  cercle  circonscrit  à  K,  et  dont  l'ombilic  I 
soit  l'un  des  sommets.  A  cet  effet,  je  mène  par  les  fo3'ers 
F  et  G  les  droites  isotropes  FI  et  FJ  qui  sont  tangentes 
à  la  conique  5  ces  droites  rencontrent  respectivement  le 
cercle  aux  points  m  et  «,  et  la  droite  mn  est  tangente 
àK. 

Anii.de.  Mdthéinat.,   i"  série,  t.  X\III.  (Juin    1879.)  16 
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3.  Je  rappellerai  ici  quelques  notions  très-simples  que 
j'ai  exposées  dans  une  Note  publiée  précédemment  dans 
les  Nouvelles  Annales  (*j.  Un  point  quelconque  A  étant 
donné  dans  le  plan,  menons  les  deux  droites  isotropes  AI 
et  AJ  qui  se  croisent  en  ce  point,  et  désignons  respecti- 
vement par  a  et  par  a'  les  points  réels  situés  sur  ces 
droites. 

11  est  clair  que  ces  points  sont  parfaitement  déter- 
minés quand  m  se  donne  le  point  A  ;  réciproquement, 
ces  points  déterminent  complètement  le  point  A,  et  l'on 
peut  dire  que  aa!  est  son  segment  représentatif,  a  étant 
l'origine  du  segment  et  rz' en  étant  l'extrémité. 

Ceci  posé,  si  trois  points  sont  en  ligne  droite,  les  deux 
triangles  formés  respectivement ,  par  les  origines  des 
segments  représentatifs  de  ces  points  et  leurs  extré- 
mités, sont  semblables  et  inversement  placés. 

En  second  lieu,  si  un  point  imaginaire  est  situé  sur 
un  cercle  réel,  les  extrémités  de  son  segment  représen- 
tatif sont  réciproques  par  rapport  à  ce  cercle. 

4.  11  résulte  de  là  que,  si  l'on  désigne  respectivement 
par  F'  et  G'  les  points  réciproques  des  foyers  F  et  G  rela- 
tivement au  cercle  C,  les  points  m  et  n  ont  respecti- 
vement pour  segments  représentatifs  FF'  et  GG'. 

Je  construis  maintenant  le  point  symétrique  du  point  F 
relativement  à  la  droite  mn.  A  cet  elïet,  par  le  point  F, 
je  mène  la  droite  isotrope  FI  qui  passe  par  le  point  /w, 
puis  par  le  point  m  la  droite  isotrope  m^  qui  contient  le 
point  réel  F'  ;  je  mène  ensuite  la  droite  isotrope  FJ,  puis, 
en  appelant  p  le  point  où  elle  rencontre  la  droite  mn, 
la    droite    isotrope  pi,   et  le   point   œ,   oii  se   rencon- 

(*)  Sur  l'emploi  des  imaginaires  en  Géométrie  y  cm  elles  Annales  de 
Mathématiques,  2°  série,  t.   IX;  iS-o). 


(  243  ) 

irenl  mJ  cl  pi,  est  le  point  cherché.  Si  II  est  le  point 
réel  situé  sur /7I,  on  voit  que  son  segment  représentatif 
est  RF'. 

Pour  obtenir  le  point  R,  je  remarque  que  les  trois 
points  y^>,  T7i  et  n  étant  en  lignes  droites  et  étant  respecti- 
vement représentés  par  les  segments  RF,  FF'  et  GG',  les 
triangles  RFG  et  FF'G'  sont  semblables  et  inversement 
placés.  D'où  il  suit  que  le  point  R  est  l'intersection  de  la 
droite  GF'  avec  la  droite  menée  par  le  point  F  parallè- 
lement à  GG'.  Si  l'on  remarque  en  elïet  que  le  quadrila- 
tère FGF'G'estinscriptibledans  un  cercle,  on  en  conclut 

sans  peine  que  les  angles  FGR  et  F'G'F  sont  égaux 
comnxe  inscrits  dans  un  même  arc  de  circonférence;  par 

la  même  raison,  l'angle  F'F'G'  est  égal  à  l'angle  F'GG 

et  ce  dernier  est  égal  par  construction  à  l'angle  FRG. 

Les  angles  FRG  et  F'FG'  sont  donc  aussi  égaux;  par 
suite,  les  triangles  RFG  et  FF'G'  sont  semblables,  et, 
comme  ils  sont  évidemmentinversement  placés,  le  pointR 
est  le  point  réel  situé  sur  la  droite  isotrope  pi, 

5.  Le  point  f  étant  symétrique  de  F  relativement  à  la 
droite  inn,  qui  est  une  tangente  de  la  conique  K,  est  situé 
sur  le  cercle  décrit  autour  du  foyer  G  comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à  l'axe  de  la  conique  qui  contient  ce 
foyer. 

Le  point  Q  est  d'ailleurs  représenté  par  le  segment  RF'; 
on  en  conclut  d'abord  que  ladroite  RF'  passe  par  le  point 
G,  ce  qui  résulte  de  la  construction  même  par  laquelle 
on  a  déterminé  le  point  R,  puis  que  le  produit  GR  X  GF' 
est  égal  au  carré  de  l'axe  dont  je  viens  déparier. 

D'où  la  proposition  quej'ai  énoncée  au  commencement 
de  cette  iNote. 

16. 
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6.  Cette  proposition  peut  s'énoncer  d'une  façon  un 
peu  différente. 

Construisons  le  cercle  passant  par  le  point  F'  et  tan- 
gent en  G  à  la  droite  OG  ;  si  Von  désigne  par  4>  le 
second  point  de  rencontre  de  ce  cercle  ai^ec  V axe  FG 
par  H  le  centre  de  la  conique,  paria  la  longueur  de 
l'axe  de  cette  courbe  qui  renferme  les  foyers  Y  et  Çy 
et  par  ih  la  longueur  de  l'autre  axe,  on  a  la  relation 

(r)  HF.  H'^  =  «^-^-^»^ 

en  sorte  que  les  points  Y  et  ^  sont  réciproques  relati- 
vement au  cercle  qui  est  le  lieu  des  points  d'où,  l'on  voit 
la  conique  sous  un  angle  droit. 

On  peut  remarquer,  en  effet,  que,  la  droite  FR  étant 
parallèle  à  la  droite  OG,  le  quadrilatère  FRF'<Î>  est  in- 
scripiible  dans  une  circonférence  de  cercle;  on  a  donc 

GF.G<î>  =  GR.GF'  =  4«% 

d'où,  par  une  transformation  facile,  la  relation  énoncée 

ci-dessus, 

7.  Comme  application,  proposons-nous,  étant  donné 
un  point  O  du  plan,  de  construire  un  cercle  ayant  ce 
point  pour  centre  et  dans  lequel  ou  puisse  inscrire  un 
triangle  circonscrit  à  la  conique  K. 

Construisons  le  point  4>  déterminé  par  la  relation  (i), 
et  faisons  passer  par  les  points  4>  et  G  un  cercle  qui 
touche  la  droite  OG.  Ce  cercle  rencontre  la  droite  OF  en 
deux  points  F'  et  F"  ;  de  là  deux  solutions  du  problème 
proposé. 

En  premier  lieu,  on  a  comme  solution  le  cercle  relati- 
vement auquel  les  points  F  et  F'  sont  réciproques,  et  son 
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rayon  R'  est  déterminé  par  la  relation 

R'^=:OF.OF'. 

On  a  comme  seconde  solution  le  cercle  relativement 
auquel  les  points  F  et  F'  sont  réciproques,  et  son  rayon  R" 
est  déterminé  par  la  relation 

R"-  =  OF.O". 

8.  En  faisant  le  produit  des  équations  précédentes,  il 
vient 

R'-R"-:=Ôf'.OF'.OF". 

On  a  d'ailleurs,  en  vertu  d'une  propriété  du  cercle  bien 
connue, 

OF'.OF"=OG^ 
d'où 

R'R"=OF.OG. 

Ainsi,  le  problèuie  proposé  a  deux  solutions  et  le 
produit  des  rayons  des  cercles  (juij  satisfont  est  égal  au 
produit  des  distances  du  centre  donné  aux  deux 
foyers  de  la  conique. 

9.  On  peut  transformer  encore  d'une  autre  façon  la 
relation 

GRX  GF'  =  4fl-. 

Les  deux  triangles  semblables  OF'G  et  FF'R  donnent 

en  effet 

GF' 

d'où  la  relation 

OF.GF'= 

— 7z^, —  =  ia\ 
OF  ^ 

En  désignant  par  R  le  rayon  du  cercle,  par  u  et  v  les 
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longueurs  OF  et  OG  et  enfin  par  'o  l'angle  FOG,  on  a 

OF  _  M' 

et 

R*      2R*«'cosw 


GF'^=  0G=+  OF'2—  2  0G.OF'cosw  = 

w"  « 

de  là 

(«^■^-f-R^— 2R=«fco3w)  =4a=R». 

On  a  d'ailleurs,  dans  le  triangle  OFG, 

4c^=  lÛ -r-  <'" —  2HCCOSW, 

en  désignant  par  2c  la  distance  des  foyers  F  et  G. 

Eliminant  cosw  entre  les  équationsprécédentes,  il  vient 

(R'—  w^UR'—  c^)  =4è=R=. 

10,  Si  l'on  suppose  que,  les  foyers  F  et  G  venant  à 
coïncider,  la  conique  se  réduise  à  un  cercle,  en  posant 

«  =  c  =  D     et     b  z=z  r, 

on  obtiendra  la  relation  suivante  : 

R'— D^=2R/-, 

qui,  comme  on  le  sait,  est  due  à  Euler. 


SIR  LA  RELATION  Qll  EXISTE  E!\TRE  IIN  CERCLE  CIRCON- 
SCRIT A  m  QIADRILATÈRE  ET  LES  ÉLÉMENTS  DINE 
CONIQUE  INSCRITE  DANS  CE  OLADRILATÉRE  5 

Par  m.  LAGUERRE. 


1,  Dans  tout  ce  qui  suit,  pour  abréger  les  démonstra- 
tions, je  supposerai  que  l'on  considère  une  conique  et 
un  cercle  réels  (ou  du  moins  dont  les  équations  soient 


(  -47  ) 
réelles).  Les  résultats  obtenus  s'étendent  évidemment  au 
cas  où  ces  courbes  seraient  imaginaires;  il  suffirait  d'ail- 
leurs de  quelques  modifications  légères  pour  appliquer  au 
cas  général  les  considérations  sur  lesquelles  je  m'appuie. 

2.  Je  supposerai  d'abord  que  la  conique  donnée  soit 
une  parabole  P.  En  désignant  par  C  le  cercle  donné,  on 
sait,  d'après  Poncelet,  que  si  l'on  peut  circonscrire  à  P 
un  quadrilatère  dont  les  sommets  soient  situés  sur  C,  on 
peut  lui  circonscrire  une  infinité  de  quadrilatères  jouis- 
sant de  la  même  propriété.  Le  sommet  d'un  de  ces  qua- 
drilatères peut  être  pris  arbitrairement  sur  le  cercle. 

Soit  I  un  des  ombilics  du  plan,  les  deux  tangentes 
menées  de  ce  point  à  la  parabole  sont,  d'une  part  la 
droite  de  l'infini  qui  rencontre  le  cercle  à  l'autre  ombilic 
J,  et  d'autre  part  la  droite  FI  qui  passe  par  le  foyer  de  la 
parabole.  Les  tangentes  issues  du  point  J  sont  la  di^oite 
de  l'infini  et  la  droite  FJ.  Désignons  respectivement  par  a 
et  [3  les  points  où  les  droites  isotropes  FI  et  FJ  rencon- 
trent le  cercle  5  il  est  clair  que  l'on  obtiendra  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'on  puisse  inscrire  dans 
le  cercle  un  quadrilatère  circonscrit  à  la  parabole,  en 
exprimant  que  la  droite  ajS  est  tangente  à  P,  ou  bien  que 
le  symétrique  de  F  relativement  à  celte  droite  est  sur  la 
directrice  de  P. 

Ce  point  symétrique  est  évidemment  le  point  réci- 
proque de  F  relativement  au  cercle  C  5  d'où  la  propo- 
sition suivante  : 

Etant  donnés  le  cercle  C  et  une  parabole  P,  si  Ton 
peut  inscrire  clans  le  cercle  un  quadrilatère  circonscrit 
à  la  parabole,  le  point  réciproque  du  foyer  de  P  relati- 
vement au  cercle  est  situé  sur  la  directrice  de  celte 
courbe. 
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3.  Ou  sait  (■*')  que,  si  l'on  considère  uu  quelconque 
dos  quadrilatères  circonscrits  à  Pet  inscrits  dans  C,  le 
point  de  rencontre  Q  des  diagonales  de  ce  quadrila- 
tère est  fixe  et  ne  dépend  pas  de  la  position  du  quadri- 
latère considéré  ;  c'est  d'ailleurs  le  point  de  rencontre 
de  deux  cordes  communes  aux  deux  courbes. 

Si  Ton  considère,  comme  précédemment,  le  quadrila- 
ière  IJa^,  on  voit  que  le  point  fixe  Q  est  rinterseciion 
des  droites  isotropes  (31  et  a  J  5  ce  point  est  donc  le  ré- 
ciproque de  F  relativement  au  cercle  C,  et  il  est  situé 
sur  la  directrice. 

4.  En  particulier,  si  d'un  point  M,  pris  dans  le  plan 
de  la  parabole,  on  lui  mène  deux  tangentes  qui  touchent 
cette  coux'be  aux  points  A  et  B,  on  sait  que  l'on  peut  in- 
scrire dans  le  cercle  déterminé  par  les  trois  points  M,  A 
et  B  une  infinité  de  quadrilatères  circonscrits  à  P  ;  on 
peut  donc,  relativement  à  ce  cercle,  énoncer  les  propo- 
sitions suivantes  : 

Le  point  réciproque  du  fojer  <7e  P,  relativement  au 
cercle  C  circonscrit  au  triangle  MAB,  est  sur  la  direc- 
trice de  P;  //  est  le  point  d^ intersection  de  la  corde  AB 
conmiune  aux  deux  courbes,  de  la  corde  qui  passe  par 
leurs  deux  autres  points  de  rencontre  et  de  la  tangente 
menée  en  M  au  cercle  C. 

5.  Considérons  maintenant  une  conique  K quelconque 
ayant  pour  foyers  réels  les  points  F  et  G  5  je  désignerai 
par  2a  la  longueur  de  l'axe  contenant  ces  foyers,  par  o.b 
la  longueur  de  l'autre  axe,  et  par  '20  la  distance  FG,  en 
sorte  qu'entre  ces  quantités   on  a,  suivant  la  notation 

(*)  l'oNXELET,  Propriétés  projectiles,  t.  I,  p.  35 1. 
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habiluelle,  la  reialioti 

Puisque  l'on  peut  iucrire  clans  le  cercle  C  une  infinité 
de  quadrilatères  circonscrits  à  la  conicjue  K,  on  peut 
choisir  arbitrairement  sur  ce  cercle  le  sommet  d'un  de 
ces  quadrilatères.  Prenons  l'ombilic  I-,  les  tangentes 
menées  de  ce  point  à  la  conique  passent  par  les  foyers  F 
et  G  et  rencontrent  respectivement  le  cercle  en  deux 
points  a  et  |S -,  en  vertu  de  la  propriété  énoncée,  il 
existe  sur  ce  cercle  un  troisième  point  cî,  tel  que  les  droites 
«^  et  ÇjB  sont  tangentes  à  la  conique  K. 

Déterminons  d'aboi'd  le  point  symétrique  de  F  relati- 
vement à  aâ.  Je  mène  à  cet  effet  par  le  point  F  la  droite 
isotrope  du  système  (I)  qui  rencontre  aJ  au  point  a,  puis 
par  le  point  a.  la  droite  isotrope  du  système  J  ;  je  mène  en 
second  lieu  par  le  point  F  la  droite  isotrope  du  système  J 
qui  rencontre  aâ  en  un  point  s,  puis  par  le  point  i  la 
droite  isotrope  du  système  I.  Les  droites  aJ  et  el  se 
coupent  en  un  point  o  qui  est  le  symétrique  du  point  F. 

Pour  déterminer  le  segment  représentatif  de  ce  point 
imaginaire,  je  remarque  que  les  points  a,  §  el  e  sont  en 
lignedroile.  Le  segment  représentatif  du  pointa  est  FF', 
si  l'on  désigne  par  F'  le  réciprotjue  du  foyer  F  relati- 
vement au  cercle  C  \  le  segment  représentatif  du  point  o 
a  pour  extrémité  le  point  F'  et  pour  origine  un  point  R 
qu'il  s'agit  de  déterminer.  Quant  au  point  o,  comme  il 
se  trouve  sur  le  cercle  C,  il  est  représenté  par  un  seg- 
ment DD'  dont  les  extrémités  sont  deux  points  réci- 
proques relativement  à  ce  cercle  -,  le  point  e  a  d'ailleurs 
pour  segment  représentatif  RF. 

Puisque  les  points  a,  lî  et  s  sont  en  ligne  droite,  les 
deux  triangles  FRD  et  F'FD'  sont  semblables  et  inverse- 
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ment  placés,  et,  le  quadrilatère  FF'DD'  étant  inscrip- 
lible,  on  voit  immédiatement  que  le  point  R  est  le  point 
de  rencontre  de  F'D  avec  la  droite  menée  par  le  point  F 
parallèlement  à  OD. 

6.  Semblablement,  si  l'on  désigne  par  y  le  symétrique 
de  G  relativement  à  ]3o  et  par  G'  le  réciproque  de  G  re- 
lativement au  cercle  G,  on  voit  que  y  est  représenté  par 
le  segment  SG',  en  appelant  S  le  point  de  rencontredeG'D 
avec  la  droite  menée  par  le  point  G  parallèlement  à  OD. 

Je  ferai  remarquer  maintenant  que,  la  droite  ao  étant 
tangente  à  la  conique  K,  le  point  cp  est  situé  sur  le  cercle 
réel  décrit  du  point  G  comme  centre  avec  un  rayon  égal 
à  2  a  ;  donc  : 

1°  La  droite  F'D  passe  par  le  point  G  •, 

2°  On  a  la  relation 

GR.GF'=4a^ 

De  même,  la  droite  j3.o  étant  tangente  à  la  conique  K, 
le  point  '/  est  situé  sur  le  cercle  réel  décrit  du  point  F 
comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  art  ;  donc  : 

1°  La  droite  G'D  passe  par  le  point  F  j 

2**  On  a  la  relation 

FS.FG'=4«'. 

7.  De  là  résulte  que  le  point  D  est  l'intersection  des 
droites  FG'  et  GF'  et  l'on  peut  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

Théorème.  —  Considérons  un  cercle  G  et  une  co- 
nclue K  jouissant  de  la  propriété  que  l'on  puisse  in- 
scrire dans  le  cercle  un  quadrilatère  circonscrit  à  la 
conique^  soient  O  le  centre  du  cercle,  ¥'  et  G'  les  points 
réciproques  relativement  au  cercle  des  foyers  ¥  et  Gt  de 
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la  conique,  D  le  point  de  rencontre  des  droites  FG'  et 
GP. 

Si  l'on  désigne  pa/'R  le  point  de  rencontre  F'G  avec 
la  droite  menée  par  O  parallèlement  à  OD,  le  produit 
GR .  GF'  est  égal  au  carré  de  l 'axe  de  K  qui  contient  les 
foyers  Y  et  G. 

8.  On  obtient  ainsi  la  relation 
(i)  GR.GF'=4fl% 

qu'il  est  aisé  de  transformer  de  façon  à  ne  mettre  en  évi- 
dence que  le  rayon  du  cercle  et  les  côtés  du  triangle  OFG. 
Soit  en  effet  R.  le  rayon  du  cercle,  et   posons,  pour 
abréger, 

0F  =  «,     0G  =  «',     FOG  — w, 
OFG' =  OGF' =  y.     et     ÔF'G=OG'F  =  p. 

La  relation  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

GF'(GD-i-DR)  =  4a'. 
Or  on  a  évidemment 


et  les  deux  triangles  semblables  OF'D  etFF'R  donnent 

^„DF'        OF       FF'sina 
DR  =  OF 


OF'       OF'   sinîa  —  p; 
En  remarquant  que 


0F'=^-  =  — , 
OF        u 


on  déduit  de  là 


,  R'sinw  /_„,.„        «'       ,  .      \  I 

fia'  =  — ^—    GG'  sin  S  4-  —  FF'  sia  a    -^— 5 

^  usmy.   \  ^       R=  /sni(a  —  p    ' 
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et  comme 

sinp        OF         in> 

sïn^~ÔG'~  R"'' 
^  sm(a—  p)  • 


^Kt-^"(Ï-")] 


sm 

sinod 


2R'—  u^ 


sin  (  a  —  p  ' 

9.  On  trouve  aisément 

sinw  R* —  ?.R-«r'cosw  -4-  «-i'' 

sin(a  — p)  ~  R^—  «^('^  ' 

on  en  déduit  la  relation 

4«':  R^  —  «'i^^ ;  =  (  2R'  —  a-  —  f'j  (R*  —  2R-MCC0SW  -\-  lûv"^). 

On  a  d'ailleurs 

4  c'  =  u^  -{-  0-  —  2  «('  ces  oj  ; 

eji  éliminant  cosoj  entre  los    deux  équalious  qui  pré- 
cèdent, il  viendra  enfin 

4^2 (R^—  u-v^)  =  (2R2  —  «=—  p2  [ (R^—  «^;  ; R-  —  f'  -4-  4c- R=]. 

40.  Si  l'on  suppose  que  la  conique  se  réduise  à  un 
cercle,  les  foyers  F  et  G  étant  confondus,  on  devra  faire 
t"  =  o,  et  en  posant 

«  =  ('  =  D,     a  =r  r, 
on  obtiendra  la  relation  suivante  : 

(R'— D'  [2r-^  R'+  D')  —  (R^—  D-)2]  =  o. 

11.  Comme  je  l'ai  rappelé  plus  haut,  si  l'on  consi- 
dère un  quadrilatère  quelconque    circonscrit  à  la   co- 
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nique  K  et  inscrit  dans  le  cercle  C,  les  diagonales  de  ce 
quadrilatère  se  coupent  en  un  point  fixe. 

Pour  déterminer  ce  point  fixe,  je  considère  en  parti- 
culier le  quadrilatère  laojS;  le  point  fixe  cherché  se 
trouve  sur  la  droite  ol,  et,  comme  il  est  évidemment  réel, 
il  se  confond  avec  le  point  D.  On  peut  d'ailleurs  faci- 
lement vérifier  que  ce  point  est  sur  la  diagonale  a/3  ;  cela 
résulte  immédiatementde  la  similitude  des  triangles  FDG 
etFDG'. 

Ainsi  : 

Le  point  de  rencontre  fixe  des  diagonales  des  qua- 
drilatères, circonscrits  à  la  conique  K  et  au  cercle  C,  est 
le  point  de  rencontre  des  droites  FG'  et  GF'. 

12.  Les  considérations  qui  précèdent  s'appliquent  évi- 
demment au  cas  où  le  polygone,  que  l'on  peut  circon- 
scrire à  la  conique  et  inscrire  dans  le  cercle,  a  un 
nombre  de  côtés  supérieur  à  quatre  ;  mais  les  résultats 
deviennent  alors  beaucoup  plus  compliqués,  etje  me  con- 
tenterai d'examiîier  le  cas  particulier  où,  la  conique  étant 
une  parabole  P,  on  peut  lui  circonscrire  un  pentagone 
inscrit  dans  un  cercle  C. 

Si  nous  prenons  pour  sommet  de  ce  pentagone  l'om- 
bilic I,  des  deux  tangentes  que  l'on  peut  de  ce  point  mener 
à  la  parabole,  l'une  est  la  droite  de  l'infini  qui  rencontre 
le  cercle  à  l'ombilic  J,  l'autre  coupe  le  cercle  en  un  point 
a.  Par  l'ombilic  J,  on  peut  mener  à  P  une  tangente  dis- 
tincte de  la  droite  de  l'infini  ;  je  désignerai  par  ,6  le  point 
où  elle  rencontre  C.  Cela  posé,  il  est  clair  que  si  l'on 
peut  inscrire  dans  le  cercle  un  pentagone  circonscrit  à 
lapaiabole,lcs  tangentes  à  ce  cercle,  menées  parles  points 
a  et  (3  (et  distinctes  des  droites  isotropes  al  ei  ,SJ),  doi- 
vent se  couper  en  un  point  y  de  ce  cercle.  D'ailleurs,  les 
points  a  et  [3   étant  évidemment  imaginnirenient  con- 
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juguês,    il   eu  esl  de    même  de  ces   deux  tangentes;  le 
point  y  est  donc  réel. 

Nous  devons  maintenant  exprimer  que  la  droite  ay  est 
tangente  à  la  parabole. 

A  cet  effet,  je  remarque  que  le  point  a  est  représenté 
par  le  segment  FF',  si  l'on  appelle  F  le  foyer  de  la  pa- 
rabole et  F' son  réciproque  relativement  au  cercle.  Cher- 
chons le  symétrique  deFrelativement  àla  droite  ay\  pour 
cela,  je  considère  la  droite  isotrope  du  système  J  qui 
passe  par  le  point  a,  puis  par  le  point  F  je  mène  la  droite 
isotrope  du  même  système  qui  rencontre  ay  en  un  point  55 
enfin  par  le  point  s  je  mène  la  droite  isotrope  du  sys- 
tème I. 

Les  droites  aJ  et  el  se  coupent  en  un  point  cp  qui  est 
le  symétrique  cherché,  et  le  segment  représentatif  de  o 
est  RF',  si  l'on  désigne  par  R  le  point  réel  situé  sur  la 
droite  el. 

13.  D'ailleurs,  les  points  «,  £  et  y  étant  en  ligne  droite, 
les  deux  triangles  FF'y  et  RFy  sont  semblables,  et  par 
suite  le  point  R  est  le  point  d'intersection  de  F'y  par  la 
droite  menée  par  F  parallèlement  à  Oy. 

Si  maintenant  on  remarque  que  le  point  (p,  représenté 
par  le  segment  RF',  est  sur  la  directrice  de  la  parabole, 
on  en  conclut  d'autre  part  que  R  est  le  symétrique  de  F' 
relativement  à  cette  directrice. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Soit  donnée  une  parabole  à  laquelle  on  peut  cir- 
conscrire un  pentagone  inscrit  dans  le  cercle;  construi- 
sons le  point  F',  réciproque  par  rapport  au  cercle^,  du 
foyer  F  de  la  parabole,  puis  le  point  R  sjmétrique  du 
point  F'  par  rapport  à  la  directrice  de  cette  parabole  ; 
cela  posé,  le  point  de  rencontre  de  F'R  avec  la.  droite 
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menée  parle  centre  du  cercle  parallèlement  à  FR  est 
situé  sur  le  cercle. 

1  i.  Si  l'on  désigne  par  y  ce  point  de  rencontre,  par  O 
le  centre  du  cercle  et  /'  son  rayon,  les  deux  triangles  sem- 
blables FF'R.  et  OF'y  donnent  la  proportion 

O7        OF' 


Fil       OF'F' 


cl  comme 


OF'=r— ,    et     07  =  /-, 
OF  ' 

on  en  déduit  la  relation  suivante  : 

,-^_  0F--    r.FR. 

lo.  En  terminant  cette  jNole,  je  ferai  encore  remarquer 
avec  quelle  facilité  les  considérations  dont  j'ai  fait  usage 
conduisent  au  beau  théorème  de  M.  Faurc,  relativement 
aux  triangles  conjugués  par  rapport  à  une  conique. 

Considérons,  en  effet,  un  cercle  circonscrit  à  un 
triangle  conjugué  relatif  à  ime  conique  K  ;  on  sait  que 
l'on  peut,  dans  ce  cercle,  inscrire  une  infinité  d'autres 
triangles  jouissant  de  la  même  propriété.  Prenons  l'om- 
bilic I  comme  sommet  d'un  de  ces  triangles,  et  soient  a 
et  [j  les  points  de  rencontre  de  K  avec  la  polaire  de  cet 
ombilic  5  ces  points  sont  évidemment  sur  le  cercle,  lieu 
des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  la  conique, 
en  sorte  que,  en  désignant  par  O  le  centre  de  K,  et  par  a 
et  b  les  demi-axes  de  cette  conique,  on  a  la  relation 

Soient  y  et  0  les  deux  autres  sommets  du  triangle  con- 
jugué dont  le  premier  sommet  est  ï  ;  par  définition,  les 
points  y  et  0  se  trouvent  sur  la  droite  a(3  et  divisent  bar- 


(  ^'^6  ) 
moniquenicni  le  segment  7.^3;  on  a  donc 

et,  comme  Oy.Ooest  évidemment  la  puissance  du  centre 
O  relativement  au  cercle  C,  le  tlie'orème  est  démontré. 


THEORIE  DES  TÉLESCOPES  GUEGORY  ET  CASSEGRAIIV-, 

Par  ai.   MACÉ  de  LÉPINAY, 
Professeur  au  lycée  de  Marseille. 


On  peut  donner  de  ces  instruments  une  théorie  très- 
simple,  en  employant  la  formule  connue  0(p'=y-.  Cette 
théorie  a  de  plus  l'avantage  de  s'appliquer  à  la  fois  aux 
deux  instruments. 

J'étudierai,  à  cet  effet,  tout  d'abord  le  télescope  Gré- 

§ory. 

1°  Combinaison  de  deux  nnroirs  sphériques  concav^es. 
—  Soient  A  et  B  les  deux  miroirs, y, y^  leurs  deux  dis- 
tances focales,  <^  la  dislance  de  leurs  deux  foyers  [d  est 
négatif  lorsque  les  deux   foyers  sont  croisés).  Considé- 

Fig.   1. 


rons  un  point  lumineux  sur  l'axe  commun,  en P,PF  =  w. 
Par  réflexion  sur  le  miroir  A,  ce  point  P  donnera  une 
première  image  P',  par  exemple,  que  je  supposerai 
tomber  entre  les  deux  foyers,  et  la  distance  o'  =  FP'  sera 
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donnée  par 

On  en  déduit 

P'F,  ^ç"  =  f/— ■^', 


d'où,  pour  P,  El  =  Oi, 


/,' 


rf_^^ 


relation  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

cp       '        (p, 

Cette  formule  très-simple,  ne  contenant  que  les  carrés 
des  distances  focales,  est  générale  et  s'applique  également 
au  cas  où  l'un  des  miroirs,  ou  même  tous  les  deux,  se- 
raient convexes.  Comme  dans  la  théorie  des  lentilles  de 
Gauss,  l'objet  et  son  image  se  trouvent  rapportés  à  deux 
points  différents  de  l'axe. 

9.^  application  au  télescope  Grégoiy.  —  Si  le  sys- 
tème des  miroirs  fait  partie  d'un  télescope,  on  peut  sup- 
poser (^  =  00  ,  et  Ton  a  simplement 

relation  que  l'on  peut  trouver  d'ailleurs  directement,  en 
remarquant  que  la  première  image  se  fait  en  F. 

Cherchons  comment  on  doit  régler  les  deux  miroirs 
l'un  par  rapport  à  l'autre,  pour  que  l'image  observée 
vienne  se  faire  dans  le  plan  focal  de  l'oculaire  (en  sup- 
posant l'œil  infiniment  presbyte). 

Désignons,  à  cet  effet,  par  ^  la  dislance  du  plan  focal 
de  l'oculaire   au    foyer  du  miroir  A;    on   devra   avoir 

/inn.  de  MathémaC,  'fy  sèv'\p.,i.W\\\.  (Juin   iS-g.)  I7 
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c,  =  J -j-  cf.    En  remplaçant  Oi    par  cette  valeur  dans 
fl:^^  =  J\\  on  obtiejit  l'équation  de  condition 


/,' 


Quant  à  la  distance  vraie  des  deux  miroirs,  dans  le  cas 
du  télescope  Grégory,  elle  sera 

Cette  solution  très-simple  permet  de   construire  géo- 
mélriqueraenl  la  position  du  foyer  du  miroir  mobile. 
Soient,  à  cet  effet.  Fie  foyer  du  miroir  fixe, C  le  foyer 


Fig.   o. 


i  \ 

L_L. 

1-    F, 


de  l'oculaire,  O  le  milieu  de  CF.   La  relation  ci-dessus 
peut  s'écrire 


rf+1 


V^; 


Élevons  en  F  une  perpendiculaire  FF',  =fi   à  l'axe. 

Dans  le  triangle  OFF', ,  on  aura  <-/ h =:0F, .  Or  d -] — 

représente  précisément  la  distance  à  O  du  foyer  cherché. 
[1  suffira  donc  de  rabattre  sur  l'axe  F',  en  Fj  pour  avoir  le 
foyer  du  miroir  mobile. 

La  construction  indic[uée  revient  à  prendre  dans  l'é- 
quation (  i)  le  signe  +  du  radical.  Il  est  évident  qu'en 
prenant  le  signe — ,  ce  qui  reviendrait  à  rabattre  F*, 
en  Fs,  le  miroir  mobile  pourrait,  si  les  conditions  du 
problème  sont  convenables,  tomber  au  delà  du  miroir 
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fixe,  c'esl-à-dire  que  la  deuxième  réllexion  sérail  impos- 
sible. Dans  tous  les  cas,  la  solution  indiquée  répond 
seule  à  la  pratique. 

3°  Grossissement.  — ■  Soit  a  la  grandeur  de  l'image 
obtenue  au  foyer  F  du  miroir  fixe,  le  diamètre  apparent 

de  l'objet  est  -•  Soient,  d'autre  part,  h  l'image  A'F'  for- 
mée dans  le  plan  focal  de  l'oculaire  ;  si  F  est  la  dislance 

Fig.  3. 


focale  de  ce  dernier,  -  sera  le  diamètre  apparent  observé. 


Le  grossissemenl  sera  donc 

^       a  F* 

Mais  le  rapport  -  de  l'image  donnée  par  le  second  mi- 
roir a  pour  valeur,  d'après  une  formule  connue  à  l'objet, 

b^      /■       ^/. 
a       p  — /;        d 

Ou  a  donc  pour  le  grossissement 

L'image  est  ici  redressée  par  rapport  à  l'objet. 

4°  Télescope  Cnssegrain.  —  On  remplace  le  petit 
miroir  concave  par  un  miroir  convexe. 

Réglage  de  l'appareil.  —  Les  formules  employées 
pour  arriver  à  la  relation  (i)  étant  indépendantes  de  la 
forme  du  miroir,  convexe  ou  concave,  celle  relation  est 
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applicable  dans  le  cas  du  télescope  Cassegrain,  ainsi  que 
la  construction  géométrique  indiquée. 

Grossissement .  —  La  môme  remarque  s'applique  ici; 
mais  il  faut  changer  le  signe  de^i.  Tandis  que  la  for- 
mule (i)  n'est  pas  modifiée,  le  grossissement  du  téles- 
cope Cassegrain  devient 

^  r/F' 

Ce  changement  de  signe  indique  que  l'image  est,  dans 
ce  cas,  renversée  par  rapport  à  l'objet. 

On  voit,  en  résumé,  que  si  1  on  imagine  deux  téles- 
copes Grégory  et  Cassegrain,  tels  que  les  quatre  quan- 
tités/,y*i,  F,  0  soient  les  mêmes,  on  devra  disposer  de 
même  le  foyer  du  miroir  mobile,  et,  de  plus,  le  grossisse- 
ment sera  le  même  dans  les  deux  instruments. 


NOTE  SIR   TROIS   REGLES  DE  111LT1PL!CATI0\  ABRÉGÉE, 
EXTRAITES  DU  c  TALKHIS  A^SALI  AL  HISSAB  »  [*)•. 

Par   m.   Aristide  MARRE. 


Le  Taïhhys  amâli  al  hissàb  (Résumé  analytique  des 
opérations  du  Calcul)  cI'Ibn  al  Banna,  de  Maroc,  ren- 
ferme, au  chapitre  de  la  multiplication  des  nombres  en- 
tiers, quelques  procédés  d'abréviation  à  l'aide  desquels 
on  obtient  rapidement,  dans  certains  cas  particuliers,  le 
produit  de  !a  multiplication  de  deux  nombres  entiers. 
Comme  ces  procédés  méritent  d'être   connus  et  ne  se 

(*)  La  traduction  complète  du  Talhhys  ainuli  al  hissàb  d'ibn  al  Banna 
le  Marocain,  par  M.  Aristide  Marre,  a  paru  d'abord  dans  les  Atii  delV 
Accademia  pondfcia  de  jSuovi  Lincei,  t.  XVII,  i864  .Elle  a  été  publiée 
on  i865,  à  Rome,  à  l'Imprimerie  des  Sciences  mathématiques  et  physiques, 
par  les  soins  du  Prince  Balthasar  Bonconipogni. 
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rencontreni  dans  aucun  Traité  d' Arithmétique  (bien 
([ue  le  Talkhys  les  ait  donnés  il  y  a  près  de  six  siècles), 
il  me  semble  utile  de  les  mettre  sous  les  yeux  de  la 
jeunesse  studieuse  qui  lit  les  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques. 

Première  règle.  —  Soit  à  multiplier  par  lui-même 
un  nombre  composé  de  chiiïres  tous  égaux  à  lunité,  par 
exemple  : 

I II  ïi  X  1 1  II  I. 

Je  dis  que  le  produit  sera 

123454321. 

Règle.  —  Il  sufEt  d'écrire  le  nombre  des  chiffres  de 
l'un  des  facteurs  et  de  le  flanquer  symétriquement,  à  sa 
gauche  et  à  sa  droite,  de  la  suite  naturelle  décroissante 
des  chiffres  moindres  que  lui.  Ainsi,  pour  l'exemple  pro- 
posé, il  suffira  d'écrire  5,  nombre  des  chiffres  de  l'un 
quelconque  des  facteurs,  et  de  le  flanquer  symétrique- 
ment à  gauche  et  à  droite,  de  la  suite  naturelle  décrois- 
sante des  chiffres  moindres  que  5,  c'est-à-dire  de  4^  3, 
2,1,  comme  ci-dessous, 

123454321 , 

Autre  exemple.  —  Soit  iiiiiii  à  multiplier  par 
I . II 1 . 1 II. 

Le  produit  sera  formé  immédiatement  en  écrivant 
symétriquement  à  gauche  et  à  droite  du  chiffre  y,  qui 
indique  le  nombre  des  chiffres  de  l'un  quelconque  des 
facteurs,  la  suite  naturelle  décroissante  des  chiffres  6,  5, 
4,  3,  2,  I,  comme  ci-dessous  : 

I  234567654321. 

Autre  exemple .  —  Si  l'on  proposait  de  multiplier  11 
par  II,  l'application  de  la  règledonneraitimraédiatement 
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Deuxième  règle.  —  Soit  à  multiplier  par  lui-même 
un  nombre  composé  de  chiffres  tous  t>gaux  à  9,  par 
exemple  999.99  par  99999. 

Je  dis  que  le  produit  sera 

9999800001. 

Règle.  —  11  suffit  d'écrire  le  chiffre  8,  de  Je  flanquer 
à  gauche  d'autant  de  9  et  à  droite  d'autant  de  o  qu'il  y 
a  de  chiffres  moins  un  dans  l'un  quelconque  des  facteurs, 
puis  d'écrire,  à  l'extrême  droite  du  nombre  qui  en  ré- 
sulte, le  chiffre  i . 

Ainsi,  dans  l'exemple  proposé 

99999  X  99 999> 
il  suffit   d'écrire  le  chiffre  8,  de  le  flanquer  à  gauche 
de  (5  —  i)  ou  4  chiffres  égaux  à  9,  et  à  droite  de  (5  — i) 
ou  4  chiffres  égaux  à  o,  comme  il  suit  : 

999980000, 

puis  d'écrire  à  l'extrême  droite  de  ce  nonibre  le  chiffre  i  ; 
on  a  ainsi  le  produit 

9999800001. 

filtre  exemple.  —  Soit  9999999    à    multiplier  par 

9999999- 

A  gauche  du  chiffre  8,  j'écris   (^ — 1)  ou  6'   chiffres 

tous  égaux  à  9,  et  à  sa  droite  6  chiffres  tous  égaux  à  o, 

9999998000000, 

puis  à  l'extrême  droite  de  ce  nombre,  je  pose  le  chiffre  i, 
et  j'ai  ainsi  le  produit  demandé 

99999980000001. 

filtre  exemple.  —  Si  l'on  proposait  de  multiplier  9 
par  9,  le  produit,  en  appliquant  la  règle,  serait  81. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  le  nombre  des  chiffres  de  l'un 
quelconque  des  facteurs    étant  i,  ce  nombre,  diminué 
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de  I ,  devient  égal  à  o,  et  cela  signifie  que  le  chiffre  8  ap- 
paraît ici  sans  son  escorte  habituelle  de  9  à  gauche  et  de  o 
à  droite,  et  seulement  accompagné  du  chiffre  i  désunîtes. 
TroisiIîme  Ri;GLE.  —  Soit  à  multiplier  un  nombre  com- 
posé de  chiffres  tous  égaux  à  9  par  un  nombre  composé 
de  chiffres  tous  égaux  entre  eux,  mais  tous  différents 
de  95  par  exemple  : 

999  X  666. 

Je  dis  que  le  produit  sera  665  334- 

Règle,  —  On  fait  d'abord  le  produit  du  chiffre  du 
multiplicande  par  le  chiffre  du  multiplicateur,  le 
chiffre  des  unités  de  ce  produit  préliminaire  sera  le 
chiffre  des  unités  du  produit  demandé 5  quant  au  chiffre 
des  dizaines  de  ce  même  produit  préliminaire,  il  devra 
être  flanqué  à  gauche  d'autant  de  fois  le  chiffre  du  mul- 
tiplicateur qu'il  y  a  de  chiffres  moins  un  dans  l'un  quel- 
conque des  facteurs  proposés,  et  à  droite  d'un  même 
nombre  de  chiffres  tous  égaux  à  la  différence  entre  le 
chiffre  (9)  du  multiplicande  et  le  chiffre  du  multiplica- 
teur. C'est  à  l'extrême  droite  du  nombre  ainsi  obtenu 
qu'on  Récrira  le  chiffre  des  unités  du  produit  prélimi- 
naire, et  l'on  aura  ainsi  le  produit  demandé. 

Exemple  proposé  : 

999  ><  ^^^' 

Le  produit  préliminaire  9  X  6  étant  54,  il  suffit  d'écrire 
à  la  gauche  du  chiffre  (5)  des  dizaines  autant  de  fois  le 
chiffre  (6)  du  multiplicateur  qu'il  y  a  de  chiffres  moins 
un  dans  l'un  ou  l'autre  facteur,  c"est-à-dire  deux  fois  le 
chiffre  (6),  et  à  sa  droite  deux  fois  le  chiffre  (3)  qui 
exprime  la  différence  (9  —  6),  ainsi  : 

65533, 

puis  de  compléter  ce  nombre,  eii  écrivant  à  l'extrême 
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droite  le  chiffre  (4)  des  unités  du  produit  piélimiiiaire 
(54),  et  ron  aura  ainsi,  pour  le  produit  cherché, 

665334. 

Autre  exemple.  —  Soit  9999999  à  multiplier  par 
3333333. 

Le  produit  préliminaire  étant  27,  et  le  nombre  des 
chiffres  de  l'un  quelconque  des  facteurs  étant  7,  il  faut 
écrire  à  gauche  du  chiffre  (2)  des  dizaines  du  produit 
préliminaire  (7  —  i)oudchiffres  tous  égaux  au  chiffre  (3) 
du  multiplicateur  : 

3333332, 

puis,  à  droite  de  ce  même  chiffre  (2)  des  dizaines  du 
produit  préliminaire,  6  chiffres  tous  égaux  à  la  diffé- 
rence (9  —  3)  ou  6  des  chiffres  des  deux  facteurs,  ainsi  : 

3333332666666, 

et  enfin  poser  à  l'extrême  droite  du  nombre  ci-dessus 
le  chiffre  (7)  des  unités  du  produit  préliminaire  27,  ce 
qui  donne,  pour  le  produit  définitif,  le  nombre 

33333326666667. 

Autre  exemple.  —  Soit  99  à  multiplier  par  22. 

Le  produit  préliminaire  étant  1 8  et  chaque  facteur 
proposé  ayant  deux  chiffres,  il  suffira  d'écrire  à  gauche 
du  chiffre  (i)  des  dizaines  une  seule  fois  le  chiffre  (2)  du 
multiplicateur,  et  à  sa  droite  une  seule  fois  le  chiffre  (7), 
qui  exprime  la  différence  entre  9  et  2, 

217, 

puis  de  faire  suivre  ce  nombre  du  chiffre  (8)  des  unités 
du  produit  préliminaire. 


(  265  ) 

Le  produit  demandé  sera  donc 

2178. 

La  règle  se  vérifiera  pour  le  cas  où  chacun  des  fac- 
teurs n'aurait  qu'un  chiffre.  Si  l'on  proposait,  par 
exemple,  d'appliquer  la  règle  au  cas 

9X  2  =  18, 

le  produit  préliminaire  serait  en  même  temps  le  produit 
final,  puisque  le  chiffre  (i)  des  dizaines  devrait  avoir 
(i  —  i)  fois  ou  zéro  fois,  à  sa  gauche  et  à  sa  droite, 
ses  compagnons  habituels,  et  réduit  ainsi  à  lui-même 
devrait  être  uniquement  suivi  du  chiffre  (8)  des  unités. 
Observation.  —  11  est  facile  de  reconnaître  que  la 
deuxième  règle  peut  être  considérée  comme  un  cas  par- 
ticulier de  la  troisième  règle  :  celui  où  la  différence  entre 
le  chiffre  du  multiplicande  et  le  chiffre  du  multiplicateur 
devient  égale  à  zéro. 


iMËMOlRE  SUR  LA  RESOLUTION  M  NOMBRES  ENTIERS 
DE  L'ÉQUATION 

aX"'H-Z>Y'"=cZ''(*); 

Par  m.  DESBOVES. 


L  —  Objet  du  Mémoire. 

1.  Les  géomètres,  qui  jusqu'ici  se  sont  occupés  de  la 
résolution  en  nombres  entiers  des  équations  à  plusieurs 

(*)  m.  II,  a,  b,  c  sont  des  nombres  entiers  donnés  dont  les  deux  pre- 
miers ont  toujours  des  valeurs  positives,  X,  Y,  Z  désignent  les  trois 
inconnues,  et(.c,  y,  z)  représentera  toujours,  dans  la  suite,  la  solution 
de  l'équation 

X  ::ii  X  ,       \   =^. y  ,       Z  ;^  S. 
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inconnues,  ont  surtout  cherché  les  cas  où  les  équations 
étaient  impossibles 5  ce  sont,  au  contraire,  les  cas  de 
possibilité  qui  doivent  être  traités  ici.  Laissant  de  côté 
le  cas  où  tn  est  égal  à  2,  quel  que  soit  /z,  je  me  proposede 
trouverdes  formes  générales  de  «,  /->,  c  telles,  que  l'équa- 
tion (i)  puisse  être  résolue  en  nombres  entiers.  Je  ferai 
voir,  en  particulier,  que,  a  et  b  ayant  des  valeurs  arbi- 
traires, on  pourra  toujours  déterminer  c  d'une  infinité  de 
manières,  de  telle  sorte  que  cette  résolution  soit  possible. 
II  est  clair  que,  si  l'on  admettait  pour  Z  la  valeur  i,  la 
dernière  question  serait  immédiatement  résolue,  puisque, 
si  c  est  de  la  forme  ax'"  -+-  bj'",  on  a  immédiatement  la 
solution  (^5  X,  i) '•)  mais  ce  n'est  point  d'une  pareille 
solution  qu'il  s'agira  par  la  suite.  De  plus,  lorsque 
l'équation  à  résoudre  aura  une  infinité  de  solutions,  je 
donnerai  des  formules  qui  permettront  de  déduire  d'une 
première  solution  une  deuxième,  de  celle-ci  une  troi- 
sième, et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Avant  que  le  cas  général  soit  abordé,  les  cas  particu- 
liers où,  m  étant  égal  à  3  ou  4?  fi  t^st  égal  à  2,  3,  4?  •  •  •? 
seront  successivement  traités. 

2.  La  seule  méthode  suivie  dans  tout  le  cours  du 
Mémoire  est  fondée  sur  l'emploi  de  certaines  identités, 
dont  quelques-unes  sont  intuitives,  mais  qui,  pour  la 
plupart,  seront  démontrées  d'après  les  principes  expo- 
sés par  Lagrange  dans  le  Chapitre  IX  des  Additions  à 
V algèbre  d'Euler.  Le  grand  géomètre  termine  ainsi  ce 
Chapitre  :  a  JMais  en  voilà  assez  sur  ce  sujet,  que  nous 
pourrons  peut-être  reprendre  dans  une  autre  occasion  ». 
Dans  un  Mémoire  qui  a  pour  titre  :  De  quelques  pro- 
blèmes de  V Analyse  de  Diophante,  il  ajoute  encore  ces 
mots  :  a  Au  reste,  la  méthode  la  plus  simple  et  la  plus 
générale  pour  résoudre  ces  sortes  d'égalités  (il  s'agit  de 
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la  résolution  en  nombres  entiers  des  équations  à  trois  in- 
connues) est  peut-être  celle  des  facteurs,  que  j'ai  exposée 
dans  le  dernier  Chapitre  des  Additions  à  Y  Algèbre 
d'Euler  ».  Lagrange  n'ayant  pas  tenu  la  promesse  qu'il 
avait  faite,  j'ai  essayé  de  deviner  quelques-uns  des  déve- 
loppements qu'il  aurait  pu  ajouter  à  son  Chapitre  IX. 
J'espère  qu'on  voudra  bien  me  pardonner  la  témérité  de 
ma  tentative  en  faveur  de  quelques  résultats  nouveaux 
auxquels  je  suis  parvenu. 

II.  —  Démonstratioji  de  quelques  identités 
fonda  nien  taies . 

3.  Les  identités  dont  il  s'agit  seront  obtenues  en 
cherchant  des  fonctions  du  second,  du  troisième  ou  du 
quatrième  degré,  dans  lesquelles  le  nombre  des  variables 
soit  toujours  égal  au  degré,  et  telles  que,  en  multipliant 
deux  fonctions  de  même  espèce,  on  trouve  un  produit 
de  même  espèce  que  ses  deux  facteurs.  On  indiquera 
ensuite  le  moyen  général  d'obtenir  des  identités  corres- 
pondant à  des  fonctions  d'un  degré  quelconque. 

Bien  que  la  résolution  des  équations  dans  lesquelles  m 
est  égala  2  soit  exclue  de  ce  travail,  je  donne  les  iden- 
tités qui  se  rapportent  aux  fonctions  du  second  degré, 
parce  qu'elles  serviront  à  trouver  des  identités  d'un 
degré  supérieur. 


4.   Identités  résultaTit  de  la  considération  des  fonç- 
ons du  second  degré  à  deux  variah 
bord  démontrer  le  théorème  suivant 


tiens  du  second  degré  à  deux  variables.  —  Je  vais  d'a- 


Théorème  I.  —  Si  l'on  multiplie  une  fonction  du  se- 
cond degré  x^  -+-  axy-+-  bj^  par  une  fonction  de  même 
espèce   x]-{- ax^ji -[- by],    on    obtient    toujours   une 
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fonction   X' +  aXY  H- Z>Y-    de   même  espèce  que    les 
deux  autres. 

En  effet,  si   l'on  désigne  par  a,  (3  les  racines  de  l'é- 
quation du  second  degré 


—  ^  a  ~  -^  b  = 

y         y 


X 


dans  laquelle  -  est  rinconiuie,  on  a 

y 


jc'  H-  a  xy  -^  h  y"^  rzr.  y"  \ 'r-  a  -  -^  h 

\  y'        Y 

=yif-^){j-p)=i^-'rn--'f.n, 

et  de  même 

x]  +  «.r,j, -}-  bj]=  {x,  —  xj,)  [x,  —  pj,). 

On  a  ensuite 

{x—  xj)  (x,  —  a j,  )  =  xx^-{-  (f?yy,  —  a  ( tj,  H-  jar,  ) 

i^  XX,  —  byy,  —  y\xy,-\-yx,~  ayyC), 

la  dernière  expression  étant  déduite  de  la  précédente  en 
remplaçant  dans  celle-ci  a*  par  —  a  a  —  h. 
Si  maintenant  on  pose 

(2)  X  =  ^.r,  —  (^j/,,     Y=^j, -^  jx, +  «jr7i, 

il  vient 

[x  —  a.r)  (jT,  — aj,)  =X—  ocY, 

et  l'on  a  de  même 

(^-Pj)(.r,-pj-,)  =  X-pY. 

Alors,  si  l'on  multiplie,  membre  à  membre,  les  deux 
dernières  égalités,  on  obtient  l'identité 

(3)  X'-haXY^bY'  =  {x'-{-axy-i-by')  (j;= -f-«.<-,  r . -h  by]), 
qui  démontre  le  ibéorènie  énoncé. 
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Ce  théorème  peut  évidemmeiitêtre  étendu  à  uu  iiombrc 
quelconque  de  fonctions  du  second  degré  de  même  espèce. 
En  etFet,  si  l'on  multiplie  X' -f- «XYh- ^Y^,  produit 
des  deux  premières  fonctions  par  xl-h  ax^y^-]-  byl, 
d'après  le  théorème  démontré,  le  produit  sera  de  la 
forme  X,  -f- «Xi  Yj -4- èY^,  les  fonctions  Xi,  Yi  étant 
obtenues  comme  il  suit.  On  remplace  d'abord  dans  les 
formules  (2)  X,  x,  x^,  Y,  j,  y^  respectivement  par 
X,,  X,  x^_,  Yi,  Y,  J21  et  l'on  a  ainsi 

(4)  X,  =  Xj:,  —  Z»Yj„      Y,  =  Xj2H-Y.r,  +  «Yr,; 

il  ne  reste  plus  alors  qu'à  substituer,  dans  ces  dernières 
formules,  à  X  et  Y  les  expressions  que  donnent  les  for- 
mules (2).  On  pourra  de  même  passer  du  cas  de  trois 
facteurs'à  celui  de  quatre  facteurs,  et  ainsi  de  suite; 
mais  nous  voulons  seulement  nous  arrêter  au  cas  des 
facteurs  égaux. 

Si  l'on  considère  d'abord  le  cas  de  deux  facteurs  égaux, 
on  fait,  dans  les  équations  (2)  et  (3)ja:i  =  >r,  et,  en 
posant 

(5)  Z  =  .r=  H-  axy  4-  bj^, 
on  a  l'identité 

(6)  X=-i-«XY-h  Z»Y-  =  Z% 
X  et  Y  étant  données  par  les  formules 

(  ^  )  X  =  x^  —  i'y^,      Y  =  Q-xj  H-  ay-. 

Pour  passer  maintenant  au  cas  de  trois  facteurs,  il 
suffit  de  remplacer,  dans  les  formules  (4),  ^^2?  J2  par 
x,jy  et  X,  Y  par  les  expressions  que  donnent  les  for- 
mules (7)5  on  a  ainsi 

^    '  1  Y,  =  Zx^y  +  Zaxy^  +  («'  —  b)  y\ 
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(ç))  XJ +r/X,Y, -H />YÎ=Z' 

est  satisfaite  par  les  valeurs  de  Xj,  Y,,  Z  que  donnent  les 
formules  (8)  et  (5). 

Traitons  enlin  le  cas  de  quatre  facteurs  égaux.  A  cet 
effet,  on  remplace  d'abord,  dans  les  formules  (2), 
X,a:,  j:i,Y,^,j'i  respectivement  parXj,  Xj,  a:,Y2,Yi,  y^ 
puis,  dans  les  formules  ainsi  obtenues,  Xj,  Y,  parles 
valeurs  que  donnent  les  formules  (8);  on  a  ainsi 

X2=  JT'—  ^abxj^  —  6b.ry  ~  b  [a''  —  h) y\ 

Y 2  =i:,4'^\>'  +  4  ["' —  b;Xj^  H-  6«x'/-H-  a  («' —  'xb]j*, 

et  l'on  satisfait  à  lidentité 

(11)  X;-4-rtX,Y,  +  6Y^  =  Z^ 

par  les  valeurs  précédentes  de  X2,  Y2,  et  toujours  par  la 
valeur  de  Z  que  donne  la  formule  (  5  ). 

5.  Identités  résultant  de  la  considération  des  fonc- 
tions du  troisième  degré  à  trois  variables.  —  En  sui- 
vant une  méthode  toute  semblable  à  la  précédente, 
Lagrange  démontre  que,  si  l'on  multiplie  entre  elles  des 
fonctions  du  troisième  degré  à  trois  variables  delà  forme 

x^  -+-  cy^  +  c^z^  -\-  [ab  —  3c) xyz  +  a.r'^y  +  b xy  '  H-  acr'' z 
-t-  bcyz-  H-  ((?'  —  ib^^x'^z  -\-  [h-  —  •?^cic)xz- , 

on  obtient  toujours  une  fonction  de  même  forme.  Mais, 
si  1  on  fait,  dans  cette  expression,   a  el  b  nuls,  elle  se 

réduit  à 

x^  -h-  cy^  -f-  c^z'  ; 

or,  comme  il  n'est  besoin  ici  que  d'expressions  de  cette 
forme,  pour  simplifier  les  calculs,  je  modifierai  la  marche 
suivie  par  Lagrange. 


(  271  ) 

À  et  fJt  étant  les  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité, 
faisons  le  produit  des  trois  facteurs  x-i-ly-j~A'z, 
X  -\- \i-y  -\-  y"  z,  X  H-j'-f-  z.  Les  deux  premiers  facteurs, 
après  que  Ton  y  a  remplacé  À  et  u  par  leurs  valeurs, 
deviennent 

-  \p..T  — y  —  z  -y-  (  r  —  z)  ^/ —  3], 
-\p.x  -y  —  z  —  [y  —  z)^—Z\, 

et  ont  pour  produit 

X-  -+-.>'  -\-  z^  —  xy  —  .Tz  — yz. 

En  multipliant  ensuite  ce  dernier  produit  par 

ar-t-  j  H-  z, 

on  a,  pour  le  produit  des  trois  facteurs, 

x^  -^  y^  -\-  z^  —  ?>xyz  ; 

on  obtient  donc  l'identité 

( .r  H-  ).J  -4-  V-z]  ( X  -4-  ptj  -+-  \>rz]  ( .r  -i-  j  H-  z ) 
zz^  x^  -\-  y'^  -\-  z'  —  3  xyz . 

Si  maintenant  on  désigne  par  a,  ,3,  y  les  trois  racines 
cubiques  d'un  nombre  quelconque  /',  on  a 

a=).7,      8  =  ;^.7, 

et  alors,  en  changeant  dans  l'identité  précédente  y  tiX.  z 
en  yj'  et  y' s,  on  a  la    nouvelle  identité 

(12)    Si^  +  ^y-^^"-]  (•^+  PJ  +  P^2)(-^4-77^-7'2) 

(        =:  .r^  -4-  ry'^  H-  /"'s'  —  3  rxyz. 
Cela  posé,  on  peut  démontrer  le  théorème  suivant  : 
Théouème  II.  —  S/  l  on   inidtiplie  entre  elles  deux 


(  ^-7^'  ) 
expressions  de  même  forme  que  le  second  membre  de 
^identité  (lî*),  on  obtient  encore  une  expression  de 
même  j orme. 

En  elTet,  si  l'on  change  x^  y^  z  en  Xj,  j^i,  z^  dans 
l'idenlilé  (12)  et  que  l'on  multiplie,  membre  à  membre, 
cette  identité  et  celle  qu'on  en  a  déduit,  on  aura,  dans 
le  second  membre  de  la  nouvelle  équation,  l'indication 
du  produit  de  deux  fonctions  de  la  forme  considérée. 
Pour  obtenir  ensuite  le  développement  de  ce  produit,  on 
remarque  que  l'on  a 

[x  -\-  xy  -f-  a-;:)  (.r,  +  y.y\  +  a's,  ) 

=  JTJC,  +  r[yz,-\-  zj,)  4-  (xr, -f- JJ7, -f-  rzz,)a. 
+  [xzy  -^zx,  H- j/,)a-; 

et,  si  l'on  pose 

\  X  =  x^, -+-/•(  jz,  H- zjj,      Y  =a:j, -1-jr.r,  H- rzz,, 

I'^  i  TT 

1  U  =:.rz,  H- za:,  +  jji, 

il  vient 

X  +  aY  H-  a^U  =  (.r  +  a/  +  a^z)  (.r|+  aj,  +  a'z, ). 

On  a  de  même 

X  +  p Y  +  P'U  =  (^  4-  pj-  +  p^;:)  (.r,  +  ^j,  +  p^z,  ], 
X  +  7Y-f-7=Z  —  (^  +  7r+7=z)  (j:,+  7r,-f-7'z,); 

alors,  en  multipliant,  membre  à  membre^,  les  trois  der- 
nières équations,  on  a  l'identité 

/  X-^  +  rX^  +  r-W  —  3rXYU 

(l4)  I         ={x-' ^ry^ -^r-'-J  —  Zrxyz] 

(  X  (.^Ç'  H-z-jI  +/-=zj  — 3rj;,jr.z.  ) 

qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Si  dans  l'identité  précédente  on  fait  0:1,^1,  ^,  respec- 


(  -^73  ) 
livemeiit  égaux  à  x,  y,  z  et  que  l'on  pose 

(  1 5  j  Z  =  -r?  -r-  ry"-  +  /•'  z^  —  3  /•  jyz, 

ou  voit  que  l'eu  satisfera  à  l'équation 

(  i6)  X'  +  r\^  +  f-W  —  3  XYU  =  Z% 

en  déterminant  Z  par  la  formule  (  lo)  et  X,  Y,  U  par  les 
formules 

(l-j)  X=x' +  2rjz,      Y  r=  2.r)- -1-  /■s%      u  =  ?.  .r.c -1- J)  2, 

que  l'on  déduit  des  formules  (  i3)  en  y  faisant  x,,  }'i,  z^ 
respectivement  égaux  à  x,  j^,  z. 

Maintenant,  si  l'on  veut  satisfaire  à  l'équation 

(i8;  XJ+/-Y?  +/--^U^  —  3rX,Y,U,  =Z', 

Z  étant  toujours  donnée  par  laforinule  (  i5),  on  prendra 
les  expressions  de  Xj,  Y,,  Ui  déterminées  par  les  for- 
mules suivantes  : 

!X|  =  a:''  -f-  ry^  H-  j--z^  H-  Grxyz, 
Y,  =  3  {.T^r  -+-  r.r.z^  H-  r)-3), 
U,  =  3  (.r^ s  H- .;;>•=  + 0-:;=), 

que  Ton  déduit  des  formules  (i3)  eu  y  remplaçant  d'abord 
X,  or,  Xi,...  par  Xi,X,  x,  .  .  .  ,  puis  X,Y,Upar  les 
expressions  (17). 

Enfin  on  satisfera  à  l'équation 

[-xo]  X-^  +  rXl  ^  r-\}\  —  3/-X,Y:U,^-  Z% 

Z  étant  encore  déterminée  par  la  formule  (  i5),  en  pre  - 
nant 

/  X,  =  .î.-"  +  ^rj-y-  -\-  ^r'xz^  +  \-2.rx\YZ  -+-  Ç»r^r^z\ 
I  ?. I  )  •    Y2  =  rj*  H-  ^x^y  H-  4 '''■'j^'z^  +12 ry'^xz  -h  6 rx'^z?, 

'  Uj  =  r^z'  +  4-^'^  +  4''^j'  H-  lac'x}'  -I-  G.r^/^. 
.-/////.  .'fc  .Wrt</;r'.'7!/ir,'2«  série,  t.  XVIII,  (Juin  1879.)  l8 


(  ^74  ) 
Ces  dernières  formules  s'oblicnnent  de  la  même  ma- 
nière que  les  précédentes,   c'est-à-dire  en    remplaçant 
dans  les  formules  (  i3)  X,.r,  jr, , .  .  .   par  X2,Xi,a'', .  •  •  , 
puis  Xi,Yi,Ui  par  les  expressions  (19). 

6.  Identités  résultant  de  la  considération  de  cer- 
taines fonctions  du  quatrième  degré  à  quatre  variables . 
—  X,  p.,  V,  p  étant  les  quatre  racines  quatrièmes  de  l'u- 
nité, on  multiplie  les  facteurs 

a?  -+-  ÀJ-  +  Vz  -\-  >'«,     .^  +  f-J  -^-  p-z  -!-  p-^«, 
.T  -{-vy  -\-  'Pz  H-  v^  M,     -T  -\-  ^ y  -\-  f-  z  -\-  (-^  «, 

ou 


X  —  z  -\-  [y  —  «  ^  —  I ,      .r  —  z  —     )  —  Il  \\i  —  I , 
X  -\-  z  -\- y  -\-  it ,      .r.  -\-  z  —  y  —  u, 

et   Ton  obtient  pour  produit  la  fonction 

a;*  — y''  -\-  z^  —  m'  —  2.r=  3  = 

-f-  o-y'-iû  —  /^x-j  II  —  ^z-yu  H-  ^y'-xz  -+-  \u^xz. 

Employant  ensuite  le  même  procédé  que  celui  qui  a 
donné  le  second  membre  de  l'identité  (12),  on  déduit  de 
la  fonction  précédente  celle-ci,  qui  est  plus  générale  ; 

x''  —  ry^  +  r-s*  —  t^  n^  —  2/'x-r.-  +  '2.r'y''iû 

et  l'on  démontre,  de  la  même  manière  que  le  théorème  II, 
le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  Si  l'on  multiplie  entre  elles  deux 
fonctions  du  quatrième  degré  de  la  forme  (22),  on  ob- 
tient pour  produit  une  fonction   de  la  même  forme. 


(  27^  ) 
En  d'autres  termes,  si  l'on  pose 

U  =  .rz,  4-  z-?-,  H-  x>'"i    +  /•«//,, 


\    V  =:=  .in,  H-  «.r,  -I-  rZ|  +  zi  ,, 

on  a  l'identité 

[  X'  —  rY'  -h  /--U»  —  r^Y'  —  2/-X'U^  +  -y.r^Y'W' 
(?.})    ',         —  4rX'YV  — 4rHPYV  +  4rY'XU-h4r^V^XU 
f         =  (.r'  —  rj"  +  •  .  .  )  (•^1  —  '■JÎ  +  •  •  •  )• 

Supposons  maintenant  que,  dans  les  formules  (23)  et 
dans  l'identité  (24),  on  fasse  Xi,yi,  z^^Ui  respective- 
ment égaux  à  a:,  j-,  2,  u  et  que  l'on  pose 

Z  =x^  —  rj''  H-  /--z*  —  r^n*  —  o.rx'^z^ 

_l_  2  r-y^tû  —  ^rx-yu  —  ^i-z'ya 
(  -k- ^J-j''.rz  +  ^r'' n^.rz, 

on  voit  que  l'on  satisfait  à  l'identité 

(26)      X^  —  rY'  +  r'U^  -f-  r^N'  —  2rX=U'  +  .  .  .  =  Z', 

en   prenant  l'expression  de  Z  (aS)    et  eu  déterminant 
X,Y,U,V  par  les  formules 

"^^z  x"^  -\-  rz'^  +  iryn, 

Y  =  2  [xy  +  rzii], 
1]  =z  2XZ  ~\-  y-  -+■  riâ, 

V  =  i[xu  -\-yz). 

Si  l'on  vent  maintenant  satisfaire  à  l'équation 

^28)    x;  —  /-y;  +  /--^u:  ~  r^y\  -  2rX;U;  -+-...  =  z\ 

18. 


(  '-^76  ) 
on  prendra  toujours  l'expression  de  Z  (aS),  et  l'on  aura 

j'  X,  rrr:  3r.rc-  -1-  ^ry-z  -+■  'ir-zn-  -'-  Q>r.ryii  -\- x^^ , 
\  y,  r=  3j.''r'  H-  3/")  G-  -4-  ory'ii  -[-  Ç)r.>:zn  -r-  r^ u'\ 
•''      '  U,  =  3.r-z  H-  o.ry'  -+-  3r.rir-  -h  (ifjzu  -f-  rz\ 


V,  rr^  3.r'//  +  3rz'i{  -+-  "àryii^  -\-  h.xyz  -f- .r^ 

Ces  dernières  formules  se  déduisent  faeilenient  des  for- 
mules (23)  et  (ay  ). 

Nous  ne  donnerons  pas  ici  les  expressions  générales 
de  Xa,  1%,  Ug,  V,  satisfaisante  ré({uation 

(3oj  X^  —  aY^ +.  .  .  =  Z', 

parce  que  ces  expressions  sont  compliquées  et  qu'elles 
ne  seront  pas  employées  dans  ce  travail,  du  moins  dans 
leur  généralité. 

7.    (rénèralinalion  des  rcsullats  précédents. 

La  question  générale  que  nous  nous  proposons  de 
résoudre  est  celle-ci  :  a,  [3,  y,  ...  étant  les  racines  de 
l'équation 

(3i)  P'~/-=o, 

elXo,  .Ti,  .r,,  .  .  .,  .r,„_i,  m  quantités  quelconques,  trou- 
ver l'expression  du  produit  des  m  fonctions 

x„  +  .?•,  a  -f-  .r,«-  +  .  ,  .  +  .?•,„_,  a'"-', 
•-^0  -{-  -r,  p  +  .r,  p=  +  .  .  .  H-  .r„,._,  p—' . 


Si  Ton  pose 

.r„  -t-  ./  ,  Ç   -:-  ./  2  Ç     -t-  .   .   .  -t-    -'  m  -  1  Ç  TT, 

et  que  l'on  élimine  'i  entre  l'équation  (3i)  et  la  précé- 
dente, on  aura  une  équation  du  degré  m  en  tt,  dans  la- 
quelle le  terme  indépendant  de  cette  variable  sera,  à  un 


(  ^77  ) 
facteur  conslant  près  K,  le  produil  demandé  que  nous 
désignerons  par  P.  Il  s'ensuit  que  KP  sera  le  résultat  de 
l'élimination  de  ^  entre  l'équation  (3i)  et  l'équation 

(  32  )  j-o  -r-  ^,  ?  H-  .r,  ç-  -4-  ...  -h  .r,,,_,  H"-'  =  o. 

Pour  faire  cette  élimination,  multiplions  m  fois  par  \ 
les  deux  membres  de  l'équation  (Sa),  mais  en  ayant 
soin,  après  chaque  multiplication,  de  remplacer  |"'"^' 
parla  quantité  r^,  qui  lui  est  égale  en  vertu  de  l'équa- 
tion (3i).  On  est  alors  ramené  à  éliminer  ni  inconnues 
il  i^-)  Cl  •  '  '•>  ^"'  enl'e  It^s  '^^  équations  homogènes  du 
premier  degré 

r    ''  -\-    -r     '■-  — ;—  — U    ••  ''•■■■ — 1   -t-    r  ?'"  fi 

•^  0  Ç       ■•'!■;      T^  •    •    •  T^   •<  M— 2  -  ■      '*'«— I    Ç       ■ U, 

r.r„^_,  l  -4-  .r„  ^2  _^  _     _  _^  .r„,_3^"'-'  H-  x,„_j  ç'"  =  o, 
(  33  )    '    /•./■■„,_■,  Ç  -f-  rx„,_,  ^=  -h  .  .  .  -^  .r„,_,,  ç"'-'  -f-  j",^_3  ï'"  =  o , 


•'"«l_2 

•?•«.-! 

.r,„_3 

•'•m-3 

-^,,■,-4 

•'"m  — 3 

et  le  résultat  de  l'élimination  se  trouve  représenté  par 
le  déterminant 


(34) 


dont  le  mode  de  formation  est  suffisamment  indiqué. 
On  remarquera  que  /•  est  facteur  du  premier  terme  de  la 
seconde  ligne,  qu'il  est  facteur  des  deux  premiers  termes 
de  la  troisième  ligne,  et  ainsi  de  suite,  de  telle  sorte  qu'il 
est  facteur  des  m —  i  premiers  termes  de  la  dernière  ligne. 
Quant  au  facteur  K,  il  est  égal  à  i,  car  le  produit 
demandé  et  le  déterminant  contiennent  tous  deux  le 
terme  x"' . 


(  ^yS  ) 

INous  allons  mainlcnant  démontrer  le  théorème  général 
suivant,  qui  comprend,  comme  cas  particuliers,  les 
tliéorèmes  II  et  III. 

Théorème  IV.  —  Si  Ion  multiplie  entre  elles  une 
fonction  du  degré  ni  représentée  par  le  déterminant 
général  et  une  fonction  de  même  espèce,  on  obtient  une 
autre  fonction  de  même  espèce  que  les  deux  autres. 

En  se  reportant  aux  démonstrations  particulières  don- 
nées aux  n°*  o  et  6,  on  voit  que  tout  revient  à  démontrer 
qu'en  multipliant  l'un  par  l'autre  les  deux  facteurs 


••^u  -\-  ^r-/.-\- 


~l~  •^;>î_l  ''■'■ 


on  obtient  un  produit  de  même  l'orme.  Or,  en  elïectuant 
la  multiplication,  on  a 


.-2       i 


4-  r.r,.r,, 


— i-  rXi-T  „ — , 


-1-  .r,.r„  yr  -h 

4-  r,x\ 
-i-  x^x^ 
-4-  rxn_,.i'^ 
+  r.r,.r;„_, 


+ 

— )—  Xfj.Z  m — , 


Si  donc  on  pose 


Xo  •^O-'^o 


'^^lll~\'^X    ~T~-^m—2^2 


■2^i-'-„  -h-r»-^, 


+  .x'i.r„,__,  j. 


A.,„_i    •ï",M_l 


-H  X^X, 


-i-X,, 


on  obtient  la  fonction  Xo-t-Xia  +  Xsa'-H- 
de  même  espèce  que  les  deux  premières. 

On  voit,  d  ailleurs,  immédiatement  de  quelle  manière 
se  forme  la  fonction  Xq,  et  comment  les  autres  fonctions 
s'en  déduisent  par  la  permutation  circulaire  des  indices 
o,  1,  2.  .  .m  —  I  dans   les  ])retniers  facteurs  de  chaque 


(  ^79  ) 
terme.  On  remarque  encore  que  /■  est  multiplicateur  de 
tous  les  ternies,  excepté  un  dans  la  première  formule, 
excepté  deux  dans  la  seconde,  et  ainsi  de  suite,  de  telle 
sorte  que,  dans  la  dernière  formule,  m'est  multiplicateur 
d'aucun  terme. 

On  pourra  maintenant,  si  Ton  veut,  obtenirles  valeurs 
de  Xo,  X,,  X,,  .  .  •5X,„_i  correspondant  aux  cas  où  l'on 
multiplie  entre  eux  un  nombre  quelconque  de  facteurs 
éijaux.  iu-l  suivre.) 


Sl]U  m  PROBLÈME  DE  MÉCANIQIE; 

Par  m.   PTASZYCKI, 

à  l'Université  de    Saint-Pétersbourg. 


Le  système  de  trois  points  matériels,  dont  les  masses 
sont  égales  à  l'unité,  se  meut  dans  le  plan  des  coor- 
données rectangulaires,  de  sorte  que,  pendant  tout  le 
temps  du  mouvement  du  sj'stème,  son  centre  de  gravité 
reste  à  l'origine  des  coordonnées  ;  ses  moments  d'inertie 
par  rapport  aux  axes  x^  x  al  y'y  sont  des  quantités  con- 
stantes égales  à  «  et  /»  et  ses  axes  principaux  d'inertie 
coïncident  avec  les  axes  des  coordonnées.  Alors  : 

I.  Les  points  du  système  se  meuvent  sur  une  ellipse, 
dont  l'équation  est 

la  26 

"3"        T 

II.  Laire  du  triangle,  dont  les  sommets  sont  les  trois 
points  du  sjstème,   dans    toutes  ses  positions,  est  une 

,      j     ,  J  dab 
quantité  constante  égale  a • 


{    28o    ) 

1.  Pendant  loul  le  temps  du  mouvement,  les  coor- 
données des  trois  points  du  système  doivent  satisfaire 
aux  cinq  équations  suivantes  : 

(  I  )  X  -\-  .r,  +  x.  =  O, 

(2)  r  H-.',  +.!-.=  o, 

(3)  .r'-f-.r^  H-  .t\  =ia, 

(4)  r-^x]^y]  =  f^, 

{ 5  )  .ry  -hx,r,  -+•  x-.Yj  =  o . 

Cela  posé,  de  l'identité 

(.r'  -hx\  +  xl  )  (j'  +  jrj  +  j=  )  _  [xy  -h  x,j,  +  .r,j,)^ 
=  f^J,  —  x,y\-  -\-  [x,  )\  —  .rjj-,  Y  -h  {.TjY  —  xy^Y, 

en  remarquant  que,  en  vertu  des  équations  (i)  et  (2), 

^y\  —  x,j  =  x,jj  —  .r^j,  =  j:,j  —  xj^,, 

et  ayant  égard  aux  équations  (3),  (4)  et  (5),  on  tire 


Mais 

(■ï-ijj  — -2^271)'=  [x;  -\~xl){x\  -\-jl)  —  {x,jt  +x,y.,Y, 
ou,  d'après  les  équations  (3),  (4)  et  (5), 

(  X,  X-2  —  ^j  J,  )^  =  (  rt!  —  .r^  ]  (  6  —  j-  )  —  x^J-  ; 


donc 


nlj  =    a  —  x'    ;  h  —  >  '    —  x-j' 


ou  enfin 

.T-      ^      r^    __ 

la  26 

T       T 

2,  L'aire  P  du  triangle,  dont  les  sommets  sont  (j:,^)^ 
(Xi,ji),  (0:2,70),  est  égale  à 

V=zzt  ~  [.rj-,  +  x,f2  4-  .r,j-  —  {.vy,  +  x,y  -f-  x,y,)]-^ 


mais,  à  l'aide  des  équa lions 

on  conclut  que 

donc 

16)       P'  =  [xxi  -h.i;rj  -4-  .r,7!'=  [■'-•y-2-i-  -r, J -h  J-^Ji)". 

Or,  de  l'idenlité 

(.r'+  .r;  -(-  j;;  ;  .7;  -f- j-^  -F- jr'^  —  (  j-j,  H-  j.-.j,  -I-  .rj_)  ]' 
=  {xj:,  —  .r,j,  i-  -h  (.r,  j  —  j:,j,)^  -f-  (.r,j-,  —  xj)', 

comme,  à  cause  des  équations  (  i)  et  (2), 

xjj  —  .r,  )-,  =  x,r  —  .r,  r,  =:  j:'ï.>-|  —  xj, 

on  obtient  l'égalité 

[x^  +  ^;  +  x^)(7^  +  jj  +  r')  --  (.rj,  +  x,j2  +  -^-ir)' 

=  (.r/î  —  X,  ji  )  (  a:,  j  —  x,x^  )  -4-  (.rjj  —  j-,  r,  )  (x^jr,  — -rj) 

-i-  (x.r  —  •^i/:)  (.'•2X1  —  •'•t)  ; 

eu  l'ajoutant,  après  l'avoir  multipliée  par  2,  à  1  identité 
précédente,  on  obtient  l'expression 

3  [x^  +  x]  -h  x] ][j]  -i-  jI  -r-  r''';  —  3  {./;)-,  4-  -^^i  T^.  4-  -^jj)^ 
=  [.r/î  -+-  x,r  -h  x.j',  —  [xy  -+■  .r,  V,  -f-  .r,  j,)  ]-, 

qui  donne  immédiatement,  en  ayant  égard  aux  équations 

(3),  (4),  (5)  et  (6), 

3ab  —  3P=  =  P^ 
cl  par  conséquent 
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CONCOURS  lîADlIISSIÔ^  A  L'ECOLE  ^'OlUIALE  SIPEIIIEIHE 

U  1878. 


Composition  de  Matliéninliqucs. 

On  Joiine  une  coniqne  et  deux  points  fixes  A  et  B  sur 
cette  couibe.  Une  cliconfcrence  quelconque  passant  par 
les  deux  points  A  et  B  rencontre  la  conique  en  deux 
autres  points  variables  C  et  D  5  on  mène  les  droites  AC, 
BD  qui  se  coupent  en  M,  les  droites  AD,  BC  qui  se 
coupent  en  N.  Déterminer  : 

1°  Le  lieu  des  points  iM  el  N  \ 

2°  Le  lieu  des  points  de  rencontre  de  la  droite  MJN 
avec  la  circonférence  à  la(juelle  elle  correspond. 

On  construira  les  deux  lieux. 

Composition  de  Physique. 

\.  Une  lentille  de  o'",4  de  foyer  est  à  2  mètres  d'un 
tableau  blanc  sur  le<juel  elle  projette  l'image  d'un  objet. 
Entre  cet  objet  et  la  lentille,  qui  est  fixe,  on  en  place 
une  seconde  dont  la  distance  focale  est  de  o"^,  i,et  on  la 
déplace,  ainsi  que  l'objet,  jusqu'à  ce  que  l'image  pro- 
jetée par  les  deux  lentilles  soit  au  point  sur  le  tableau.  La 
lentille  mobile  est  alors  à  une  distance  x  de  la  lentille 
fixe,  et  à  une  distance  }^  de  l'objet. 

1"  On  trouvera  l'équation  qui  lie  x  et  7  et  on  la  dis- 
cutera 5 

2°  On  trouvera  la  formule  du  grossissement  et  on  la 
discutera  5 

3°  On  trouvera  la  marche  des  rayons  lumineux  pour 
le  cas  où  X  =  o'" ,  2, 
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II.  Après  avoir  divisé  un  tube  en  parties  d'égale  capa- 
cité, on  y  introduit  une  longue  colonne  de  mercure, 
puis  on  la  fait  sortir  et  ou  la  pèse;  elle  occupait  aSo  divi- 
sions et  pèse  2^"", 5.  On  souffle  ensuite  un  réservoir  à  ce 
tube  et  l'on  en  fait  un  thermomètre  à  mercure  ;  le  poids 
du  mercure  introduit  est  de  129^'", 6.  On  détermine  les 
points  fixes  de  ce  thermomètre  et  l'on  trouve  qu'il 
marque  10  divisions  à  o  et  210  à  100  degrés. 

On  demande,  d'après  cela,  quel  est  le  coefficient  - 

de  la  dilatation  cubique  du  verre;  on  exprimera /2  avec 
trois  chiffres  significatifs  seulement. 

Ce  coefficient  étant  déterminé,  on  enlèvera  le  mer- 
cure et  l'on  mettra  de  l'eau  à  la  place.  Ce  thermomètre ii 
eau  marquera  :  20  divisions  à  o°-,  "26^'^ ,3  h  -t-i5°;  yZ^'^yS 
à  —  I  S''.  On  demande  quel  est  le  volume  de  l'eau  à  -f-  1 5*^ 
et  à  — 15°,  celui  de  l'eau  à  o'^ étant  pris  pour  unité. 


SOLUTIftX  M  LA  OUESTÎO^  PUOPOSEE  AU  COXCUUUS 
D'ADMISSIOX  A  L'ÉCOLE  KOU'ilALE  M  1878; 

Par   m.   Edouard   GUILLET. 


On  donne  une  conique  et  deux  points  jixcs  K  et  ^ 
sur  cette  courbe.  Une  circonférence  quelconque  passant 
par  lus  deux  points  A  et  B  rencontre  la  conique  en 
deux  autres  points  variables  C  ei  D  ;  on  niène  les 
droites  AC,  BD  qui  se  coupent  en  M,  les  droites  AD,  BC 
qui  se  coupent  en  N.  Déterminer  : 

1°  Le  lieu  des  points  M  et  N; 

2°  Le  lieu  des  points  de  rencontre  de  la  droite  MN 
avec  la  circonférence  ii  laquelle  elle  correspond. 

On  construira  les  deux  lieux. 
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Je  prends  AB  pour  axe  des  x.  la  perpendieulahe  en 


sou  milieu  pour  axe  des  j'".  Les  expiations  de  la  coni(|ue 
fixe  et  du  cercle  variable  passant  par  A  et  B  sont 


(0 


.r^  4-  )  -  H-  2  iVy  —  a- 


P,  Q,  R  étant  des  constantes,  R'  un  paramètre  variable 
et  2«  la  distance  AR. 

i**  On  obtiendra  le  lieu  des  points  M  et  N  en  exprimant 
que  la  courbe  qui  passe  par  les  quatre  points  d'intersec- 
tion de  la  conique  et  du  cercle  est  un  système  de  deux 
droites,  c'est-à-dire  que  le  centre  est  sur  la  courbe. 

Or  l'équation  d'une  pareille  courbe  est 


(3; 


\    (  I  +  >  )  ur'  H-  2  i'xy  +  (Q  +  X)j  = 

I         -+-  2  f  R  -4-  R'  ).  \v  ■—  (  I  4-  A  '  fr  =  i> 
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t't  il  suffira  d'éliminer  R'  et  X  entre  les  deux  équations 
du  centre  et  la  dérivée  de  (3)  par  rapport  à  une  variable 
auxiliaire  rendant  homogène  Téqualion  (3)  : 

(   ^r  +  X  :.r  H-  Pv=  O, 

(4)  .    p.r-f-(Q  +  ),)j-+ (R  +  XR'j  =:o, 
(  (R-f-ÀR']j  — (i  -f-X)  rt=  =  o, 

ce  qui  conduit  à  l'équation  de  l'iiyperbole  équilatère 

(5)  P  (.r=  —  r-)  +  (Q  —  I  Irj  —  Pa-z=  o. 

Cette  hyperbole  a  pour  centre  l'origine,  milieu  de  AB, 
passe  par  les  deux  points  A  et  B,  et  est  indépendante 
deR. 

2°  Pour  oblenir  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  MN 
avec  la  circonférence  correspondante,  il  suffît  de  re- 
marquer (jue  MZS  est  la  polaire  par  rapport  à  ce  cercle 
du  point  E  de  rencontre  des  droites  AB  et  CD. 

Or  l'équation  de  CD  s'obtient  en  retranchant  membre 
à  membre  les  équations  (i)  et  (2) 

2  Pa  +  ;  Q  —  I  :  r  -+-  2  (  R  —  R"  =  o, 

et  le  point  E  sur  l'axe  des  x  a  pour  abscisse 

R'  — R 
P 

L'équation  de  MN  est  donc 

(6)  (R  —  R).r  +  PR'j  — Pa=  =  o. 

Eliminant  R'  entre  cette  équation  et  celle  du  cercle,  on 
a  le  lieu 

(7)  'j;'  -i-  j^)ix  +  Pj)4-2R,,j  —  a'[.r—  Pj)=o. 
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On  voit  que  c'est  une  courbe  du  troisième  degré  passant 
par  l'origine,  par  les  points  A  et  B  et  par  les  points  cir- 
culaires de  l'infini  ;  elle  est,  de  plus,    indépendante  du 
coefficient  Q.  Il  n'y  a  qu'une  asymptote  réelle,  parallèle 

à  la  droite 

:r  +  Pj  =  o, 

c'est-à-dire  parallèle  au  diamètre  conjugué  de  AB  dans 
la  conique;  l'ordonnée  à  l'origine  r/ de  cette  asymptote 
est 

I-+-  P^ 

De  plus  la  courbe  coupe  son  asymptote  et  a  trois  points 
d'inllexion-,  la  tangente  à  l'origine  Oest 

telle  que  AB  est  bissectrice  entre  elle  et  le  diamètre  con- 
jugué de  AB. 

Enfin,  si  l'on  transporte  l'origine  au  point  A,  les 
termes  constants  disparaissent  et  ceux  du  premier  degré 
se  réduisent  à 

«jc-h  (P«-i-R)r 

à  la  fois  dans  les  équations  de  la  conique  et  du  lieu,  ce 
qui  indique  que  la  courbe  (7)  est  tangente  à  la  conique 
au  point  A.  Le  même  fait  se  produit  en  B. 

Note.  —  Solutions  analogues  par  MM.  J.  Griess,  maître  répétiteur  an 
lycée  d'Alger,  et  H.  Merccrean,  élève  du  lycée  du  Havro.  M.  Moret-Blanc 
a  joint  une  solution  géométrique  à  la  solution  analytique. 
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REMARQUES  AU  SUJET  D'I^'E  NOTE  DE  M.  COLUGNON; 

Par  m.  a.  TISSOT. 


Dans  le  numéro  d'avril  des  Noui^elles  Annales, 
M.  Collignon  a  exposé  une  méthode  ingénieuse  pour  la 
conslruclion  de  deux  abaques  donnant  à  vue  les  heures 
du  lever  et  du  coucher  du  Soleil,  ainsi  que  les  azimuts 
de  l'astre  à  ces  deux  instants  en  un  lieu  terrestre  quel- 
conque et  à  une  époque  quelconque  de  l'année.  Les 
procédés  graphiques  ainsi  appliqués  aux  questions  d'As- 
tronomie sont  trèa-uliles  lorsque  l'on  veut  obtenir  rapi- 
dement, et  avec  une  premièreapproximalion, des  nombres 
qui  n'ont  pas  encore  été  publiés  dans  les  éphémérides,  ou 
bien  lorsqu'il  s'agit  de  déterminer  ces  nombres  pour  des 
lieux  autres  que  ceux  auxquels  les  éphémérides  se  rap- 
portent. Ils  constituent  de  plus,  pour  la  Cosmographie, 
wn  moyen  d'enseignement  fort  efficace,  ainsi  que  je  l'ai 
souvent  constaté.  Les  élèves  prennent  intérêt  à  ce  genre 
de  travail  qui  consiste  à  étudier,  ta  l'aide  d'épurés  faites 
par  eux,  les  circonstances  d'un  phénomène  \  les  expli- 
cations leur  sont  rendues  claires  et  se  gravent  dans  leur 
mémoire.  Afin  que  les  tracés  imaginés  par  M.  Collignon 
acquièrent  aussi  ce  genre  d'utilité,  il  importe  de  rendre 
la  construction  qui  leur  sert  de  base  indépendante  des 
formules  de  la  Trigonométrie  sphérique  -,  or  il  est  facile 
de  justifier  cette  construction  sans  aucun  calcul  et  d'en 
déduire,  au  contraire,  les  formules  en  question,  ainsi 
que  l'on  pourra  s'en  convaincre  en  lisant,  pages  i56  et 
i58  de  la  troisième  édition  démon  Précis  de  CosniO' 
graphie,  les  deux  paragraphes  intitulés  :  Détermination 
des  Jtenres  du  Icunr  et  du  coucher  du  Soleil,  et  Déter- 
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niinalion  des  fienrr'S  fin  commoncemcnt  cl.  de  la  jm  du 
cre/^/we///e.  Le  premier  de  ces  deux  paragraphes  donne 
aussi   le   moyen  de  déterminer  les  amplitudes  ortive  ei 
occase. 


QIESTIGN 


1310.    Déduire  d'une  même  identité   une  infinité  de 
solutions  en  nombres  entiers  de  chacun  des  deux  sys- 


tèmes 


\  a' +  r' +  2="  =  «3 -f- «'= -!- /S 
I  xyz=iwt; 

^     .r3  -f-  j3  _{-    -3  —   „1  -|_   (,3  _j_   ;3, 

\      .r  -t-  •>'  H-  2  =;:  II.  -r-  V  -\-  t. 

(Desboves.) 


ERRATA. 


Passes. 

Lignes. 

Au  lieu  de 

Lisez 

221 

(i 
8 
8 

h' 

/'  X  // 

222 

I 

/«-+-  /i 

AX/i 

226 

16 

=  2/;  —  I 

doit  être  supprimé 

22          - 

-'.„_1+/ 

'j,_;+Ap_3-+-..  . 

+  /.. 

;  +  /.,  +  ! 

7j"/.^  + A^,_,  +  /.,,_24-  .  .  .  +■/.;+"/  ,+  1 

237 

72 

(/,;-"-') 

(/-x //.)•-"'' 

228 

3o 

pareil 

précis 

a3o 

2 

23oG 

2302 
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NOTE  SlIU  L\  MÉTHODE  irÉLIMIXATlON  BEZOUT-CAICHY; 

Par  m.  V.  HIOUX, 

Professeur  au  Lycée  de  Rennes. 


Dans  l'article  si  intéressant  et  si  remarquable  Sur 
V élimination ^  de  M.  Rouclié,  publié  dans  les  Nou- 
velles Annales  de  1877,  on  rencontre  l'identité  fonda- 
mentale 

V,(.r)=/(.r)Go(^)-g'(^jF„(x). 

On  sait  que  le  programme  du  cours  de  Mathématiques 
spéciales  recommande  particulièrement  l'emploi  de  la 
méthode  d'élimination  de  Bezout,  perfectionnée  par 
Cauchy. 

Je  me  propose  d'établir  par  cette  méthode,  non-seule- 
ment l'identité  précédente,  mais  encore  les  propriétés 
du  résultant  K  que  l'on  démontre  généralement  au 
moyen  des  fonctions  symétriques  (*). 

I.  Considérons  deux  équations  algébriquesy(j:)  =  0, 
g  (x)  =  o  de  degrés  ni  et  n  respectivement,  n  étant  égal 
ou  inférieure  m. 

Si  l'on  pose 

/i  (or)  =  ûA+i  +  «A+j  X  -\- .  .  .  ak+,+i  X'  -!-...  -f-  a„  x""-*-', 


(*)  Voilà  déjà  plusieurs  années  que,  dans  les  conférences  que  je  fais 
à  Sainte-Barbe,  j'expose  la  théorie  de  l'élimination  et  ses  conséquences, 
sans  faire  intervenir  les  fonctions  symétriques,  et  en  tenant  compte 
des  racines  infinies. 

Dans  plusieurs  conférences  faites  au  lycée  de  Toulouse,  au  mois  de 
juillet  dernier,  j'ai  encore  reproduit  cette  exposition.  Cii.  B. 

///iM.  rfe  iVflfAéwrtf.,  i^  série,  t.  XVIII.  (Juillet  1879.)  19 
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en  supposant  nuls  les  coefficients  ^,„+n  ^^n+n  •  •  •  ■>  ^mt  si 
l'on  a  /z  <^  /M,  on  peut  écrire 

d'où  l'on  déduit  l'idenliié 

--  C,„-.r'  +  ...CA,;„_,.r'«-. 

Cette  idcnlilé,  dans  laquelle  le  coefficientde  x^  est  Cx^,-, 
a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  k  depuis  o  jus- 
qu'à m  —  I,  bien  que  les  deux  membres  se  réduisent  à 
— o  (•^)/*  ("^)  quaii'ion  donne  à  Aies  valeurs  «,  /z-|-i,  .. .  , 
m  —  I . 

En  égalant  à  zéro  le  second  membre,  polynôme  en  lier 
en  X  du  degrém  —  i,  on  a  l'équation 

(  I  )      C/,,„  -^  Ck,,X  -h  .  .  .  -{-  Ck,i.r'  +  .  .  .  +  Q,m_,.r"'-  =  o, 

qui  équivaut  à  in  équations  du  premier  degré  en  j:, 
.x^,.  .  .,  j:'""',  lesquelles  sont  satisfaites  pour  toute  valeur 
de  X  commune  à  f{x)  =:=:  o  et  j^(^)  =  o.  Le  détermi- 
nant R  de  ces  m  équations  est  le  résultant  donné  par 
Cauchy  dans  son  Mémoire  sur  l'élimination. 

Désignons  par  Fi^  le  mineur  principal  d'ordre/?,  ob- 
tenu en  supprimant  dans  R  les  p  premières  lignes  et 
les  p  premières  colonnes;  le  pren-iier  élément  de  R^ 
est  Cp,p. 

Cela  posé,  donnons  à  A"  dans  l'équation  (i)  les  valeurs 
/j,  p  H-  1 , . .  . ,  /;/  —  I  et  remplaçons  dans  R^  les  éléments 
de  la  première  colonne  par  les  premiers  membres  des 
équations  ainsi  obtenues,  arrêtés  au  ternie  en  xf,  nous 
aurons  sous  forme  de  déterminant  une  fonction  \  p(.T)  de 
degré/.»  et  dans  laquelle  le  coefficient  de  x^"  est  Rp. 

La  valeur  du  déterminant  \p\x]  ne  sera  pas  changée 


(  ^9^   ) 
si  Fou  ajoute  aux  éléments  de  la  première   colonne  les 
éléments  correspondants  des  colonnes  suivantes  multi- 
pliés respectivement  par  x''+^ a:"'~'. 

Dans  le  déterminant  ainsi  transformé,  le  premier  élé- 
ment de  la  première  colonne  estf[x)gp{x) — g[x)fp{x)'^ 
les  suivants  ont  la  même  forme  et  le  dernier  est 

Ce  déterminant  se  décompose  donc  en  deux  autres  et 
l'on  a 

(2l  V,[x)=f{x)Gp[x)-g[x)¥,[x]. 

Les  polynômes  G^(x),  Fp(.r)  se  déduisent  deR^,  en 
y  remplaçant  les  éléments  de  la  première  colonne  d'a- 
bord ^^T  gp{x),g^,^,{x),  .  .  .  ,^,„_i(a:),  puis  par/p(a;), 

Le  premier  est  du  degré  de  gpi^x),  savoir  n  —  p  —  i  ^ 
le  second  est  du  degré  defp  (x),  savoir  ni  —  p  —  i . 
Si  l'on  suppose  p  =  o,  on  a  la  deuxième  identité 

(3)  R=/{x]Go[.r)~g{x)Fo{x). 

IL  Théorème.  —  Le  résultant  R  eut  un  déterminant 
symétrique . 

En  etTet,  on  a  d'une  manière  générale 

(4)  C*,,=  («0,  i/i+,>.)  -i-  («,,  bk+i)  -+-...  H-  («/[•_,,  i/+j) 

-1-  [cihbi+^)-\-{ai^^,bi)  -f-.  .  ,  -f-  [ai,  bk^^). 

Mais,  si  l'on  suppose  i^fc,  les  déterminants  du  second 
ordre  qui  suivent  (a^,  ^z+i)  forment  une  suite  dans  la- 
quelle les  déterminants  également  distants  des  extrêmes 
sont  égaux  et  de  signes  contraires,  le  déterminant  dix 
milieu  de  la  suite  étant  composé  de  deux  colonnes  iden- 
tiques si  leur  nombre  est  impair  5  l'ensemlde  de  ces  dé- 
terminants est  donc  nul  et  l'on  a  C^,,  ;:=  C/,x-       c.q.f.d. 

'9- 
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Corollaire.  —  Si  l'on  suppose  i'^  A,  un  élément  situé 
à  droitede  la  diagonale  principale  deR  a  pour  expression 

(5)  Ci,i=  {(H,bi+,]  -f- C^_,,,+i. 

Les  éléments  dune  ligne  placés  à  droite  de  la  diagonale 
principale  étant  calculés  par  cette  formule,  on  complé- 
tera le  déterminant  par  symétrie. 

Théorème  de  Bezout.  —  Si  les  équations  proposées 
sont  à  deux  variables  x  et  j",  on  peut  supposer  que  ût/,  bi 
sont  des  polynômes  entiers  en  y,  le  premier  du  degré 
m  —  i\  le  second  du  degré  n  —  /.  Un  élément  C/^  i  de  R  a 
donc  un  degré  égal  à  celui  du  produit  a/fbi^i,  c'est-à- 
dire 

m  ■ —  /,  -\-  fi  —  /  —  r 
ou  bien 

[m  +  n  —  i)  —  (>?•  +  0* 

• 

Or,  un  terme  du  développement  de  R  est  un  produit  de 
m  éléments  pris  chacun  à  l'intersection  d'une  ligne  et 
d'une  colonne  distinctes.  Le  degré  de  ce  terme  s'ob- 
tiendra donc  en  donnant  à  A",  puis  à  i  les  valeurs  o,  i , 
2,  .  .  . ,  171  —  I,  et  en  répétant  m  fois  la  quanti  té  (m-f-« — i). 
Mais  on  a 

?. (o  H-  I  -h  2  .  .  .  -f-  /«  —   \)  z:^  m[m  —  I ) . 

Le  degré  cberché  est  donc 

m  [m  -\-  n  —  i )  —  m[m  —  '  )  ^^^  '"" • 

Donc  :  Si  entre  deux  équations  entières  f[x^y)  =  o, 
gioc^y)  =  o,  la  première  du  degré  in^  la  seconde  du 
degré  n,  on  élimine  l'inconnue  x,  l 'ét/uafion  finale  en  y 
est  au  plus  du  degré  mn. 

Corollaire.  —  Les  deux  équations  proposées  ad- 
mettent en  général  mn  solutions. 
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En  effet,  soit  )^  =  /3  une  des  mn  racines  deR  =  o.  Pour 
celle  valeur  dej,  les  équations/ ((3, a:)  =  o,  g[{ù^x)  =  o 
ont  une  racine  commune  o:  =  a  qui  vérifie  les  équa- 
tions (i).  Si  l'on  supprime  la  première  de  ces  équations, 
on  tire  des  autres  l'équation  adjointe 

R' 

^=^: 

dans  laquelle  on  obtient  R'  à  Faide  du  premier  mineur 
principal  Rj,  en  remplaçant  dans  ce  dernier  les  coeffi- 
cients de  l'inconnue  x  parles  termes  connus  changés  de 
signes.  La  valeur  de  x  est  ainsi  le  quotient  de  deux  fonc- 
tions rationnelles  de  j.  Comme  on  n'a  pas  en  général 
Ri  :=  o  pour  y  =  |3,  on  voit  qu'à  chacune  des  racines  de 
R  z=  o  correspond  une  seule  valeur  de  x\  on  ne  trouve 
donc  que  mn  couples  de  valeurs  de  x  et  y  vérifiant  les 
deux  équations  proposées. 

Propriétés  particulières  de   R. 

I.  Le  déterminant  symétrique  R  est  une  fonction  en- 
tière et  Jwmogène  du  degré  2 m  des  coefficients  a  et  l>, 
dans  laquelle  la  somme  des  indices  de  ces  lettres  dans 
un  terme  quelconque  est  constante  et  égale  à  mn. 

En  effet,  un  élément  quelconque  C;;^ ,  de  R.  est  composé 
de  déterminants  du  second  ordre  dont  chacun  est  entier 
et  du  second  degré  en  a  et  b.  Le  produit  des  m  éléments 
qui  forment  un  terme  T  de  R  est  donc  un  polynôme 
entier  en  a  et  h  du  degré  nm. 

En  outre,  dans  T,  on  a  démontré  que  la  somme  des 
compléments  à  m  des  indices  de  a  et  des  compléments 
à  n  des  indices  de  h  e-,1  égale  à  mn\  il  en  est,  par  suite, 
de  même  delà  somme  des  mêmes  indices.  Donc,  etc. 

IL  Le  défenuinant  symétrique  R  est  le  produit  par 
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un  facteur  numérique  rV une  fonction  entière  des  coej- 
ficients  a  et  h  qui  renferme  les  premiers  au  degré  n  cl 
les  seconds  au  degré  m. 

En  effet,  à  partir  de  A  :i=:  //  jusqu'à  A  ==::  ni  —  i ,  substi- 
tuons aux  équations  (i)  celles  qui  proviennent  de  leurs 
derniers  termes  égalés  à  zéro,  savoir  : 

—  «„,j:'"-«-'g-(x)  =  o,      —a„,x"'-''-^g{x)  =  o,      ..., 

—  a^xg[x]^o,      —  (i„g[x)  :=o. 

Le  déterminant  R  sera  ainsi  remplacé  par  un  autre 
dont  on  peut  déduire  R  en  ajoutant  aux  éléments  d'un<; 
des  i^m  —  n)  dernières  lignes  les  éléments  des  lignes  sui- 
vantes multipliées  par  des  facteurs  constants.  Ces  deux 
déterminants  sont  donc  égaux  en  valeur  et  l'on  a 

puisque,  dans  le  deuxième  déterminant,  tous  les  éléments 

des(/«  —  //)  dernières  lignes  sont  multipliés  par — a,,,. 

Le  déterminant  A  provient  du  système  (i),  dans  lequel 

les  (m  —  n)  dernières  équations  se  trouvent  remplacées 

par 

a:'"— "^  '  g'[.r  )  =  G,   .i:"'-"--g\^.T)  z=  o,      ..., 
.Tg[.T)=0,      g{.T)  =  o. 

Ce  déterminant  A  renferme  les  a  au  premier  degré 
<lans  n  lignes  seulement,  et  les  h  au  premier  degré 
dans  m  lignes,  ce  qui  démontre  la  proposition  IL 

Remarque. —  Puisque  «,„  est  de  degré  o  en  y,  l'équa- 
tion finale  A  ;=  o  est  la  même  qucR  =  o.  Dans  la  pra- 
tique, on  remplace  R  par  A.  Le  degré  d'un  terme  T 
de  A  est  ini  —  [m  —  ")  =  "'  ~t-  /z,  si  l'on  revient  au  cas 
de  deux  équations  à  une  inconnue. 

IIL  Le  résultant  R  est  le  produit  par  un  facteur  nu- 
mérique des  mn  différences  entre  chacune  des  racines  dv 
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V une  des  équations  et.  chacune  des  racines  de  raulre. 

En  efl'et,  soit  x  =^  a  une  racine  de  la  première  équa- 
tion, X  =  a'  une  racine  delà  seconde;  la  première  est  une 
certaine  fonction  des  coefficients  a  et  la  deuxième  une 
certaine  fonction  des  coefficients  h:  or,  pour  o!  =  a,  on 
a  R  =  o  et  réciproquement.  Donc  R  est  divisible  par 
a  —  a'  ;  mais  a  désigne  une  quelconque  des  racines  de 
la  première  équation  et  a'  une  quelconque  des  racines 
de  la  seconde.  Donc,  R  est  divisible  par  chacune  des 
mn  différences  a  —  a',  a  —  ("S',  . .  . ,  et,  par  conséquent, 
par  leur  produit,  ce  qui  démontre  la  proposition  III. 

Si  l'on  a 

f[.r]  =  ax''-{~  hx  -^c=z  o,      g{x)  =fl'^'+  b' x  -f-c'  =  G, 
on  trouve 

R=  'yac'  —  cn'Y—  [ah'  —  ba')  [bc'  —  cb'], 

d'où 

R  =  «' «"  (  a  -  a'  )  (  a  -  p'  ]  (  p  -  a'  )  f  p  -  fy  ), 

les  racines  de  la  première  équation  étant  a  et  (3,  et  les 
racines  de  la  seconde  a'  et  [j. 

CoROLLAiiiE.  —  Le  ré  sultan  tVi.  d\ine  équation  fi^x)  =  o 
et  de  sa  dérivée  f  [x)  =  o  est  le  produit  d'un  jacteur 
numérique  par  le  produit  des  carrés  des  différences  des 
racines  de  f(^x)  =  o. 

Supposons,  en  etfet,  que  1  on  ait  formé  l'équation  aux 
carrés  des  dilférences  des  racines  à^f^x)  =  o,  et  soit  V 
le  dernier  terme  de  cette  équation,  c'est-à-dire  le  pro- 
duit des  carrés  des  différences  des  racines  de  la  proposée. 
Si  l'on  aV  =  o,  réquaiiony(a:)  =0  a  une  racine  double, 
par  suite  f  [x]  =z  o  *ilf'[x)  =  o  ont  une  racine  com- 
mune :  donc  R  et  \  ne  peuvent  différer  que  par  un  fac- 
teur numéri({ue. 
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SUR  LES  ÉQUATIONS  DU  TROISIÈME  ET  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ 
DO\T  LES  RACINES  S'EXI'RIME^  SANS  L'EMPLOI  DES 
RADICAUX  CURIQUES; 

Pau    m.    s.    REALIS, 

Ingénieur  à  Turin. 


1.   On  a  ce  lliéorème  : 

i"  Si  les  coejficiejits  de  V équation 
(ij  a:^+ Px'-;- Qo; -4- R  =  o 

sont  des  quantités  rationnelles  assujetties  à  la  relation 

(2)  X-(X-  — i)'P5  — 4/!PR-|- Q5=:o, 

oit  h  est  un  nombre  rationnel,  l'expression  algébrique 
des  racines  x  ne  contient  pas  de  radical  cubique. 

Pour  A=  ^,  par  exemple,  on  a  Ja  relation 

2P3_  n2PR-h  27Q2=o, 

ce  qui  s'accorde  avec  l'énoncé  de  la  Question  387  des 
Nouvelles  Annales  (*). 

Pour  A  =  o,  on  a  Q=o,  et  l'équation  (i)  devient 
bicarrée. 

Pour  A  =^  ±:  I,  ±  2,  ±  .  .  . ,  la  formule  (2)  fournil  des 
conditions  très-simples  dont  quelques-unes  figurent  dans 
des  ouvrages  didactiques. 

2°  Réciproquement ,  si  l'expression  algébrique  des 
racines  x  ne  contient  pas  de  radicaux  cubiques,  la  re- 

(*)  Proposée  par  M.  Faure  au  t.  XVI  de  la  i'«  série,  p.  i83,et  résolue 

parî^l.Blerzy  au  t.  XVHI,  p.  /|32.etpar  M.Martolli  au  t.  Ill  de  la  j*^ série. 

p, /,01. 
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laiion  \^i)  subsiste  entre  les  coefficients  rationnels  P,  Q, 
R  pour  une  valeur  rationnelle  de  A,  On  suppose  ici  que 
P  est  diiférent  de  zéro. 

C'est,  ainsi  que  nous  allons  le  voir,  une  conséquence 
directe  de  ce  fait  bien  connu,  que  lorsqu  une  équation 
du  quatrième  degré  à  coefficients  commensurables  est 
résoluble  sans  l'emploi  de  radicaux  cubiques ,  l'équation 
résoli^ante  a  une  racine  commensurable,  et  récipro- 
quement. Le  ihéorètne  ne  doit  donc  pas  être  regardé 
comme  nouveau.  Cependant,  comme  il  a  une  importance 
propre  et  qu'il  n'a  peut-être  pas  encore  été  énoncé  sous 
une  forme  simple  et  explicite,  il  nous  a  paru  opportun 
de  le  présenter  ici,  en  le  justifiant  par  la  démonstration 
qui  suit. 

2.  Pour  rattacher  le  théorème  à  la  résolution  de  1  é- 
quation  (i ),  nous  rappellerons  d'abord  que  la  résolvante 
de  cette  équation  est,  par  la  méthode  de  Lagrange, 

a'+  lVy?-\-  (P2— 4R)a  — Q-=  O. 

D'après  l'expression  connue  des  racines  x  en  fonction 
des  racines  a,  il  est  manifeste  que,  lorsque  cette  résol- 
vante admet  une  racine  rationnelle  (ce  qui  fait  que  les 
deux  autres  racines  dépendent  d'une  équation  du  second 
degré),  les  racines  x  s'expriment  par  des  radicaux 
carrés. 

Les  coefficients  P,  Q,  R  sont  supposés  rationnels;  par 
conséquent,  si  une  racine  a  est  rationnelle,  en  faisant 
a  =  —  AP,  A  sera  rationnel.  On  peut  donc  remplacer 
l'équation  en  a.  par  la  transformée 

et  affirmer  que, lorsque  cette  relation  (  2)  a  lieu  entre  les 
coefficients  P.  Q.  R  pour  une  valeur  rationnelle   de  A, 
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l'expression  algébrique  des  racines  x  ne  renferme  pas  de 
radical  cubique. 

Réciproquement,  si  x  s'exprime  sans  l'emploi  des  ra- 
caux  cubiques,  la  résolvante  en  a  (et  pai-  suite  sa  trans- 
formée en  A',  si  P  est  différent  de  zéro)  aura  nécessai- 
rement une  racine  rationnelle  (voir  Serret,  ydlgèbre 
supi-rieure,  4*^  édition,  t.  II,  p.  467)-  Inutile  de  rappeler 
<|ue  la  résolvante  de  Ferrari,  considérée  par  M.  Serret, 
se  ramène  à  celle  de  Lagrange  au  moyen  d'une  simple 
transformation  linéaire. 

Le  tliéorènie  est  donc  démontré. 

Ajoutons,  ta  l'appui  de  ce  qui  précède,  que  si  l'on 
i^herche  à  déterminer  trois  quantités  a:,  [5,  y  de  manière 
que  l'on  ait 

on  est  conduit  aux  équations 

a3+  2Pa=H-  (P^—  411)5'.  —  Q^=  O, 

a  -4-  P  Q 

|B  =--  — -— -  ,      7  -- 


2  a 


dont  la  première  coïncide  avec  la  résolvante  rapportée 
ci-dessus.  L'équation  (i)  devient  par  là 

•r'  —  (  «  —  2  p  )  .r^  H-  ?,  y.'j  .t.  —  1'  a.-j'^  —  6'  ) 

=  [.r--{-x  va  +  (  ,S  —  7  va  }  ]  [•'•■'  —  .r  v/a  -H  (  ,S  -h  7  y' a  )  ]  =  G, 

c'est-à-dire  que,  a  étant  un  nombre  rationnel,  elle  se  dé- 
compose en  deux  équations  du  second  degré  dont  les  coef- 
ïicients,  et  par  suite  les  racines,  sont  exprimés  sans  l'in- 
Lervenlion  d'aucun  radical  cubique.  On  reconnaîtra  de 
même  que,  si  les  quatre  racines  x  s'expriment  sans 
radical  cubique,  l'une  au  moins  des  valeurs  de  a  doit 
être  rationnelle. 

Remarque.  —  La  seconde  partie  du  tliéorènie  suppose 
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(jue  P  est  dilïérent  de  zéro.    Si  P  ^^  o,  on    veria ,   par 
ce  qui  va  suivre,  que  la  eoudition  nécessaire  et    suf- 
tisante  pour  que  l'équation 

x'—  Qx  -I-  R  =  G 

soit  résoluble  par  radicaux  carrés,  s'exprime  par  la  rela- 
tion 

dans  laquelle  A  doit  être  rationnel. 

3.  Si  l'on  suppose  R  =  o  dans  l'équation  (i),PetQ 
étant  rationnels  et  différents  de  zéro,  on  conclura  de  ce 
qui  précède  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
<jue  l'équation  cubique 

(4)  .  .7;3^-  Pjr-i-Q  =  o 

ait  une  racine  rationnelle  peut  s'exprimer  par  la  re- 
lation 

/.(/.  —  i;rP'-f-Q2=o, 

A  étant  rationnel. 

C'est,  en  effet,  ce  qui  se  prouve  directement  sur  l'é- 
quation (3),  en  V  faisant  x  =  ;-r r— ,  sans  passer  i)ar 

T  \       Ji  o  j  ^.  I  j  p  '  i  A 

la  considération  de  l'équation  du  quatrième  degré.  On 
voit  de  plus  que  les  trois  racines  a:  sont  rationnelles  lors- 
qu'il y  a  trois  valeurs  rationnelles  de  A"  vérifiant  la  re- 
lation indiquée,  et  réciproquement. 

Au  point  de  vue  de  la  détermination  de  x,  la  transfor- 
mation précédente  ne  fait  que  transposer  la  difficulté 
sans  donner  le  moyen  de  la  résoudre.  Mais  il  n'en  est  pas 
ainsi  au  point  de  vue  théorique,  où  l'on  se  propose  seu- 
lement de  formuler  les  conditions  relatives  à  la  ration- 
iialité  des  racines  x. 

Faisant,  dans  la  relation  ci-dessus,  A —  i  =:  //,  et  pas- 
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sanl  les  quantités  connues  dans  le  second  membre,  les 
conditions  dont  il  s'agit  se  présentent  sous  une  forme 
tout  à  fait  nette  et  explicite.  On  obtient,  en  effet,  la  rela- 
tion 

(5)  /,.+  /,.  ^_|, 

c'est-à-dire  une  formule  dont  l'un  des  membres  exprime 

\n\e  forme  fractionnaire  abstraite  (  la  somme  algébrique 
du  carré  et  du  cube  d'un  même  nombre  rationnel),  tandis 
que  l'autre  membre  est  une  fonction  déterminée  des  coef- 
ficients, fonction  dontla  valeur  doit  appartenir  de  une  ou 
de  trois  manières  à  la  forme  indiquée,  selon  que  l'équa- 
tion (3)  admet  une  ou  trois  racines  rationnelles. 

Il  y  a  avantage  cependant  à  ne  considérer  cette  for- 
mule (4)  que  relativement  à  la  rationnalité  d'une  racine 
de  la  proposée.  Pour  exprimer  que  les  deux  autres  racines 
sont  également  commensurables,  il  est  préférable  d'avoir 
lecours  à  la  condition  bien  connue  qui  assujettit  les  ra- 
cines à  être  des  fonctions  rationnelles  l'une  de  l'autre  et 
des  quantités  connues  (voir  Y  algèbre  supérieure  déjà 
citée).  Cette  condition  ayant  lieu,  il  suffira,  pour  la  ra- 
tionnalité des  trois  valeurs  de  x^  que  la  quantité  positive 

—  —  soit  considérée  comme  devant  être  égale  à  la  somme 

du  carré  et  du  cube  d'un  même  nombre  rationnel  po- 
sitif. 

D'après  cela,  nous  énoncerons  le  théorème  suivant,  où 
nous  admettons,  pour  plus  de  précision  et  sans  nuire  à 
la  généralité,  que  les  valeurs  numérif[ues  de  P  et  Q  sont 
entières  : 

1°  Pour  (pie  léqualion 

./•'-f-  P.r-H  Q  —  o, 
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à   coefficients  entiei's,    admette  une   racine  entière,   il 

faut  et  il  suffit  que  le  rapport  —  ^  soit  égal  à  la  somme 

algébrique  du  carré  et  du  cube  d'un  même  nombre  ra- 
tionnel. 

2**  Pour  que  léquatioTi  considérée  ait  ses  trois  racines 
entières  [et  inégales),  il  faut  et  il  siffit  que  le  rapport 
mentionné  soit  égal  à  la  somme  du  carré  et  du  cube 
dUtn  même  nombre  rationnel  positif ,  et  que  la  quantité 
—  4P^ —  ^7Q"  ■^^'^  égale  à  un  carré  pris  positivement. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  sur  quelques  spécifi- 
cations ultérieures  qui  pourraient  être  ajoutées  à  l'énoncé, 
et  qui  n'échapperont  pas  au  lecteur. 

Les  coefficients  P  et  O  étant  donnés  en  nombres,  on 
vérifiera  directement  si  la  condition  mentionnée  en 
dernier  lieu  est  remplie;  quant  aux  conditions  fournies 
par  la  formule  (4),  prise  dans  sa  généralité,  elles  sont 
purement  théoriques. 

Nous  avons  donné  sur  ce  sujet  quelques  indications 
pratiques  dans  une  Note  insérée  aux  Nouvelles  Annales, 
1^  série,  t.  XIV,  p.  289  et  4^4?  ainsi  que  dans  les 
énoncés  de  plusieurs  Questiotis  proposées  dans  les  der- 
niers volumes  de  ce  Recueil. 


NOTE   SIR   LA  QIESTION    794; 

(  Toir  2*  série,  t.  VI,  p.   <j4  )  ; 

Par  m.   s.  REALIS. 


L'équation  indéterminée 
qui  est  vérifiée  identiquement,  d'après  la  question  794, 
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par  les  formules  du  troisième  degré 


X  =  ai'aS  —  1/'^- 


=  «^7 

=  a.[u'Ç.  —  Y  )■> 
j  =  a''-!5'7, 

est  aussi  vérifiée  par  les  formules  du  deuxième  degré 
j   «  =  a=  —  afi  +  3  (î% 

(2) 

'    2  ~^[—y}-^  3ap  —  38'), 
et  par  les  formules  du  quatrième  degré 

i  J  =  :>=— ajiH-  2p*)(a=+  ap  H-  ,3^), 
'    z  =  S(a  —  p)  (a=—  a3  -+-  p^l, 

dont  Texaclitude  se  constate  facilement  par  le  calcul 
direct. 

Le  système  (i)  a  cela  de  paiticulier,  qu  il  permet  tou- 
jours d'assigner  des  solutions  entières  dans  lesquelles  In 
valeur  de  l'une  des  indéterminées  est  fixée  d'avance  arbi- 
trairement. 

Le  système  (2),  de  son  côté,  en  y  attribuant  à  a  et  |3 
des  valeurs  entières  quelconques,  fournit  des  solutions 
où  les  quatre  indéterminées,  délivrées  des  facteurs  com- 
muns, ne  peuvent  être  que  des  nombres  impairs.  On 
voit  de  plus,  en  mettant  la  valeur  de  z  sous  la  forme 

-  =  — 3[(a— p)=—  (a  —  fi)  ri-f-p=], 

que,  dans  ce  système,  les  valeurs  numéricjues  des  indé- 
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lerminées  x,  z  se  réduisent  toujours  à  la  forme 

3(3X=-4- Y^). 

Dans  le  troisième  système,  enfin,  les  expressions  des 
deux  indéterminées  consécutives  i,  z  renferment  un  fac- 
teur appartenant  à  la  forme  3X"-}-  Y",  ce  qui,  en  cer- 
tainscas,  peutrendre  préférable  l'emploides  formules(3). 

Outre  ces  systèmes  de  solution,  il  en  existe  d'autres 
où  les  formules  montent  à  des  degrés  supérieurs  au 
quatrième.  Nous  uous  bornons  ici  à  celte  simple  indi- 
cation. 

Ajoutons  que,  si  une  solution  de  l'équation  considérée 
est  donnée  par  l'égalité 

x'!5  -H  p'V  -T-  v'o  +  o-a  =  o, 

une  autre  solution  s'obtiendra  en  posant 

«  =  (a—  p'=  — 7^+  2o^-+-9.S7  — 0  ;3a—  3,8  — 7), 
T  =  P^—  \'j  —  ô;'  -f-  a(  fi  —  7  +  0 ',  -h  287, 
\y  =  —  a'^-  ap^-f-  (7—  rr'+  '2uS->rf,[y.—  37  -h  3o;, 
=  —  (a  —  p)-^H-  rp-h  3K(j  —  7  (y.  —  8  —  o), 

La  vérification  de  ces  formules  n'a  de  difficulté  cju'un 
peu  de  complication  dans  les  calculs  pour  mettre  en  évi- 
dence le  facteur  qui  annule  le  résultat  de  la  substitution 
de  ces  expressions  dans  le  premier  membre  de  la  pro- 
|^)Osée.  On  observera,  à  l'égard  de  ces  formules  (4),  que 
les  expressions  dey  et  z  se  déduisent  de  celles  de  a  et  x, 
et  réciproquement,  en  remplaçant  les  lettres  <z,Ç:j^y,^ 
par  les  lettres  y,  0,  a,  [3  respectivement. 

Applications.  —  i"  Soit  fait,  dans  les  formules  (i), 

sc^2,       Szr:!,       7  =  1; 

il  vient 

«  =  3,     .r  =  2,     .v=7,      z=z  —  i. 
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et  Ion  a  etreclivemenl 

3^  2  4-  2'. 7  —  7^  I  +  I-.  3  =  o. 

1^  Pour  a  ==  2,  p  =  —  I ,  les  formules  (  2  )  et  (  3  )  amè- 
nent respectivement  les  égalités 

3^  7  —  7' .  5  —  5^  1 3 -f- 1 3^  3  =  o, 
—  5^11-f-  11^8  —  8'.  7  — 7\5=  o. 

3°  Au  moyen  des  formules  (4),  les  trois  solutions  par- 
ticulières qui  viennent  d'être  trouvées  engendrent  res- 
pectivement les  trois  solutions  nouvelles 

—  22^  .  5o  ■\-  5o-  .  I  5      —  I  5\  20  —  20'  .  22  =.  O, 

—  21^.11  —  I  !'•  9        +  9^-  ï5     -h   l5'.21  =  o, 

—  i2^5o4- 5o^354  —  354-. 7  —  7^.12  =0. 


PROBLEME   SIR   L'ELLIPSOÏDE; 

Par   ri.   Edouard  LUCAS, 
Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Charlemagnc. 


Troiwer  le  lieu  des  sommets  des  tétraèdres  dont  les 
hauteurs  se  rencontrent  et  dont  les  faces  sont  tan- 
gentes à  l'ellipsoïde,  aux  points  oit  ces  faces  sont  ren- 
contrées par  les  hauteurs. 

Dans  un  remarquable  Mémoire  sur  les  normales  aux 
coniques,  M.  Desboves  a  démontré  que,  si  d'un  point 
on  abaisse  six  normales  sur  l'ellipsoïde,  et  si  l'on  désigne 
par  (a:,^,z)  les  coordonnées  du  pôle  du  plan  passant  par 
trois  des  pieds  desnormales,  ccllesdupôleduplan  passant 

par    les   trois    autres  sont   respectivenieiil ? -» 
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Cela  posé,  désignons  par  (.ro,;^  „,  r^  )  le  pied  de  la  nor- 
male situé  sur  le  sommei  du  tétraèdre  ayant  pour  coor- 
données (x,}', jj);  on  a 

a'-{x  —  x,]      l>-[r—yo)      cr-{z  —  z,] 
[  ï  )       — ^ — : = : =  — : =  ^-  '■> 

,           .                                              ,           ,               «'             ft'            r' 
le  point  ayant  pour  coordonnées 5 » se 

X  y  z 

trouve  nécessairement  situé  dans  le  plan  tangent  à  l'eU 
lipsoïde  au  point  (xo,jo,  ^0)5  on  a  donc 


X  jr  z  - 

Des  équations  (1)  on  tire  linéairement  ^"^,^05^0  t;t)  en 
les  portant  dans  l'équation  {2)  et  celles  de  l'ellipsoïde, 
on  oblient 


(3) 
et 

(4) 


h- 


b^y- 


b^-hVr       (c'+lY- 


Donc  le  lieu  des  sommets  des  tétraèdres  se  compose  de 
trois  ellipsoïdes  réels  et  concentriques  à  reUipsoïde  pro- 
posé (*). 


(*)  Celte  question  a  été  traitée  d'une  façon  bien  différente,  et  pour 
le  plan  seulement,  par  MM.  Bourguet  et  Poujade  {Nouvelles  Annales, 
2»  série,  t.  XIII,  p.  576,  et  t.  XVI,  p.  186). 

La  méthode  précédente  donne  \\i\  grand  nombre  de  conséquences 
analogues  à  celle  que  donne  la  solution  du  problème  ci-dessiis. 


Jnu.  de  .UatU-inal  .,1^  sévie  ,  t.  XVIII.  (Juillet  1879.) 
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NOTE  SUR  LES  NOMBRES  PARFAITS-, 

Par  m.   LIONNET. 


I.  La  théorie  des  nombres  parfaits,  dont  Euclide  parait 
s'être  occupé  le  premier  et  dont  il  donne  la  définition 
suivante  : 

Un  nombre  entier  est  parfait  lorsquil  est  égal  à  la 
somme  de  ses  sons-multiples,  ou,  en  d'autres  termes,  de 
ses  parties  alignâtes  entières,  ou,  pour  abréger,  de  ses 
aliquotes, 

laisse  encore  beaucoup  à  désirer.  La  formule 

où  n  est  un  entier  ^  i  et  2"  —  i  un  nombre  premier, 
donne  pour  x  toutes  les  valeurs  possibles  des  nombres 
parfaits  pairs.  On  a,  par  exemple,  pour 

«  =  2,    3,      5,        7,  i3, 

a:  =  6,  28,  49^5  8128,  33  55o336; 

mais  on  ignore  s'il  en  existe  une  infinité. 

Quant  aux  nombres  parfaits  impairs,  on  peut  dé- 
montrer que,  s'il  en  existe,  ils  sont  donnés  par  la  for- 
mule 

(2)  .r=  (4/2  +  ii^'^'+'X/', 

où  4"+i  est  un  nombre  premier  impair  ^  i,  /i:  un 
entier  =  ou  ^  o    et  i  un    impair   ^  i    et    premier  à 

4  "  -f-  I  • 

IL   Nous  donnerons  le  nom  de  nombres  parfaits  de 
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première  espèce  à  ceux  dont  nous  venons  de  parler  (I), 
et  celui   de  nombre  parfait  de  seconde  espèce  à    tout 
nombre  égal  au  produit  de  ses  aliquotes.  Tels  sont,  par 
exemple, 

8=:i.2.4,     10  =  1.2. 5,     i4  =  i.*?..7,     •.•• 

Pour  obtenir  tout  nombre  x  ayant  cette  propriété,  ob- 
servons d'abord  qu'il  faut  qvie  l'on  ait 

(  3  )  X  =^  p" 

ou 

(4)  ./;  =  /yp, 

«étant  un  entier  '^i,  p  et  //des  nombres  premieis  iné- 
gaux et  ^  1 ,  et  P  un  entier  =  ou  ^  1 . 
1°  Pour  qu'on  ait 

p"  =  i  .p.p\p^.  .  .p"~', 

il  faut  et  il  suffit  que 

nin  —  \ 
/2  =  i-i-2-i-o4-. ..-!-«  —  1  = •) 

ou  que  11  =zZ\  donc 

(5)  3r.z=^p^z=L\.p.j)^. 

2**  Si  l'on  avait  P  ^  i ,  les  nombres  pV ^  jo'P  seraient 
des  aliquotes  inégales  de  x,  et  dont  le  produit  pp'V^  ex- 
céderait X  5  donc  P  =  I ,  et  l'on  a 

j6)  x=  pp'  =  i.p.p'. 

Donc,  en  définitive  (1°  et  2"),  tous  les  nombres  par- 
faits de  seconde  espèce  sont  les  cubes  8,  2j,  i25,  ...  et 
les  produits  deux  à  deux  6,  10,  i5,  .  .  .  de  tous  les 
nombres  premiers  2,3,5,7,11,...  supérieurs  à  l'unité. 

III.   On  est  conduit  à  se  demander  s'il   existe  un  ou 

20. 
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plusieurs  nombres  douhlement  parfaits,  c'est-à-dire 
égaux  à  la  somme  et  au  produit  de  leurs  aliquotes. 
Pour  le  savoir,  il  suffit  évidemment  de  clierclier- si,  parmi 
les  nombres  parfaits  de  seconde  espèce,  qui  sont  tous 
donnés  par  les  formules  (5)  et  (6),  il  en  est  d'égaux  à  la 
somme  de  leurs  aliquotes.  Or  on  reconnaît  immédia- 
tement l'impossibilité  de  la  relation 

/?^=  \  -\-  p  -H/j'. 
Quant  à  l'égalité 

pp'=\  H- /?+/>', 

elle  exige  que  le  plus  grand  des  deux  nombres  premiers 
p.  p',  inégaux  et  supérieurs  à  l'unité,  divise  l'autre  aug- 
menté d'une  unité,  ce  qui  exige  que  p  et  p'  soient  consé- 
cutifs et,  par  suite,  égaux  aux  nombres  2  et  3  ;  donc 
on  a 

pp'  r=6  =  I-^2-|-3=I.9.  .3; 

d'où  il  suit  que  6'  est  le  seul  nombre  positif  doublement 
parfait. 

JHemarqiie.  —  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que 
des  nombres  parfaits  positifs;  mais  il  est  bon  d'observer 
qu'en  changeant  le  signe  d'un  nombre  parfait  de  pre- 
mière ou  de  seconde  espèce,  leurs  aliquotes  changent 
de  signe  en  conservant,  comme  leur  somme  ou  leur 
produit,  la  même  valeur  absolue,  et  que  zéro  est  évi- 
demment un  nombre  doublement  parfait  ;  d'où  il  suit 
que  o,  +  6  et  — 6  sont  les  seuls  nombres  doublement 
parfaits. 
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ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE  (COKCOllRS  DE  1878) 

TROISIÈME    QUESTION 
(  TOir  p.  yo  )  ; 

Solution  df.  M.   ROBAGLIA. 


On  donîie  un  triangle  èquilatéral  ABC.  Mener  par 
le  pointO,  jîiilieucleBC,  une  sécante  qui  rencontre  en  M 
le  côté  AB,  et  en  N  le  prolongement  du  côté  AC,  de 
manière  que  la  somme  des  aires  des  triangles  0MB  et 
ONC  soit  égale  à  l  aire  du  triangle  ABC. 

En  résumé,  l'aire  du  triangle  MAN  doit  être  double  de 
l'aire  du  triangle  0]NC,  et,  comme  les  aires  de  ces  deux 
triangles  sont  entre  elles  dans  le  rapport  des  produits 
AN.AM  etOC.CN,  ou  écrira,  pour  exprimer  cette  con- 
dition, 

AN  .  AM  =  BC  .  CN. 

Mais,  à  cause  de  la  transversale  MON, 

AN.B1VI  =  AM.CN; 

•I     •  •    BM        AM        AM    j  ...  ,        ,  , 

j1  s  ensuit  —  = —  =         ;  donc  AM  est  le  plus  grand 
AM         BC         AB  r        o 

segment  du  côté  AB  divisé  en  moyenne  et  extrême  rai- 
son (*). 

Note.  — Autres  solutions  de  MM.  Lez;  Lacombe  ;  Leiuchugel,  éludiaiii 
en  Mathématiques. 


(*)  Pour  qu'il  en  soil  ainsi,  il  n'est  pas  nécessaire  que  le  triangle  ABC 
soit  èquilatéral  :  il  suffit  que  AR  =  \^y..  {Note  du  Rédacteur.) 
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QIESTION  Dll  CONCOURS  GÉNÉRAL  (ANNÉE  1878 

(voir  p. 233); 

Rhétorique. 

Solution  de   M.  LANNES, 
Élève  en  Mathématiques  élémentaires  au  lycée  de  Tarbes. 


Déterminer  sur  un  diamètre  AB  d'une  sphère,  de 
rayon  R,  un  point  tel  que,  si  l'on  mène  par  ce  point  un 
plan  perpendiculaire  à  ce  diamètre,  la  surface  de  la 
zone  sphérique  limitée  par  ce  plan  et  contenant  le  point 
A  soit  équii^alente  à  la  surface  latérale  d'un  cône  qui  a 
pour  hase  le  cercle  d'intersection  de  la  sphère  et  du  plan , 
et  pour  sommet  le  point  B.  Cela  étant,  calculer  le  rap- 
port du  volume  du  cône  à  celui  de  la  sphère. 

Soit  X  la  distance  CP  du  centre  C  de  la  sphère  au  plan 
sécant. 

La  surface  de  la  zone  et  la  surlace  latérale  du  cône 
aiiront  respectivement  pour  valeurs 


27rR  (R  — ^)et  TT  ^2R(R4- j:)  (R^  —  .r^ 
En  égalant  ces  deux  expressions,  il  vient 


2R(R  — a;)  —\lnK[K^x]  (R^— x'); 
d'où 

V/2R  (R  —  x)  [v^2R  (R  —  x]  —  (R  +  x)]  =0, 

équation  qui  est  vérifiée  para:  =  R,  et  par 

.r=R(— 2±s/5). 
La  seule  valeur  de  x  admissible  est  R  (  ^5  —  2). 
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Il  est  à  remarquer  que  BP  est  la  plus  grande  partie 
du  diamètre  AB,  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison. 
Le  volume  du  cône  est,  dans  ce  cas,  égal  à 

|t..R'(v/5-2)(v'5-i), 

et  le  volume  de  la  sphère  est  égal  à  -  -.  R^  •  donc  le  rap- 
port du  volume  du  cône  à  celui  de  la  sphère  est  égal  à 

(v^5-i)(v/5-.). 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.   Robaglia  et  Leiii- 
chiigel. 


COUUESPOM)AI\CE. 


1 .  Sur  la  question  de  calculer  les  côtés  d'un  triangle, 
connaissant  les  bissectrices  intérieures  de  ses  trois 
a7igles. 

Un  abonné  demande  s'il  en  existe  une  solution  simple  ; 
pour  ma  part,  je  n'en  connais  aucune.  On  m'a  récem- 
ment donné  communication  d'une  Note  relative  à  des 
cas  particuliers  de  cette  question;  j'en  extrais  ce  qui 
suit. 

«  Désignons  par  a,  b,  c  les  côtés,  et  par  a,  |3,  y  les 
bissectrices  des  angles  opposés  A,  B,  C;  on  a  les  trois 
équations 

(1)  bc[[b +  cY  —  a-']  =  a}[b -\-cY, 

(2)  ac{[a  +  cY—b-']  =  ^-'-{a^cY, 

(3)  ab[[a  +  bY~c^]  =  f{n~^bY. 

Sicf.^  par  exemple,  au  lieu  dctre  la  bissectrice  de  A, 
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étaiL  la  bissectrice  de  V angle  adjacent  supplémentaire, 
il  faudrait,  dans  l'égalité  [i),  changer  b  en  — b,  ou  c 
en  —  c.  Il  en  résulte  que,  si  du  système  proposé  on  déduit 
une  valeur  négafii^e  pour  Tu?!  des  côtés,  c  par  exemple, 
la  "valeur  absolue  de  ce  côté  se  rapportera  au  cas  ou  les 
bissectrices  des  angles  A  e£  B  seraient  remplacées  par 
les  bissectrices  des  angles  supplémentaires .  Ce  cas  est 
d'ailleurs  le  seul  à  considérer,  car  les  équations  (i), 
(2),  (3)  ne  changent  pas  lorsqu'on  change  simultané- 
ment les  signes  de  a,  b,  c. 

Supposons  Cf.  =  ^.  Si  y.,  (3  sont  deux  bissectrices  de 
même  espèce,  toutes  deux  intérieures  ou  toutes  deux 
extériewes,  on  démontre  en  Géométrie  que  a  =  b  [*). 

En  supposant  a  = /3  et  a=^b,  les  équations  (i) 
et  (2)  se  réduisent  à  une  seule 

(4)  ac'(2a -+- c)  =a*(a  +  6-)% 

et  l'équation  (3)  déifient 

(5)  4«^— c'=47=. 

L'équation  (  4  )  peut  s' écrire 

^a-c-  —  a^  :  «'  H-  C-)  =  «c  (  2  a^  —  c^], 

et,  en  remplaçant  c^  par  sa  ^valeur  tirée  de  Inéqua- 
tion (  5  ) , 

d'où 

__8a^{a^—f)  —  a-(5a='— 47') 


(6) 


■2.a[(x} —  2a'-}-  27^ 


(*)  On  admet,  sans  doute,  ici  que  les  bissectrices  extérieures  a.,jî  sont, 
à  partir  des  sommets  A.  R,  dirigées  toutes  deux  d'un  même  coté  de  la 
droite  AB,  car  autrement  l'égalité  de  ces  deux  bissectrices  n'entraî- 
nerait pas  celle  des  côtés  a,  t>.  (t»-) 
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Portant  cette    valeur  de  c  dans  l  équation  (5),  on 
obtient  V équation  en  a 

\  i6«-(«-' — 7')  («'^ — 2^^+272 '^ 

he  terme  en  a^  disparaît,  et  l'on  a  une  équation  du 
sixième  degré  qui  ne  contient  V inconnue  a  quà  des 
puissances  paires. 

Il  n'est  rien  dit,  dans  la  Note,  des  racines  de  cette 
équatioji  du  sixième  degré.  On  y  suppose  a  =  y,  et  alors, 
au  moyen  de  calculs  qui  exigent  quelques  développe- 
ments, ou  déduit  de  Féquation  (7)  ces  trois  valeurs 
de  a^ 

ic,}       /iS  +  v^^N    ,^      /i3— v^4^ 


3         \         32         /  \        32 

la  troisième,  étant  négative,  correspond  à  des  solutions 
imaginaires. 

Pour  û"  =      t  l'équation  (6)  donne  c=:«  ;  le  triangle 

est  équilatéraî. 

T         1         1                         J          ,     ,       /^  i3  +  v/425\    , 
La  valeur  de  c  correspondante  a  «"  =  i — - —   \y. 

est  négative;  cette  solution  se  rapporte  au  cas  particu- 
lier oii  l'on  considère  les  bissectrices  extérieures  des 
angles  A,  B,  et  la  bissectrice  intérieure  de  l'angle  C. 

Note  du  Rédacteur.  —  Lorsque  oo  =  ,S  et  az=  b,  en  prenant  pour  in- 
connue auxiliaire  le  rapport-»  ou  obtient  assez  simplement  une  équa- 
tion du  troisième  degré  dont  la  discussion  est  facile. 

La  division  de  l'équation  (j)  par  l'équation  (/|),  membre  à  membre, 
donne 

2  (3  C         4  V'  • 

■ ; —  =^  — r r;' 

ac^  V.-    (a-t-f)- 

Il  y 

et,  SI  1  on  pose  -  =:  x,  ou  a^  ex  et  —  ^:  /«,  il  vient 


{ex- 
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d'où 

■?.X—l  4"''  /  s/  N,  /  , 

et,  par  suite, 

(i')  2x'-{-3.z' — /|ffi'jr — 1 1:=:  o. 

Cette    dernière    équation   a  une  racine  positive    plus  grande   que  -1 

et  deux  racines  négatives  dont  les  valeurs  absolues  sont,  l'une  plus  pe- 
tite que  I,  et  l'autre  plus  grande. 

Soit  h  la  racine  positive;  à  cette  racine  h  correspond  a=^ch;  et  des 
égalités  a^^  ck  et  (5)  4«* —  c'=  .'| '/'  on  tire 

[{C^tr  —  c-^^y-,     c  =z ,     a  ■=  ■ 

V/4A'— I  V^4A'— I 

Ces  valeurs  de   c  et  a  sont  réelles,  positives  et  finies,  puisque  l'on 

,        I 
a  /t  >  - . 
2 

Ainsi,  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  bissectrices  inté- 
rieures a,  •/,  la  question  admet  une  solution  réelle,  et  une  seule. 

2  y 
Quand  a  =  •/,   7/2  =  i,  ^  =1  1,  c  =^  -—  =:^  «.  Le  triangle  est  cquilatéral. 

Si  m  =;  -,  ou  a  =  2y,  l'équation  (i')  devient  ix^-i-ix^  —  x  —  1  =  0, 

ou  (2x -i- i)  (x'-i- j:  —  1)  =  0;  la  racine  positive  A  = ; '■>  ^'    '^'^ 

\Jb  —  i\Jb  \5  —  2\Ji)  \      2       / 

est  le  côté  d'un  décagone    étoile   inscrit  dans  le  cercle  dont   le  rayon 
est  a.  Par  conséquent,  A  =  36°,  B  =  36°,  C  =  1 08°. 

Les  deux  racines  négatives  de  l'équation  (i'),  changées  de  signe, 
prises  en  valeur  absolue,  répondent  à  cette  autre  question  :  Déterminer 
les  côtés  d'un  triani,le  isoscèle  CAB,  connaissant  les  bissectrices  exté- 
rieures «,  /3  des  deux  angles  égaux  A,  B,  et  la  bissectrice  intérieure  y  du 
troisième  angle  C. 

Car,  en  prenant  pour  inconnue,  x,  le  rapport  -1  la  question  conduit 
à  l'équation 

(  2'  )  2  .r '  —  3  x^  —  4  '"' -c  -i-  I  =  o, 

qu'on  obtient  en  remplaçant  x  par  —  r,  dans  l'équation 
(  I  '  )  2 x'  -i-  3  .r'  —  \m'x  —  1  =  0, 

relative  aux  trois  bissectrices  intérieures. 

On  a  encore  l'égalité  (5)  4 «'  —  c^=:4y',  et,  comme  «  =  ci-,  il  s'ensuit 

(4x>-i)c=  =  4-/,    c  =  ^ —     --     '>'-^'    - 


\ji\  a'  —  I  ^4- 
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Pour  que  ces  valeurs  de  a  et  c  soient  réelles,  positives  et  finies,  ii 
laut  et  il  suflit  que  la  valeur  de  x  surpasse  —  C'est  dire  que  le  nombre 
des  solutions  réelles  de  la  question  proposée  est  égal  au  nombre  des  ra- 
cines de  l'équation  (2'),  supérieures  à--  Or,  cette  équation  a,  quel  que 

soit  m,  ou  —,  deux  l'acines  positives,    l'une  plus  grande   que    l'unité  et 

l'autre  comprise  entre  o  et  i.  La  première,  que  nous  désignerons  par  .r,, 
donne  la  solution 

—         ^y  _      2  •/  X, 

n/4^?  — •  V'4-r;  — ' 

Quant  à  la  racine  comprise   entre  o  et  1,  elle  ne  surpassera  -  que  si 

l'on  a  m  <  -1  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer. 

Donc   le  nombre  des  solutions  de   la  question  proposée   sera  2,    ou 
seulement  i,  suivant  qu'on  aura  a>-  2. y,  ou  oL%i.y. 
Lorsque  -/  =:  v.,  m  =^  i.  et  l'équation  (2')  devient 

2x'  —  3x-  —  4-'^~i~i=^(^~t-0(2a'  —  5x-i-i)=o. 

La  racine  positive  x,  >>  -  est  égale  à         , — '-■,  et  les  côtés  c,  a    ont, 
2  4 

respectivement,  pour  valeurs 

4-/  (.5-l-v/i7)y 


\/38-i-io\/i7       V'jS-i-iov'n 
Si  ■/  =  —»  w  =;  -;  l'équation  (2')  se  réduisant  à 

ix^  —  3x-  —  j:-i-i  =  (i  —  2j:)(x^  —  x  —  0  =  o, 
n  a 

IH-  y/â                       2  •/                       (  I  -+-  \/d  )  •/ 
x,= -^ ,      c^  ■   —■,      a^      =r-. 

V  5  -}-  2  v^  \b-\-i  \fb 

t 

-i  +  N/r 


Cette  dernière  égalité  montre  que  c  est  le  côté  du  décagone  régulier 
inscrit  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  a  ;  donc 

A:=72<',  6=^72°,  C^SG". 

(G.) 

2.  M.  Alfred  Germot  a  résolu  la  question  du  Concours 
d'admission  à  l'Ecole  Normale,  dont  une  solution  a  clé 
insérée  dans  le  numéro  de  juin,  page  283. 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES 


Question   1259 

(voir  ?.'  série,  t.  XVII,  p.  p.38  )  ; 

Par    m.    MORET-BLANC. 


Si  l'on  développe  V expression  (i  —  ia.x  -k-  y^)"  sui- 
vant les  puissances  de  a:  1°  le  développement  aura 
toujours  un  nombre  impair  de  termes  ;  2°  les  coefficients 
de  la  lettre  ordonnatrice  des  termes  équidistants  de  celui 
du  milieu  sont  identiquement  égaux  j  Z^  si  l'on  égale  à 
zéro  ces  coefficients,  qui  sont  des  polynômes  entiers  et 
rationnels  en  a:,  ils  ont  toutes  leurs  racines  imaginaires 
lorsquils  sont  de  degré  pair,  et  ils  renferment,  eîi  outre, 
une  racine  nulle  lorsqu'ils  sont  de  degré  pair. 

(ESCARY.  ) 

1°  Le  développement  est  un  polynôme  en  a  de  degré 
2  71,  qui  a2;i-i-  i  termes;  nous  verrons  qu'aucun  coef- 
ficient n'est  nul. 

2"   L'équation    en  a,  (i — 2aa: -h  a^)"  =  o,  est  réci- 

j4/in.  de  Machémat.,  j*  série,  t.  XVIM.  (Juillot  1879.)         21 
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proque:  donc  les  coefficients  des  termes  équidistants  de 
celui  du  milieu  sont  idoniiquement  égaux. 

3°   (i  —  o.ax  -\-  a}]" 


=  fl  +  a'j" 2aa:  (  i-f-  a' 

I 


— \a}x-  (i 


2 


n{n  —  i]{n  —  •?.] 

o  w"  .r^  y  I 


1.2.3 

Remarquons  d'abord  que  le  développement  de  (i  4-  a^)" 
renferme  toutes  les  puissances  paires  de  a,  depuis  a.^ 
jusqu'à  a-". 

Cela  jiosé,  le  coefficient  d'une  puissance  paire  de  a. 
est  un  ploynôme  de  degré  pair  en  JC,  et  composé  de  termes 
tous  positifs  et  de  degrés  pairs:  il  renferme  un  terme  in- 
dépendant de  X  \  donc  ce  coefficient  ne  s'annule  pour 
aucune  valeur  réelle  de  x. 

Le  coefficient  d'une  puissance  impaire  de  a  est  un  po- 
lynôme on  X  de  degré  impair,  composé  de  termes  tous 
négatifs  et  de  degrés  impairs,  dont  un  du  premier  degré  5 
donc  ce  coefficient  s'annule  pour  x^=o^  et  ne  s'annule 
pour  aucune  autre  valeur. 

Note.  —  Solutions  analogues  de  MM.  Sondât:  de  Virieu;  Beaugcy  et 
Manipoud,  élèves  du  lycée  de  Grenoble, 


Question   1268 

(  voir  2*  sérip,  t.  XVII ,  p.  7%-j  )  ; 

Par  m.    h.   LEZ. 

Lieu  du  point  de  la  tangente  à  l'hypocycïoïde 

1.        1        À 
x^  +j^  z=  r' 


(  323  ) 
qui  est  conjugué  harmonique  du  point,  de  contact  par 
rapport  aux  axes  de  coordonnées. 

(Gambkv.  ) 

On  sait  que  la  courbe  x^  -r-j"  =  '"^  <-st  Tenveloppe 
d'une  droite  AB  de  longueur  /',  dont  les  deux  extrémi- 
tés A,  B  glissent  sur  deux  axes  rectangulaires  OX,  OY, 
et  que  le  point  de  contact  C  est  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire menée  à  AB,  du  quatrième  sommet  M  du  rectangle 
AOBM  construit  sur  OA  et  OB  (*).  Il  résulte  de  cette 
construction  qu'en  désignant  par  «et  b  les  distances  va- 
riables OA,  OB,  le  point  de  contact  G  a  pour  coordonnées 

x= 1  1  ^  = -r-;  et  les  droites  AB,  OC,  res- 

a^  +  b'    '■  a^  +  b-  '  ' 

pectivenient,  pour  équations 

(i]  bx -j- ay  ^:=  ab, 

[  2  )  b^.r.  —  a^Y  =  o 

L'équation  de  la  droite  OD,  conjuguée  liarmonique 
de  OC  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées,  est 

(3)  b^-Tc  -]-  a^j  =  o. 

En  éliminant  rt  et  h  entre  les  étjuations  (i),  (3),   et 
a^  -\-b'^  =  /■-,  on  aura  l'équation  du  lieu  proposé. 
Des  équations  (i)  et  (3)  on  tire 

(è — yY  T^  —  x'' y ,  [a  —  .vY  zz:z  —  y^JC, 
d'où 

±    --  Il 

a  =  x—.T-y%  b  =  y  —  x' y-' ; 

la  substitution  de  ces  expressions  de  a  et  b,  dans  I  éga- 
lité a^  -;-  b-  '-z^  r"',  donne  l'équation 


r'j(-^-J^)^"  =  '-% 


(*)  Le  lecteur  est  prié  do  faire  la  figure. 


(  3^4  ) 
qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

Le  lieu  passant  par  les  points 


)■. 


.r  rr:  dz  /•,    y  =zizr  y  9.  riz  V  5 
et 

;■  /o 

v/3  V  3 

comprend  quatre  branches  doubles,  indéfinies,  symé- 
triques par  rapport  aux  axes  coordonnés  qu'elles  touchent 
en  se  réunissant  à  une  distance  r  de  l'origine  O. 

Les  différents  points  de  ce  lieu  répondant  directement 
à  la  question  se  construisent  facilement.  11  suffit  de  dé- 
crire un  cercle  sur  AB  =  r,  comme  diamètre 5  puis  de 
menerpar  lepointM,  sommet  du  rectangle  inscrit  AOBM, 
une  tangente  MD,  qui  rencontrera  AB  en  un  point  D, 
conjugué  harmonique  de  C,  par  rapport  aux  points  A 
etB. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Fauquembergue  ; 
Moret-Blanc;  Sondât;  Pisani  ;  Chambon;  E.  Rodier  et  Eugène  Delmas, 
élèyes  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Lyon. 


Question  1282 

(  Toir  2'  série,  1.  XVII,  p.  384); 

Par  m.   Albert  LACAZETTE, 

Élève  du  lycée  de  Bordeaux. 

Si  d'un  point  B  d'une  hyperbole  équilatère  dont  le 
centre  est  O  on  abaisse  une  perpendiculaire  BC  sur  une 
tangente  en  A,  l'angle  COA  est  double  de  CAB. 

(A.  Cambier.) 


(  325  ) 
Soit  I  le  milieu  de  AB;  on  sait  que  les  quatre  points 
A,  C,  O,  I  sont  sur  une  même  circonférence.  Par  suite, 
l'angle  COA  et  l'angle  CIA  sont  égaux  comme  inscrits 
dans  un  même,  segment.  Mais,  CI  étant  une  médiane  du 
triangle  CAB  rectangle  en  C,  l'angle 

CIA=  180"—  2CAB; 
donc 

COA=  180°—  2CAB  =  2(90°  — CAB)  (*). 

Note.  —  M.  Charvet,  élève  du  lycée  de  Grenoble,  donne  une  solu- 
tion fondée  sur  ce  lemme  : 

Si  par  deux  points  A,  B  d'une  hyperbole  équilatere,  non  situés  sur  une 
même  branche,  on  fait  passer  une  circonférence,  ayant  AB  pour  dia- 
mètre, la  seconde  corde  d'intersection  passe  par  le  centre  de  l'hyperbole. 

En  faisant  application  de  ce  lemnie  à  la  question  proposée,  M.  Charvet 
distingue  deux  cas,  suivant  que  les  points  B,  A  appartiennent  à  une 
même  branche  de  l'hyperbole,  ou  à  deux  branches  diÉférentes;  dans  le 
premier  cas,  l'angle  COA  est  double  de  CAB  ;  dans  le  second,  l'angle  COA 
est  double  du  complément  de  CAB. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Lez,  Moret-Blanc, 
Pisani. 


Question    1284 

(voir?.'  série,  t.  XVII,  p.  isj)  ; 

Par  m.  E.   FAUQUEMBERGUE, 

Maître  répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quenliii. 

On  décrit  tous  les  cercles  simplement  tangents  à  une 
conique  B  en  un  point  C.  On  mène  à  chacun  de  ces 
cercles  des  tangentes  parallèles  à  deux  diamètres  fixes 
de  la  conique  ;  trouver  le  lieu  géométrique  des  points  JM 
d^ intersection  de  ces  tangentes . 

fBAr,BA.RIN.) 


(*)  Quand  les  points  A,  B  appartiennent  à  une  même  branche  de  l'hy- 
perbole, les  angles  COA.  CIA  sont  supplémentaires,  et  c'est  alors  que 
COA  =  1  CAB.  (  Note  du  rédacteur.  ) 


f  326  ) 

Tous  ces  cercles  sont  homotliétiques,  et  le  point  C  est 
le  centre  d'homolhétie.  Or,  ou  sait  que  les  tangentes  ho- 
mologues de  deux  cercles  homotliétiques  sont  parallèles; 
les  points  d'intersection  de  deux  systèmes  de  tangentes 
homologues  sont  donc  homotliétiques,  c'est-à-dire  qu'ils 
se  trouvent  sur  une  dioite  passant  par  le  point  C;  et, 
comme  à  chacune  des  deux  directions  données  corres- 
pond un  couple  de  tangentes,  il  y  a  quatre  points  d'inter- 
section qui  sont  les  sommets  d'un  parallélogramme;  donc 
le  lieu  des  points  M  se  compose  de  quatre  droites  issues 
du  point  C. 

Note. —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Ferdinando  Pisani  ; 
Moret-Blanc  ;  Albert  Lacazette,  élève  du  lycée  de  Bordeaux;  L.  Julliard, 
du  lycée  Corneille,  à  Rouen. 


Question  1288 

(voir  2'  série,  t.  XVII,  p.  479); 

Par  m.   GAMBEY. 

Une  parabole  P,  de  paramètre  constant,  se  meut 
dans  son  plan  parallèlement  à  elle-même,  de  façon 
que  chacun  de  ses  points  décrii^e  une  parabole  P'  de 
paramètre  donné,  dont  V  axe  soit  parallèle  à  celui  delà 
parabole  mobile.  Trouver  V  enveloppe  des  polaires  d'un 
point  Jixe  donné,  par  rapport  à  la  parabole  P. 

Même  question  en  supposant  la  parabole  V  rem- 
placée par  une  droite  de  direction  quelconque. 

(Laisant.) 

La  parabole  fixe  P'  que  décrit  le  sommet  de  la  para- 
bole P  ayant  pour  équation 

cette  dernière  sera,  par  rapport  aux  mêmes  axes,  repré- 


(   3:i7   ) 
senlée  par 

ip  étant  son  paramètre,  et  a,  p  les  coordonnées  du  point 
d'intersection. 

La  polaire  d'un  point  («,  b)  par  rapport  à  P  a  pour 
équation 

(i)         [i^—  ,3(7  +  ô)  H-  2/;a  —p{x  -\-  a]  -^  byz=  o, 

avec  la  relation 

[n.)  P=—  2/>'a  3=  o. 

L'enveloppe  de  (i)  s'obtiendra  en  écrivant  d'abord 
que  les  dérivées  par  rapport  à  a  et  à  (3  sont  proportion- 
nelles dans  les  relations  (ï)  et  (2),  ce  qui  donne 

,,^  P    _  J  +  Z>  —  ?.  p 

Ensuite  il  faudra  éliminer  a  et  [ù  entre  (i).  (  2)  et  (3;. 
Celte  élimination  n'a  rien  de  difficiie  et  conduit  à 

[y  +  ^Y+-^~^  (/'•^ -  ^j  +/^«)  =  o, 

équation  d'une  autre  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à 
ceux  des  précédentes. 

Si  la  parabole  P'  est  remplacée  par  une  droite  donnée, 
on  rapportera  la  parabole  P  à  celui  de  ses  diamètres  qui 
est  conjugué  de  la  direction  donnée.  Son  équation  sera 
alors,  avec  un  seul  paramètre  variable, 

[y  —  8)^ —  ipx  =  o. 
La  méthode  précédente  conduira  à  l'équation 

y  -\-  h  '-i-  4/?  (  J^  H-  «    —  4  ^^y  =  *'' 


(  328  ) 
qui  représente  encore  une  parabole  dont  1  axe  est  paral- 
lèle h  l'axe  de  P,  et  dont  le  paramètre  est  double. 

Note. —  Solutions  analogues  de  MM.  Moret-Blanc;  Fauquembergue; 
Ferdinando  Pisani;  Robaglia;  J.  Griess,  maître  répétiteur  au  lycée 
d'Alger;  Julliard,  élève  du  lycée  Corneille,  à  Rouen. 

M.  Robaglia  a  donné  une  solution  géométrique. 


Question  1291 

(voir  ?.'  série,  t.  XVII,  p.  48u); 

Par  m.   ROMERO. 

L'équation  x'' -\~  x"^ -^r oc'^ -\- x —  i  =  7^  est  impossible 
en  nombres  entiers  et  positifs. 

Dans  toute  solution  en  nombres  entiers  de  cette  équa- 
tion, y  étant  nécessairement  impair,  l'équation  pro- 
posée peut  s'écrire 

(l)  x(a7  -4-i)(.r2+  i)  =  ^[w^H-  l'/72  4-  1)2]. 

X  ne  peut  avoir  aucune  des  formes  4'^?  4"  —  *5  parce 
qu'il  en  résulterait  que  le  premier  membre  serait  mul- 
tiple de  4?  tandis  que  le  second  membre  ne  contient  le 
facteur  2  qu'à  la  première  puissance.  Donc  x  est  de  la 
forme  ^n  ~\-  2,  et  par  suite  l'équation  (i)  devient,  en 
divisant  ses  deux  rnenibres  par  2, 

(2«  + 1)(4«  +3)[('2«  + 1)'.4-^  1]  =  »*'+  ("^  +  0'» 

où  4^  H"  3  est  diviseur  de  la  somme  7;z--|- (  m -h  i)*  de 
deux  carrés  premiers  entre  eux  \  mais  on  sait  qu'un 
nombre  de  la  forme  ^n  -\-Z  ne  peut  être  égal  à  la  somme 
de  deux  carrés  :  donc  l'équation  proposée  est  impossible 
en  nombres  entiers  el  positifs. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  Mi\I.  Meyl  et  Moret-Blant-. 
M.  Meyl  a  démontré,  de  plus,  que  l'équation  admet  seulement  les  solu- 
tions entières  négatives  :  x  =■  —  a,  y  =±  3. 


(  3^9  ) 
Question  1293 

(voir  2°  série,  t.  XVII,  p.  480); 

Par   m.    MORET-BLANC. 

Trouver  un  nombre  qui  soit  égal  à  la  somme  des 
chiffres  de  son  cube.  (^Laisant.) 

Le  nombre  et  sou  cube  divisés  par  9  doivent  donner  lo 
même  reste  ;  un  cube  étant  nécessairement  de  Tune  des 
formes  gm^gm — 1,97/^+1,  il  en  est  de  même  des 
nombres  satisfaisant  à  la  condition  posée. 

Ces  nombres  ne  peuvent  se  trouver  que  parmi  les 
nombres  d'un  ou  deux  chiflVes,  car,  le  cube  d'un  nombre 
de  trois  chillres  ayant  au  plus  neuf  chiffres,  la  somme  des 
chiffres  de  son  cube  est  inférieure  à  81  <^  100. 

Le  cube  d'un  nombre  de  deux  chiffres  ayant  au  plus 
six  chiffres,  la  somme  des  chiffres  de  son  cube  est  infé- 
rieure à  54. 

Il  faut  exclure  53,  dont  le  cube  est  terminé  par  7,  la 
somme  des  chiffres  ne  pouvant  excéder  52  -,  de  même  que 
44i45?  46,  dont  le  cube,  composé  de  cinq  chiffres,  est 
terminé  par  4?  5  ou  6,  la  somme  des  chiffres  ne  peut 
excéder  42. 

En  formant  les  cubes  des  nombres  de  forme  9/?* —  i, 
gni,  gm -h  ï  de  i  à  87,  ou  trouve  les  solutions  sui- 
vantes : 

Nombres....      i,     8,        17,        18,  26,  9.7. 

Cubes I,  5i2,  49^^>  5832,   17576,   ig683. 

II  n'y  a  pas  d'autre  solution. 

Note.  —  Solution  analogue  do  M.  de  Virieu. 


(  33o  ) 
Question  1294 

(TOir  2*  série,  t.  XVII,  p. ',80); 

Par  m.   a.  LAISANT. 

Démontre?'  que  la  somme  ries  inverses  de  n  nombres 
positifs  en  progression  arithmétique  excède  le  quotient 
de  n^  par  la  somme  des  termes  de  la  progression. 

Déduire  de   celte  proposition   la    div^ergence  de  la 


'■) 


1       I        I  \       /  I       I         1        I 

3  "^5  ~  4 

I         I  I  1        I 

i3       i5       17       19      8 

(LiONKET.  ) 

La  première  partie  de  l'éaoncé  qui  précède  n'est  pas 
assez  générale.  Il  n'est  nullement  nécessaire  que  les  ?i 
nombres  soient  en  progression  arithmétique;  il  suffit 
qu'ils  soient  positifs.  Désignons,  en  effet,  ces  nombres 
par  flj,  «2»  •  •  •  ?  ^n-  On  sait,  et  il  est  facile  de  le  démon- 
trer, que  leur  moyenne  arithmétique  A  est  supérieure  à 
leur  moyenne  géométrique  G;  appliquant  cette  même 
propriété  à  leurs  inverses,  nous  avons 


i 


Don( 


•->„ --> 


^> 


Plus  directement,  si  l'on  fait  le  produit  de 


I         1  I 

tl,  a-,  fin 


(  33i   ) 
par  iii  -i-  a.i-T-  •  ■  •  -h  (in->  on  obtient  n^  termes 


«2 


dont  les  uns  sont  c-sraux  à  l'unité  et  dont  les  autres  se 


3 


groupent  deux  à  deux  suivant  la  forme  —  H ">  2.  Le 

'■  cik       «<■ 

produit  est  donc  plus  grand  que  le  résultat  qu'on  obtien- 
drait en  remplaçant  tous  les  termes  par  l'unité,  dans  Je 
Tableau  précédent,  c'est-à-dire  que  n- . 

Quant  à  la  série  proposée,  on  voit  que  les  sommes  des 
dénominateurs  des  ternies  positifs  entre  parenthèses 
sont  respectivement 

1%  2%  3%  4%    .... 
Donc  la  somme  de  la  série  est  plus  grande  que 

=  •(.H-iH^^^...). 

2  \  -la  I 

Celte  somme  croît,  comme  Ton  sait,  au  delà  de  toute 
limite.  La  série  est  donc  divergente. 

M.  Bertrand,  dans  son  Traité  de  Calcul  différentiel 
(p.  230)  démontre  la  convergence  de  la  série 

3 
dont  la  somme  est  égale  à  -log2,  La  comparaison  des 


(  332  ) 
séries  («)  et  (Z>)  nous  montre  donc  un  nouvel  et  intéres- 
sant exemple  de  l'influence  du  groupement  des  termes 
sur  la  convergence. 

Il  est  évident,  par  ce  qui  précède,  que  la  série  ci- 
dessous  est  elle-même  divergente  si  a  est  une  quantité 
positive  déterminée,  inférieure  à  l'unité  : 

(■-»)-(V5-i)-(rr^-^) 


i3       i5       17       19      4 
La  somme  est  supérieure  à  (1  —  a)(i  H hô-l---.)' 

Remarques .  —  I.  Si  «i,  «2,  ...,«„  sont  en  progres- 
sion arithmétique,  on  a  la  formule  plus  simple 


ri  I 


II.  Si  a,,  a.,,  .  ,  . ,  rt„  sont  en  progression  harmonique, 
il  vient 

I         I  in 

-  +  ->—— \ ■ 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Ferdinando  Pisani  ; 
de  Virieu  ;  Fauquembergue  ;  Moret-Blanc;  L.  Fourcade  et  P.  Anthoine, 
élèves  en  Mathématiques  spéciales  au  collège  Rollin,  classe  de  M.  Ribout; 
Boell,  élève  du  lycée  du  Havre. 


Question  1303 

(voir  2'  série,  t.  XVII,  p.  527)  ; 

Pau  m.  A.-J.-F.   MEYL, 
Ancien  capitaine  d'artillerie  à  La  Haye. 

Troui^er  toutes  les  solutions  entières  de  l'équation 

X- -i-  7.r  =  2  r   y  -f-  3)  (j-  -I-  3j  H-  5 ). 

(LlONKET.") 


(  333  ) 
En  multipliant  cette  équation  par  2,  elle  peut  s'écrire 
?.jr'+  i^xzzz  [iy^-\-  6y  -+-  5  —  5)  (aj)-^  -h  6y  -h  5  -h  5), 

ou  bien 

20;^  -1-  1 4-^  H-  25  =  (  2j=  H-  6.}-  +  5  Y, 

ce  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

(x  -h-  3)^+  (.r  -f- 4)'=  [{y  +  0=-+-  (j  +  '^YV- 

Or,  d'après  le  théorème  de  M.  de  Jonquières  [voir 
2"  série,  t.  XVII,  p.  307,  etc.),  cette  équation  n'admet 
que  les  valeurs  xH-3  =  3eta:H-3=:  —  4i  ^  chacune 
desquelles  correspondent  les  deux  valeurs^  -t- i  =  i  et 
y  -\-  1  =  —  2.  On  a  donc  les  quatre  solutions 

X  =  o,        ] 

J  =  o,    j-  =  —  3. 

^  =  —  7,   ) 

Mais,  en  considérant  la  seule  solution  impropre  de  l'é- 
quation du  théorème  précité,  savoir 

(o)=+(±i)^=[(o)'+(d=i)']', 

on  a  encore  les  solutions  x~l-3=oetj:-f-3  =  —  i,  à 
chacune  desquelles  correspondent  les  deux  valeurs 
j^-hi  =  oetjH-i= — I,  ce  qui  donne  encore  les 
quatre  solutions 

.r=:-3,    i 

'•    r  =  —  I ,      r  =  —  2. 
.r^-4,    r 

Ces  huit  solutions  sont  les  seules  possibles. 

Le  second  système  de  ces  solutions  est  fourni  immé- 
diatement par  l'inspection  de  l'équation  donnée  ;  en 
ajoutant  à  chaque  membre  de  cette  équation  le  nombre  12, 
on  trouve  sans  difficulté 

(.r-f-3)(,r-l-4)  =  2(j-f-ï)(j-H-2)(r'4-  3j  +  3), 

qui  donne  le  second  système. 


(  334  ) 
Question   1304 

(  voir  2*  série,  t.  XVII,  p.  5?-7); 

Par  m.  C.  BOELL, 

Élève  du  lycée  du  Havre. 

La  somme  des  distances  du  centre  du  cercle  circon- 
scrit aux  deux  côtés  AB,  AC  du  triangle  inscrit^  ABC, 
est  égale  à  la  corde  menée  par  le  point  C,  perpendi- 
culairement à  AC  dans  le  cercle  décrit  sur  DC,  comme 
diamètre,  D  étant  le  unlieu  de  V arc  BC. 

[k.   Cambier.) 

Soient  OM,  ON  les  distances  du  centre  O,  aux  deux 
côtés  AB,  AC,  et  CP  la  corde  du  cercle  décrit  sur  DC, 
comme  diamètre,  perpendiculairement  à  AC  [*]. 

Prolongeons  la  dioite  PD  qui  est  parallèle  à  CA,  jus- 
qu'à sa  rencontre  en  E  avec  la  circonférence  circonscrite 
au  triangle  ABC. 

Soit  OR  la  distance  du  centre  O  à  la  corde  DE;  Qi\\ 
est  le  prolongement  de  OX,  et  la  droite  PiN  est  égale  et 
parallèle  à  PC.  Le  théorème  sera  donc  démontré  si  Ton 
prouve  que  OM  =  OR. 

Or  les  deux  arcs  CD,  AE  sont  égaux,  comme  com- 
pris entre  les  parallèles  AC,  ED;  d'autre  part,  l'arc 
CD  ==:  l'arc  DB  :  donc  arc  AE  =  arc  DB,  et,  en  ajoutant 
aux  deux    membres  de    l'égalité   l'arc   EB,   on  a 

arcAB  =  arc  ED. 

L'égalité  des  arcs  entraîne  celle  des  cordes  AB,  ED,  et, 
parsuite,  l'égalité  des  dislances  O.Al,  OR.  Le  théorème 
est  donc  démontré. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Lez;  Ferdinand 
Pisani;  Robaglia;  Fabry,  du  collège  Chaplal  ;  Paul  Le  Roux  et  R.  Wolf. 
élèves  au  Lycée  de  Rennes;  Albert  Renou,  élève  du  Lycée  de  Caen  ; 
Louis  Cauret,  et  par  un  anonyme. 

[*]   Le  lecteur  est  prié  de  faire  Li  figure. 
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QUESTIONS. 

1311.  Quatre  nombres  entiers  a,  |2,  y,  d,  positifs  ou 
négatifs,  étant  donnés,  soit  fait,  pour  abréger, 

P  =:  a^  -r-  (3-  4-  y'^  —  0  :  a  -h  [3  -+-  7  ) , 

Q  =  p'  -u  y'  _,_  ù-2  _  a  (  p  +  7  -)-  ^) , 
R  =  7^  -,-  ^2  H-  a'  —  .8  ;7  4-  0  -I-  a  ), 
S  =  ^=  4-  a^  +  P.-  —  7  (  ^  H-  a  4-  fi  ). 

On  peut  démontrer,  par  un  calcul  direct,  que  le 
nombre 

p^  +  Q2  4_  Rî  4-  s- 

estle  produit  de  deux  facteurs,  dont  l'un  s'exprime  par 
une  somme  de  quatre  carrés,  et  l'autre  par  une  somme 
de  trois  carrés.  (S.  Realis.) 

1312.  Transformer  le  produit 

3  (a^  -r  P'  -1-  f]  [(a  +  p;'  -f-  (.8  4-  7)'  +  (7  +  y-Y] 
en  une  somme  de  trois  cubes.  (S.   ReAlis.) 

1313.  Un  nombre  p,  qui  est  la  somme  de  n  cubes 
entiers,  étant  donné,  assigner  un  nombre  q,  tel  que  le 
produit  p-q  soit  la  somme  algébrique  de  n  cubes  entiers. 

(S.  Realis.) 

1314.  Si,  dans  un  triangle  ABC,  on  a.  AzizB  =~  90", 

alors 

?,  c±-  r-  {a  -:-  b )-'  ~  [a  —  b]-', 

les  signes  supérieurs,  ou  inférieurs,  étant  pris  ensemble. 
Ou  demande  une  démonstration  simple  de  cette  exlen- 
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sîou  du  lliéorème   de  Pylhagore.    (Extrait  du  journal 
anglais  The  educational  Times.) 

(Donald  Me.  Alister,  B.A.B.Sc.) 

1315.  Etant  donnés  un   triangle    inscrit  ABC   et  !(• 

diamètre  DE  perpendiculaire  à  BG,  si  du  point  C  comme 

centre,  avec  la  moitié  de  BC  pour  rayon,  on  décrit  une 

circonférence  qui   rencontre  CE  en  N,  que  par   N  on 

mène  JNM  parallèle  à  CA  et  coupant  AE  en  M,  il  s'agit 

de  démontrer  que 

^ . .       AC  +  AB 
AM  = 

2 

Ce  ihéorèrae  sert  à  déterminer  le  grand  axe  d'une 
ellipse  dont  on  connaît  deux  diamètres  conjugués. 

(A.  Cambieu.) 

1316.  On  prend  sur  la  tangente  à  une  cycloïde  fixe, 
à  partir  du  point  de  contact,  une  longueur  proportion- 
nelle au  rayon  de  courbure  de  ce  point;  trouver  le  lieu 
de  l'extrémité  de  cette  longueur,  quand  la  tangente  se 
déplace.  (Baubarin.) 

1317.  Démontrer  que  le  polynôme 

x"""  —  /2^r"+'  4-  2  (  «2  —  1  )  .r"  —  «'.r"-'  -\-  \ 

est  divisible  par  (a: —  i)'*.  Trouver  l'expression  générale 
du  quotient.  (Genty.) 

1318.  Trouver  un  nombre  ayant  la  double  propriété 
d'être  égal  à  la  somme  des  carrés  de  deux  entiers  con- 
sécutifs et  à  celle  des  carrés  de  trois  entiers  consécutifs. 

(LiOKAET.) 
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MEMOIRE 

SLR  LA.   REPRÉSENTATION    DES  Sl'RFACES  ET   LES  PROJECTIONS 
DES    CAUTES     r.ÉOGIlAPHIQUES  ; 

Par  m.    a.   TISSOT. 

[suite  (*)]. 


CHAPITRE     II. 

Recherche  du  système  de  projection  le  mieux  approprié 
à  la  représentation  d'une  contrée  particulière. 

Conditions  à  rt-inplir.  —   Notation. 

38.  Dans  la  construction  d'une  carte  à  grande  écheiie 
destinée  aux  services  publics,  comme  celle  c[ui  a  été  dres- 
sée en  France  par  le  Dépôt  de  la  Guerre,  la  condition 
la  plus  importante  à  remplir  est  relative  à  la  reproduc- 
tion des  angles.  Il  n'est  pas  nécessaire  que  le  mode  de 
projection  les  conserve  rigoureusement,  mais  il  ne  doit 
les  altérer  que  de  quantités  assez  faibles  pour  que  chaque 
feuille  de  la  carte  constitue  un  véritable  levé  topogra- 
phique. 

Les  distances  étant  inévitablement  modifiées,  l'échelle 
du  dessin  variera  plus  ou  moins  d'une  feuille  à  l'autre. 
Il  faut  rendre  cette  variation  aussi  petite  que  possible  en 
réduisant  à  son  minimum  la  plus  grande  altération  de 
longueur. 

Enfin,  avant  de  tracer  le  canevas,  on  aura  à  calculer 
les  coordonnées  d'un  nombre  considérable  de  points  rap- 
portés à  deux  axes  rectangulaires.  Une  troisième  condi- 

(*)  Noiiv.  Ann.,  a°  série,  t.  XVII,  p.  35i. 
Ann.  de  Ma  tkéma  t.,  2^  sàvic,  t.  XVIll.  (Août  1879.)  23 
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lion  à  laquclK;  il   convîcTil  do  satisfaire  réside  dans  Ja 
siniplicilé  des  formules  employées  à  cet  usage. 

Ces  conditions  sont  aussi  celles  que  l'on  doit  chercher 
à  réaliser  dans  la  construction  d'une  carte  ordinaire.  Le 
but  une  fois  atteint,  non  seulement  les  altérations  seront 
aussi  faibles  que  possible,  mais  il  sera  facile  d'en  tenir 
compte  toutes  les  fois  que  l'on  aura  à  faire  usage  de  la 
carte.  Il  suffirait  pour  cela  que  l'on  eût  tracé  légèrement 
sur  cette  carte,  et  avec  une  teinte  diiTérenle  de  celles  des 
autres  lignes,  quelques-unes  des  courbes  le  long  desquelles 
l'altération  de  longueur  est  constante.  INous  verrons  que 
ces  courbes  sont  du  second  degré  et  presque  toujours  des 
ellipses. 

39.  Sans  faire  d'abord  d'autre  hypothèse  sur  la  forme 
de  la  surface  terrestre,  nous  la  considérerons  comme  étant 
de  révolution  autour  de  la  ligne  des  pôles,  et  nous  pren- 
drons le  rayon  équatorial  pour  unité.  Dans  l'intérieur 
du  pays  à  représenter,  nous  adopterons  un  point  particu- 
lier, dit  point  central,  dont  nous  apprendrons  plus  lard 
à  déterminer  exactement  la  position;  le  méridien  et  le 
parallèle  de  ce  point  seront  appelés,  respectivement, 
niéridJen  moyen  et  parallèle  moyen.  Sur  la  carte,  nous 
choisirons,  pour  origine  des  coordonnées,  l'homologue 
du  point  central  ;  l'axe  des  x  sera  tangent,  et  l'axe  des  j^ 
normal  à  la  projection  du  méridien  moyen.  Enfin,  nous 
ferons  usage  de  la  notation  suivante,  qui  nous  a  déjà 
servi  en  partie  : 

/  latitude  d'un  point  quelconque  de  la  contrée: 
m  longitude  du  même  point  comptée  à  partir  du    méri- 
dien moyen  ; 
x  abscisse 


}  ordonnée 


du  point  correspondant  de  la  carte: 


(339  ) 
y  rayon  du  parallèle  terrestre  à  la  Iniilutle  /; 
p  rayon  de  courbure  du  méridien  à  la  même  latitude  ; 
N grande  normale  à  la  latitude  /,  ou  longueur  comprise 

sur  la  normale,  entre  le  point  considéré  et  la  ligne  des 

pôles; 
/o  latitude  du  parallèle  moyen; 
/"o  rayon  du  parallèle  moyen  ; 

Pg  rayon  de  courbure  du  méridien  à  la  latitude  /„  ; 
Ng  grande  normale  à  la  même  latitude; 
X  excès  de  la  latitude  du  point  considéré  sur  celle  du 

parallèle  moyen  ; 
5  arc  de  méridien  compris  entre  le  parallèle  moyen  et 

celui  de  latitude  /; 
t  portion  du  parallèle  moyen  comprise  entre  le  méridien 

moyen  et  celui  de  longitude  in\ 
Il  rapport  de  longueurs  sur  le  méridien,  au  point  considéré  ; 
k  rapport  de  longueurs  sur  le  parallèle  • 
B  altération  de  l'angle  du  méridien  avec  le  parallèle; 
a  demi  grand  axe  de  l'ellipse  indicatrice; 
b  demi  petit  axe  de  la  même  ellipse; 
0)  moitié  du  maximum  de  l'altération  d'angle. 

Les  coordonnées  qui  déterminent  la  position  d'un 
point  quelconque  sur  la  surface  du  globe  p(;uvent  être 
/  et  w,  ou  X  et  m,  ou  encore  s  et  t.  On  a  d'ailleurs 

\  ^=z  l  —  /„,       t  ~-  la  ni. 

On  a  aussi 

r  =  N  ces/,      Ao  =  No  cos/„,     ds=z p  dl, 

et,  dans  le  triangle  infiniment  petit  que  l'on  forme  en 
abaissant,  de  l'une  des  extrémités  de  l'arc  ds.,  une  per- 
pendiculaire sur  le  rayon  du  parallèle  de  l'autre  extré- 
mité, 

dr 

-r-  =  —  sin/. 

rt.V 

22, 
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Carie  crun  pa)  s  liniilé  dans  tous  las  sens. 

40.  Nous  supposons  que  la  contrée  dont  on  veut  dres- 
ser la  carte  est  d'une  étendue  moyenne,  comparable  à 
celle  de  la  France,  de  TEspagne,  etc.,  de  sorte  que  les 
valeurs  de  5  et  de  t  restent  toujours  assez  petites.  Pour 
l'Espagne,  par  exemple,  qui  se  trouve  comprise  entre 
les  parallèles  de  36  et  de  44  degrés,  et  entre  deux  méridiens 
dont  l'angle  est  d'environ  i2°4o'?  1^  plus  grande  valeur 
de  .V  est  à  peu  près  ^7,  et  celle  de  ^,  -~.  Alors  les  coor- 
données X  ely  d'un  point  quelconque  de  la  carte  peuvent 
être  supposées  développées  en  séries  convergentes  suivant 
les  puissances  de  s  et  de  t.  D'après  le  choix  qui  a  été  fait 
pour  l'origine,  ces  développements  ne  contiendront  pas 
de  terme  indépendant  des  variables,  et,  à  cause  de  la 
direction  qui  a  été  donnée  à  Taxe  des  .r,  le  terme  en  s 
manquera  dans  >  .  Il  nous  reste  à  déterminer  les  coeffi- 
cients des  autres  termes  de  manière  cjue  !e  système  de 
projection  satisfasse  aux  conditions  qui  ont  été  indiquées 
plus  liaut. 

41.  Des  développements  de  r  et  de  j  on  déduirait 
ceux  de  7«,  de  h  et  de  slnô.  par  les  formules 

'-=7^[(S)(z:)-(i)(ij} 

Comme  la  dérivée  de  }  par  rapport  à  s  ne  renferme 
pas  de  terme  constant,  pour  c|ue  le  premier  ternie  de  // 
soit  égal  à  1  unité,  il  faut  ([ue  le  coefficient  de  5,  dans  x, 
soit  aussi  égal  à  l'unité,  et,  pour  que  0  n'ait  pas  non  plus 
de  terme  conslant,  il   faut  que  x  ne  contienne  pas  de 
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terme  en  t.  Alors  A  se  réduil  à  —  (  -"^   j  »  saut  drs  lermcs 

du  premier  ordre  ou  d'ordres  plus  élevés  en  s  et  t.  Par 
conséquent,  si,  abstraction  faite  des  termes  d'un  ordre 

supérieur  au  premier,  on  prena  a:  égal  a  s,  et  y  a  -  /, 

l'angle  9  et  les  difîérences  des  rapports  h  et  A  avec  l'unité 
seront  du  premier  ordre.  Cherchons  maintenant  à  les 
abaisser  au  second. 

42.  Le  carré  de  la  dérivée  de  )  par  rapport  à  s  n'iii- 
Iroduit  dans  h  aucun  terme  du  premier  ordre;  il  iaul 
donc  que  celui  de  la  dérivée  de  x  par  rapport  à  s  n'en 
introduise  pas  non  plus,  ce  qui  exige  que  x  ne  renferme 
ni  terme  en  5^,  ni  terme  en  st. 

Un  raisonnement  analogue  appliqué  à  k  prouve  que 

Y  ne  doit  contenir  ni  terme  en  st,  ni  terme  en  t^.  Alors 

les  termes  du  premier  ordre,  dans  sin  0,  se  réduisent  à 

,     /clr\           r    dr                ,                 ,     dx          sin /„        r\ 
ceux  de  I  —  )  H -^  -r  t.  ou  a  ceux  de  — /.  Un 

\  dt  ]  r\  ds  dt  /•„ 

les  fera  disparaitre  en  donnant  à  f%  dans  le  développe- 
ment de  o",   le  coefficient  ^«  On  est  ainsi  conduit  à 

prendre,  abstraction  faite  des  termes  du  troisième  ordre, 

,     ,  ,             sin/j    ,  ,    r 

X  égal  -A  s  -\ /-    et  r  a  —  f . 

43.  Introduisons  maintenant  les  termes  du  troisième 
ordre,  en  les  allectant  de  coefficients  arbitraires,  et 
posons 

sin/o  A  ,  D 

.r  —  s  -{ r  -h  tts'^-—  Bs-t  -\-  Cxt-  --;-  „  l\ 

■>.  /•„  J  â 

r  ^'  ,  ,  D' 

y  ^^-  t-h  -■  .v^  -r  B'i-f  -  C'^^'  -h  -^  l'; 
r„  6  ô 
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on  aura,  en  négligeant  les  termes  d'ordres  supérieurs  au 


deuxième. 


/;  r=:  H-  A  S'  _  o  B5/  -;-  (  C  H-  ^^\  t\ 


/>  =  i-h-\  B's^  —  2  C'^^  +  (  D'  +  -^  tani,'-7„y-'    , 

sinQ  =  — -—      (  sin/„ "  sin/  )  ^  -i-  ;  AV  —  Br/,  j' 

-f-:i(B'/ -h  €/-„)*/+ 'Dro—CV  /-     . 

Sans  modifier  le  degré  de  rapproximation,  on  peut 
remplacer  /  par  l^,  et  r  par  /'o,  dans  les  coefficients  des 
termes  du  deuxième  ordre  de //,  A  et  sin  0.  Quanta  /sin/, 
qui  fait  partie  du  coefficient  de  t  dans  sin0,  on  lui  sub- 
stituera son  développement  borné  à  deux  termes,  savoir 

Asin/=  r^sin  /o  -i-  (  -  cos/o  —  sinVo  )  s     (*). 

Enfin,  jusqu'ici  nous  avons  toujours  tenu  compte  de 
l'aplatissement,  mais  il  est  inutile  d'y  avoir  égard  dans 
les  termes  du  second  ordre  5  nous  remplacerons  donc,  dans 
ces  termes,  po  par  l'unité  et  r^  par  cos/ç.  Il  vient  alors 

/i—.i-\-  As-  —  iBst  -+-  le  -h  -  iRW^'/A  t\ 


1 

it  =  I  -h  3',v'—  iC'st  -^  [  D'---  tang^o  )'-'. 


/  cos  ^  l    \ 

iinû==    A'— Bi5=-h2    B'-^  C -^      st^    D  —  a]f-. 

'  \  acos'/o/ 


(*)  Pour  obtenir  le  coefficient  de  ^  dans  ce  développement,  il  suffit 
de  prendre  la  dérivée  de  rs'ml  par  rapport  à  s,  puis  de  faire  s  égal 
à  zéro;  or  on  a 

d^rs'inl)  dl  sin  l)  dl         .     ^dr        r         ,        .    ,, 

— =  ;■  -^^ • >-  Sin  /  -7-  =  -  ces  /  —  Slll'  /. 

ds  dl        ds  ds       s 
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Nous  [Knivons  faire  vn  sorte  (jue  0  elh  —  A  ne  soient 
plus  ((lie  du  troisième  ordre;  il  sufïil.  pour  cela,  de 
poser 

cos  s>.  /,, 
A'  =  C  =  D  =  B,     B'  =^  A,     D'  =  C,     A  -i-  G 


1  COS'/u 


Les  formules 


0  9  <7  —  b 

(a—  b]^=  '  /i  —  /,^  (•os='-+  7/  H-  Âi^sin--,      sinw  = 7 

2  -2  a-r-  b 

font  voir  que  a  —  ')  et  Oi  seront  aussi  du  troisième  ordre. 
Ainsi.  A  et  C  étant  liés  entre  eux  [)ar  la  relation 

(2)  2  (  A -f- G)  cos^/o  =  t'osa/u, 

tous  les  modes  de  projection  <|ue  délinissent  les  formules 

1  "^in'"  A  „  ^     .,        ^   . 

\  2/u  J  6 

/  B  G 

y—  -  ï  -4-  -  A-^  +  A.v'r  —  Ba7-  -t-  -  t- 
r„  1  6 

possèdent,  à  Texclusion  des  autres  systèmes,  la  double 
propriété  de  ne  produire  qui;  des  altérations  d'angles  du 
troisième  ordre,  et  des  altérations  de  distances  du  second. 
Autour  d'un  même  point,  l'altération  de  l'unité  de  lon- 
gueur est  sensiblement  la  même  dans  toutes  les  direc- 
tions 5  en  l'appelant  e,  on  a 

(4)  £  =  A5^ —  ?.B^f -+-(-  — a)  /■-. 

11  est  d'ailleurs  impossible  de  l'abaisser  au  troisième 
ordre,  puisque,  dans  cette  dertiière  expression,  le  coeffi- 
cient de  s^  et  celui  de  t~  ne  sauraient  être  nuls  en  nu^ne 
temps. 
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Système  du  minimum  de  déformation. 

4i.  Les  aliéraiions  d'angles  sont  maintenant  devenues 
négligeables.  On  pourrait  les  atténuerdavantage,  et  même 
les  détruire  tout  à  fail,  en  introduisant,  dans  les  dévelop- 
pements de  X  et  de  ^,  des  termes  d'ordres  supérieurs 
au  troisième  5  mais  ces  moditications,  qui  ne  produiraient 
que  des  changements  peu  appréciables,  lorsqu'il  s'agirait 
de  rapporter  les  longueurs  sur  la  carte,  compliqueraient 
les  formules  sans  utilité  réelle.  Ce  qu'il  importe  mainte- 
nant, c'est  de  disposer  des  coefficients  A ,  B,  C,  dont  deux 
sont  arbitraires,  delà  constante  7^,  enfin  de  la  position 
du  méridien  moyen,  de  manière  que  la  plus  grande  des 
valeurs  que  £  est  susceptible  de  prendre,  dans  toute  l'éten- 
due de  la  carte,  soit  aussi  faible  que  possible. 

Quelles  que  soient  les  valeurs  de  A  et  de  B,  il  existera 
toujours  un  angle  E  et  une  quantité  F  tels  que  l'on  ait 

tangE  :^ ,      F  —  -  =  (  A  — -7  )  sécE, 

A--  ^        ^  ^' 

4 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(5)        A— ^  =  Cf— ^^cosE,     B  =  (f  — yjsinE. 

Maintenant,  au  lieu  des  variables  s  et  f,  prenons-en 
deux  auties  n  et  v',  liées  aux  premières  par  les  relations 


M  =  .9  ces  —  E  —  t  sm  -  E, 


I'  =  .ï  sm  -  E  -1   /  ces  -  E, 

2  -2 
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l«îsquelles  tlouneiil 


«  cos  — E  -h  I'  sin  -  E, 
1  1 


t  T=z  V  cos  -  E  —  M  sin  -  E. 


En   subsliluant  ces  dernières  expressions  à  ^  el  à  ^  dans 
celle  de  l'allération  de  Tunité  de  longueur,  on  trouve 


A 

-h  (  A  —  ^  ]  cos  E  -i-  B  sin  E    «^ 

-{-  1     (a  —  yjsinE  —  B  cos  E    iiv 

-+- 

-y—    A— -^IcosE  —  BsinE    p% 

^4      V       4/                    J 

puis,  en  remplaçant  A  —  y  et  B    par  leurs   valeurs   en 
fonction  de  E  et  de  F, 


F«'+(  -  —  F 


Remarquons  que,  si  s  et  i  d'une  part,  «et  vàe  l'autre, 
constituaient  deux  systèmes  de  coordonnées  rectangu- 
laires rapportées  à  la  même  origine,  si  de  plus  l'axe  des 

E 
H  faisait  avec  celui  des  t  un  angle  égal  à  —•>  les  formules 

ci-dessus  qui  expriment  e,  la  première  en  fonction  de  s 
et  de  t,  la  seconde  en  fonction  de  uel  de  v^  deviendraient, 
pour  chaque  valeur  attribuée  à  e,  les  deux  équations 
d'une  même  courbe  du  second  degré,  ellipse  ou  hyperbole, 
dont  les  axes  seraient  situés  sur  les  axes  du  second  sys- 
tème de  coordonnées.  Enfin,  A  représentant  la  longueur 
du  diamètre  qui  est  incliné  à  4^  degrés  sur  les  axes  de  la 
courbe,  on  aurait 


'-  7  • 


-GV- 
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Les  ellipses  correspondraient  aux  valeurs  positives  de 

F  qui  sont  plus  petites  que-- 

4o.  Cela  posé,  considérons  l'un  quelconque  des  sys- 
tèmes de  projection  qui  se  trouvent  définis  par  les  for- 
mules (  2  )  et  (  3  ) .  Des  valeurs  de  A  et  de  B  qui  lui  corres- 
pondent,  on  peut  déduire  celles  de  E  et  de  F-,  supposons, 
pour  fixer  les  idées,  que  cette  dernière  soit  positive  et 

non  supérieure  à  -•  Construisons,  à   une  échelle   assez 

faible,  une  carte  auxiliaire  de  la  contrée  en  plaçant 
chaque  point  d'après  deux  coordonnées  rectangulaires 
respectivement  égales  à  s  el  h  t.  Par  l'origine,  menons 

une  droite  faisant,  avec  l'axe  des  t,  un  angle  égal  à  -  E, 

et  une  seconde  droite  perpendiculaire  à  la  première. 
Traçons  une  ellipse  dont  les  axes  se  trouvent  sur  les  deux 
droites  et  aient  leurs  carrés  inversement  proportionnels 

aux  nombres  F  et F.  Enfin  traçons  d'autres  ellipses 

homothétiques  à  la  première,  et  dont  la  plus  grande, 
que  nous  appellerons  Vellipse  limite,  enveloppe  le  con- 
tour de  la  carte  auxiliaire,  tout  en  avant  avec  lui  un  ou 
plusieurs  points  communs.  Chaque  ellipse  marquera  sur 
cette  carte  le  lieu  des  points  pour  chacun  desquels  l'alté- 
ration de  l'unité  de  longueur  est  égale  au  carré  du  quart 
du  diamètre  incliné  à  45  degrés  sur  les  axes,  rsulie  pour 
le  centre  commun  des  ellipses,  l'altération  ira  en  aug- 
mentant peu  à  peu  à  mesure  que  l'on  s'écartera  de  ce 
point,  et  atteindra  sa  plus  grande  valeur  sur  l'ellipse 
limite. 

11  est  permis  de  négliger  l'aplalissenient  dans  le  calcul 
(le  l'altération  e,  par  conséquent  aussi  dans  la  construc- 
tion de  la  carte  auxiliaire,  ce  qui  levientà  prendre,  pour 
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coordonnées  des  divers  points  de  cette  carte,  non  plus  s 
et  t,  mais  X  et  wcos/q;  dans  la  dernière,  on  peut  même 
remplacer  /^  par  une  valeur  approchée  exprimant  un 
nombre  exact  de  degrés  ou  de  demi-degrés  et  se  rappor- 
tant à  la  latitude  d'un  point  de  la  région  centrale  du 
pays.  La  carte  auxiliaire  ainsi  obtenue  sera  la  même 
pour  tous  les  modes  de  projection.  Ce  qui  varierait  de 
l'un  à  l'autre,  ce  serait  la  forme  des  ellipses  dont  nous 
avons  fait  usage  tout  à  l'heure,  la  direction  de  leurs 
axes  et  la  position  de  leur  centre  commun.  Il  s'agit  de 
déterminer  ces  éléments  de  manière  que,  dans  l'ellipse 
limite,  le  diamètre  également  incliné  sur  les  axes  soit  le 
plus  petit  possible. 

46.  Ayant  tracé  la  carte  auxiliaire,  ou  seulement  les 
quelques  portions  de  son  contour  que  l'on  présume  devoir 
être  utiles,  on  construit,  d'autre  part,  des  ellipses  de 
formes  diverses,  en  attribuant,  par  exemple,  au  rapport 
des  deux  axes,  les  valeurs  zéro,  un  dixième,  deux  dixièmes, 
trois  dixièmes,  etc.,  jusqu'à  un,  de  manière  à  passer  ainsi 
graduellement  du  système  de  deux  droites  parallèles  à  la 
circonférence.  On  calque  chaque  courbe  sur  une  feuille 
spéciale  de  papier  transparent,  et  l'on  dessine,  sur  cette 
feuille,  un  certain  nombre  d'autres  courbes  liomo- 
thétiques  à  la  première.  On  applique  l'une  des  feuilles 
ainsi  obtenues  sur  la  carte  auxiliaire,  puis  on  la  fait 
glisser  et  tourner  de  manière  à  déplacer,  sur  cette  carte, 
le  centre  commun  des  ellipses  de  la  feuille  et  à  changer 
la  direction  de  leurs  axes,  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  trouvé 
la  position  dans  laquelle  l'ellipse  limite  est  la  plus  petite 
possible.  On  mesure  alors  le  diamètre  de  celte  ellipse 
qui  divise  en  deux  parties  égales  l'angle  des  axes.  On 
renouvelle  les  mêmes  essais  successivement  avec  les  autres 
feuilles.  Celle  qui  fournit  la  plus  petite  longucui  pour  le 
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diamètre   mesuré  correspond  au   système  de  projection 
que  l'on  cherche,  et  il  est  facile  de  remonter  aux  formules 
par  lesquelles  ce  système  se  trouveia  défini. 

D'abord,  du  lésultat  obtenu  parla  mesure  du  diamètre, 
on  déduit  la  plus  grande  altération  de  l'unité  de  longueur 
à  l'aide  de  la  formule  (7).  Le  rapport  du  grand  axe  au 
petit,  dans  les  ellipses  de  la  feuille,  fait  connaître  F,  car, 
en  appelant  G  ce  rapport,  on  a,  d'après  Téquation  (6), 

(8]  F  = 


La  feuille  ayant  été  mise  en  place  sur  la  carte  auxi- 
liaire, le  point  de  cette  carte  qui  se  trouve  couvert  par  le 
centre  commun  des  ellipses  donne  le  point  central  5 
sa  latitude  est  /^^  son  méridien  et  son  parallèle  sont 
le  méridien  et  le  parallèle  moyens.  En  doublant 
l'angle  que  fait  alors  le  grand  axe  des  ellipses  avec  les 
parallèles  de  la  carte,  on  obtient  l'angle  E.  Les  valeuis 
de  E  et  de  F  étant  connues,  on  calcule  celles  de  A  et  de  B 
par  les  formules  (  5  ),  puis  celle  de  C  par  l'équation  (  2  )  ; 
il  n'y  a  pbis  alors  qu'à  introduire  ces  valeurs  et  celle 
de  /q  dans  les  formules  (3). 

47.   La  comparaison,  telle  que  nous  venons  de  l'elîec- 
tuer,  ne  porte  que  sur  les  systèmes  de  projection  dans 

lesquels  F  est  compris  entre  zéro  et  -•  Pour  une  valeur 

de  F  négative  ou  plus  grande  que  -?  les  points  où  la  re- 
présentation produit  la  même  altéiation  de  longueur  se 
répartissent,  sur  la  carte  auxiliaire,  suivant  des  hyper- 
boles homolhélicpies;  celles-ci  se  trouvent  néccssaiie- 
ment  conjuguées  deux  à  deux,  sauf  l'une  d'elles  qui  se 
réduit  à  un  système  de  deux  droites  servant  aux  autres 
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d" asymptotes.  En  tout  point  correspondant  à  l'une  de  ces 
droites,  la  projection  conserve  les  dislances  5  pour  deux 
points  appartenant  respectivement  à  deux  hyperboles 
conjuguées,  l'altération  de  l'unité  de  longueur  prend  des 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  mesurées  par  le 
carré  du  quart  du  diamètre  incliné  à  4^  degrés  sur  les 
axes,  diamètre  qui  est  réel  dans  lune  des  deux  courbes. 
On  voit  d'après  cela  comment,  à  l'aide  de  la  caite  auxi- 
liaire et  de  groupes  d'hyperboles  tracées  sur  papier  trans- 
parent, on  pourra  déterminer  le  plus  avantageux  des 
modes  de  projection  pour  lesquels  F  est  négatif  ou  plus 

grand  que  — •  Il  ne  restera  plus  qu'à  choisir  entre  ce  der- 
nier et  celui  qu'auront  fourni  les  autres  valeurs  de  F, 
ce  qui  se  fera  sans  hésitation,  par  la  comparaison  des 
diamètres  à  45  degrés  dans  l'ellipse  et  dans  l'hyperbole 
limites. 

48.  La  plupait  du  temps,  on  reconnaîtra  d'avance 
l'iïiutilité  de  la  seconde  série  d'essais,  d'autant  plus  que, 
dans  la  comparaison  dont  nous  venons  de  parler,  ce  n'est 
pas  le  diamètre  même  de  Ihyperbole  qui  doit  figurer, 
mais  son  produit  par  y/2.  En  eflet,  pour  les  systèmes  de 
projection  appartenant  à  la  première  série,  l'altération 
de  l'unité  de  longueur  est  paitout  positive,  tandis  que 
pour  chacun  des  systèmes  de  la  seconde  elle  est  tantôt 
positive  et  tantôt  négative,  ce  qui  double  ses  variations. 
Il  y  aurait  lieu  de  faire  une  remarque  analogue  sur  les 
modes  de  projection  qui,  autour  d'un  même  point,  aug- 
mentent ou  diminuent  les  distances,  suivant  la  direction  5 
tel  est  celui  de  la  carte  du  Dépôt  de  la  Guerre,  Pour 
éviter  ces  distinctions  et  rendre  les  systèmes  de  la  pre- 
mière série  immédiatement  comparables  aux  autres, 
nous  supposerons  ([u'avani  d'appliquer  les  formules  (3j 
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on  relranclie,  de  chacun  des  coefficients,  une  fraction 
de  sa  valeur  marquée  par  la  nioilié  de  la  plus  grande 
altération  de  l'unité  de  longueur,  ce  qui  revient  à  un 
changement  d'édicUe  et  ne  saurait  modifier  les  angles 
sur  la  carte.  Alors  les  dislances  seront  conservées  en 
tous  les  points  de  Tellipse  dont  le  rapport  d'homothélie 


, /: 


avec  l'ellipse  limite  est —^«  Négative  à  l'intérieur  de  la 

première  courbe  et  positive  à  l'extérieur,  l'altération  de 
longueur  augmentera,  en  valeur  absolue,  pour  des  points 
de  plus  en  plus  éloignés  de  son  contour;  au  centre  et 
sur  l'ellipse  limite,  cette  valeur  absolue  atteindra  son 
maximum,  qui  ne  sera  plus  que  la  moitié  de  ce  qu'il 
était  auparavant. 

49.   Les  expressions  du  troisième  ordre  que  nous  avons 

sin/o   0        »   '■  ,  , 

ajoutées  a  s  H Z"  et  a  —  t,   pour  compléter  x  et  y. 

dans  les  formules  (i),  ne  comportent  pas  toute  la  généra- 
lité possible,  car  la  grandeur  relative  d'un  terme  ne  dé- 
pend pas  seulement  de  son  degré,  mais  aussi  de  son  coef- 
ficient. Aux  termes  du  troisième  degré,  nous  devons  en 
joindre  d'autres  du  second  et  d'autres  du  premier,  en  les 
supposant  afïcctés  de  coefficients  comparables,  pour 
ceux-là,  aux  valeurs  que  peuvent  prendre  s  el  t  dans  l'in- 
térieur ou  sur  le  contour  de  la  contrée,  et,  pour  ceux-ci, 
aux  carrés  des  mêmes  valeurs.  Ces  coefficients  se  grou- 
peront entre  eux,  et  non  avec  ceux  des  ternies  du  troi- 
sième degré,  dans  les  développements  de  /?,  de  A  et  de 
s'miQ,  et  Ton  établira  facilement  les  relations  auxquelles 
ils  doivent  satisfaire  pour  que  les  altérations  d'angles 
restent  comparables  aux  grandeurs  du  troisième  ordre, 
et  les  altérations  de  distances  à  celles  du  second.  On 
trouve  que  les  valeurs  (!^)  de  x  etde^^  doivent  être  com- 
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plélées  par  les  expressions  suivantes  : 

Ç=       A,.9^ -+- sB.i-/ —  A,/" -I- A,.v, 
y}  =  —  B,s-  -]-  -îAiSt  -\-  Bj'-j~  A.t, 

dans  lesquelles  Aj,  Bj  et  Aj  désignent  des  coefficients 
arbitraires,  mais  de  grandeurs  comparables,  les  deux 
premiers  aux  valeuis  que  5  et  /  sont  susceptibles  de 
prendre,  le  troisième  aux  carrés  de  ces  mêmes  valeurs. 
Quant  à  l'altération  de  l'unité  de  longueur,  elle  devient 

£  =  As-—  iBst  H-  ( A|  ?=  -f-  ?.A,.v  -1-  2B,/^  +  A2. 

En  général,  on  pourra  faire  disparaître  les  termes  du 
premier  degré  qui  figurent  dans  s,  en  remplaçant  les  va- 
riables s  el  t  par  d'autres  ayant  avec  elles  des  différences 
constantes.  On  pourraitensuite  faire  abstraction  du  terme 
constant,  ce  qui  reviendrait  à  changer  d'échelle  dans  la 
construction  de  la  carte.  On  retomberait  alors  sur  l'ex- 
pression (4).  Les  seuls  modes  de  projection  que  nous 
ayons  à  exaininer  sont  ceux  qui  ne  se  prêteraient  pas  à 
ces  transformations,  c'est-à-dire  ceux  pour  lesquels  on 
aurait 

B'  ~  A  [  -  —  A 

Le  changement  de  coordonnées  dont  on  fait  usage  dans 
la  réduction  de  l'équation  de  la  parabole  à  sa  forme  la 
plus  simple  pourra  être  employé  ici.  Alors,  ii  et  v  étant 
les  nouvelles  variables,  et  Cj  désignant  un  coefficient 
constant,  on  trouvera 

î  zzz  —(>■ C,  II, 

'l 

Les  points  où  la  représentation  produit  la  même  altéra- 
lion  de  longueur  se  répartissent  celte   fois,  sur  la  carte 
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auxiliaire,  suivant  des  paraboles  éecales  ayant  leurs  axes 
sur  une  même  droite.  Les  valeurs  /*  et  t^ étant  considérées 
comme  deux  coordonnées  rectangulaires,  Taltération  est 
nulhî  sur  la  parabole  qui  a  son  sommet  à  l'origine.  Sur 
deux  paraboles  ayant  leurs  sommets  équidistanls  de  ce 
point,  Taltéralion  prend  des  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires  mesurées  parla  moitié  du  carré  de  la  demi- 
corde  que  l'une  d'elles  intercepte  sur  la  tangente  au  som- 
met de  la  parabole  qui  passe  par  l'origine.  On  voit  com- 
ment, à  l'aide  de  la  carte  auxiliaire  de  la  contrée,  et  de 
groupes  de  paraboles  tracées  sur  papier  transparent,  on 
pourra  déterminer  le  plus  avantageux  des  modes  de  pro- 
jection pour  lesquels  B"  est  égal  à  A  f A|«  Il  sera 

facile  ensuite  de  le  comparer  à  celui  qui  aura  été  obtenu 
par  les  tracés  d'ellipse.  En  général,  ce  dernier  sera  le  plus 
avantageux,  et  c'est  ce  que  l'on  reconnaîtra  souvent  sans 
avoir  recours  aux  essais  qui  viennent  d'être  indiqués. 

Cas  particuliers. 

50.  Si  le  contour  du  pays  présente  une  certaine  symé- 
trie par  rapport  à  un  méridien  ou  par  rapport  à  un  paral- 
lèle, l'angle  E  sera  assez  voisin  de  zéro  ou  de  90  degrés. 
On  lui  donnera  alors  une  de  ces  deux  valeurs,  afin  de 
simj)lifier  les  formules,  lesquelles  deviendront 

/  sin/„   ^       A    „       ^    „ 

.r  =  ^  H t-  ~r-  —  s-  -'-  Lst-, 

i  2  r„  6 

19)  J  j=-  t  +  As-U-i--r, 

l'a  -J 

£  =  Ai- H-  ( A  )  /- 


Dans  les  essais  qui    auront   pour  but  de  d(''terniinei    I.t 
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valeur  de  A,  on  aura  soin  de  maintenir  le  grand  axe  des 
ellipses  perpendiculaire  ou  parallèle  aux  méridiens  de  la 
carte  auxiliaire. 

51.  En  prenant  de  plus  A  égal  à  zéro,  on  aurait 

/  siri/,,  COS2/,, 

l  2  To  2  COS^  /„ 

'  r  C0S2/u 

I  I 

f       £=-t\ 
\  ^ 

Telles  sont  les  formules  qu'il  conviendrait  d'adopter 
si,  dans  le  système  qui  correspond  au  minimum  de  la 
plus  grande  valeur  de  s,  le  coefficient  A  était  assez  petit. 
Dans  le  cas  oiî  le  parallèle  de  latitude  moyenne  serait 
voisin  de  celui  de  45  degrés,  elles  se  réduiraient  à 

.T  =z  s  -\ r^  sin  /y  ///-,       r  =  rm,       £  =  —  np. 

2  •  4 

52.  L'angle  E  étant  toujours  supposé  nul  ou  droit,  si 
les  essais  conduisent  à   une  valeur  de  A  peu  différente 

de -5  on  prendra  A  exactement  égal  à  -■,  et,  par  consé- 
quent, C  à lang'/p.  Il  viendra 

sin  /„  I  I 

2  Ao  b  2 

y  =  -  t  -ir  -s-t  —  -,  tang-/„/', 

I/'ii  2  b 

I 
^^  2     * 

53.  On  adoptera  aussi  soit  le  système  (10),  soil  le 
système  (i  i),  quand  les  points  de  contact  des  ellipses  li- 

/Irin.  ffe  Mnt/ié/nnc,  i*"  i^v.iic.  t.  \\\\\.  (Aoûl   iS7().]  23 
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miles  avec  lecontouf  du  pavs  se  trouveioiit  dans  le  voi- 
sinage du  diamètre  incline  à  4^  degrés  sur  les  axes,  car 
alois  en  chacun  de  ces  points  la  valeur  de  5  sera  sensible- 
ment la  même  que  celle  de  /,  et  celle  de  £,  que  Ton  peut 
écrire 

deviendra  à  peu  près  indépendante  de  A. 

54.  On  peut  d'ailleurs  présenter  le  système  (i  i)  sous 
une  forme  beaucoup  plus  simple,  et  lui  donner  une  défi- 
nition géométrique.  Le  développement  de  /*  borné  à  trois 
termes  est 

r  =  r^  —  sin  /„ s s-  ; 

p„ 

si  on  le  substitue  à  ;•  dans  y,  si  Ton  néglige  l'aplatisse- 
ment dans  les  termes  du  troisième  ordre  et  que  Ton 
continue  à  supprimer  ceux  du  quatrième,  enfin  si  l'on 
pose 

(lOi)       Ra  = /•oCOséc/„,     R  =  Ro  —  5  —  -Ti^      ^  =  OTsin/„, 

les  formules  (lo)  deviendront  identiques  aux  suivantes  : 

(i3)  .?•  =  Ro  —  R  cosp,     j^RsinjA. 

Celles-ci  donnent  pour  l'équation  d'un  méridien  quel- 
conque 

}■=  (R,  — a:)  tangp, 

et,  pour  celle  d'un  parallèle. 

Ainsi  les  méridiens  de  la  carie  sont  des  droites  con- 
courantes, et  les  parallèles,  des  circonférences  concen- 
iriques.   Les  méridiens   et  le  parallèle  moyen  sont   tels 
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qu'on  les  obtiendrait  dans  le  développement  du  cône 
circonscrit,  le  long  de  ce  parallèle,  à  la  surface  terrestre. 
La  distance  comprise  entre  le  parallèle  moyen  et  tout 
autre  de  la  carte  est  égale  à  Tare  de  méridien  que  ces 
deux  parallèl(\s  interceptent  sur  le  globe  augmenté  de  la 
sixième  partie  de  son  cube.  Comme  rien  ne  dislingue  les 
méridiens  les  uns  di'S  autres  dans  ce  mode  de  projection, 
il  conserve  ses  propriétés  quelle  que  soit,  dans  le  sens 
des  longitudes,  l'étendue  du  pays  que  l'on  veut  représen- 
ter. On  adoptera  un  parallèle  moyen  dont  la  latitudi; 
difîère  peu  de  la  moyenne  arithmétique  eriire  les  deux 
latitudes  exliémes. 

55.  Pour  calculer  Tare  5,  qui  figure  dans  les  formules 
relatives  !i  nos  divers  modes  de  projection,  on  se  servira 
de  son  développement  suivant  les  puissances  de  À;  en 
négligeant  l'aplatissement  dans  les  termes  d'ordre  supé- 
rieur au  deuxième,  on  a 

s  =  po  t?  H ^  ^      — !— -  tang/„  V. 

56.  Considérons  maintenant  les  méridiens  terrestres 
comme  des  ellipses  et  soit  e  l'excentricité.  II  viendra 


N  =  ; y        p  = p 

(i  —  e-sin^/)"  (i  —  <?-sin^/]' 

d'où  l'on  conclut,    en   négligeant  e*  dans  les  termes  du 

deuxième  ordre, 

3       . 

x  —  p„).  4-  -  e' sin  9,  /„ A'. 


En  particulier,  si  nous  iious  reportons  au  système  de 
projection  défini  par  les  formules  (12)  et  (i3),  nous  trou- 
verons, en  introduisant  cette  expression  de  5  dans  celle 

23. 
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du  rayon  des  parallèh-s  de  la  carie, 


/        3  I     \ 

4  )  R  =  Ra  -  />„  f  ).  +  ^  r'  sin  ?.  /„ >.-  4-  - 1' 


Au  second  membre  de  celte  égalité,  le  facteur  p^  doit 
être  maintenu  devant  X,  mais,  devant  les  autres  termes, 
il  ne  sert  qu  à  mettre  en  évidence  riiomogéj^éité. 

(^  suiure.) 


NOTE  SUR  LiV  Ql]EST!0\  «  TOIT  NOMBRE  PAIR  EST-IL  LA 
SOMME  DE  DEIX  IMPAIRS  PREMIERS?  « 

Par  m.  LIONNET. 


Cette  question,  posée  d'abord  par  Goldbacli  dans  sa 
correspondance  avec  Euler,  n'a  pas  encore  éié  résolue. 
INIais  eti  général  les  géouiètres  qui  s'en  sont  occupés,  et 
particulièrement  Euler,  regardent  l'affirmative  comme 
très-probable.  Nous  allons  démontrer  quelques  propo- 
sitions qui  nous  semblent  plutôt  établir  la  probabilité 
contraire. 

I.  Théorème. — Si  ToJi  désigne  respectivement  parles 
lettres  q^  x^  )  ,  z  Je  plus  grand  nondire  entier  contenu 
dans  le  quart  d'un  nonihj'e  pairo-a^  lenondore  des  ma- 
nières dont  lapst  la  somme  de  deux  impairs  prenders ; 
le  nomhre  des  manières  dont  na  est  la  somme  de  deux 
impairs  cotnposés  et  inégaux:  et  le  nombre  des  impairs 
prenders  inférieurs  à  la,  on  aura  la  relation 

(  I  )  q  -^  X  ^=:  y  -\-  z. 

Pour  la  démontrer,  nous  distinguerons  trois  cas,  sui- 
vant que  p.<7('st  mullipliîde  4,  double  d'un  impair  com- 
posé, ou  double  d'un  impair  premier  ;  c'est-à-dire  les  trois 
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cas  gtMiéraiix  <  oiiiprenaiil  les   Jrois  cas  parliculiers,  la- 
clles  à  véïKîer, 

2  «  =  -24  =  4  X  (j  ;  2  «  =  3o  =^  I  5  X  2  ;  2  «  =  34  =  1 7  X  2 . 

Premier  cas  :  a  <^f  =  4  V  • 

(47—  i). (47  — 3)    ...    (27-f- 3).(27-+- i) 
1        .         3         ...    (27-3). (27-  i). 

Les  2r/  nombres  inipaiis  iiiféiieurs  h  ^a  sont  en  pio- 
gressioii  aritlunétique  doiii  le  premiei^  terme  est  l'unité, 
la  laison  égale  à  2,  et  le  dernier  terme  égal  à  4<7  —  '• 
Quant  aux  sommes  Je  deux  termes  également  distants 
des  extrêmes,  elles  sont  toutes  égales  à  la^  et  leur  nombre 
est  égal  à  {j.  De  plus,  chacune  de  ces  sommes  étant  for- 
mée de  deux  im[)airs  premiers,  ou  de  deux  impairs  com- 
))Osés  et  inégaux,  ou  de  deux  impairs  l'un  premier  et 
1  autre  <omposé,  si  Ion  désigne  par  z'  le  nombre  de  ces 
dernières  sommes,  on  aura  évidemment 

(3)  q  =  a: -h  y -h  z\ 

et,  jiar  suite, 

',  4  )  q  -\-  .T  =  y  -[-  Q.  .r  -\-  z'  ; 

remplaçant  2X-}-  z'  par  z  qui  lui  est  égal,  ou  obtient  la 
jelalion  (1). 

Deuxième  cas  :  la  =  .'[(j -\~  -2;  ar/H-  i  étant  com- 
posé. 

,g.    1 ,47+ 0-(4y-i)  •••  (27  +  3).(27  + i) 

[         I         .        3  .  .  .    (  2  7  —  I  ) .  (  2  7  -h  1  ) . 

Abstra(Uiou  faite  des  deux  impairs  composés  égaux  à 
27-f-  I,  ou  voit  que  le  nombre  des  sommes  de  deux 
iu)palrs,  dont  chacune  égale  art,  est  encore  égale  à  </, 
et  l'on  est  conduit  successivement,  pa»  un  raisonnement 
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seinhlahle    au    piéccdcnt    { piernicr  cas)  ^   aux    relations 

(3M4),_(«)- 

Troisième  cas  :  -ia  ~-  ^q  -^  :>.■,  nq -\-  i  élanl  pre- 
mier. 

g.      i(47  +  0-(47- •)   •••    (27  +  3). (27 -H  i) 

'M  1.3  ...    (2./-l).(a7  +  .). 

Ici,  le  nombre  des  sommes  de  deux  impairs,  toutes 
égales  à  'la,  est  </  -f-  i,  an  lieu  d'être  égal  à  q  comme  dans 
«diacun  des  cas  précédents,  parce  qu'il  faut  y  comprendre 
la  somirje  des  deux  nombres  premiers  égaux  à  iq-\-  i. 
On  aura  donc 

(7)  y  H-   I  =  .r  -i- j  -+-  z', 

et,  par  suite, 

( 8  )  q  -h  x  =  j  -^  [i.-r  —  i)  -h  z'; 

mais,  le  nombie  premier  -^q  -j-  i  étant  compté  deux  fois 
dans  2.r,  on  a 

(9)  (2.r-    l)   +3'=z., 

ce  qui  ramène  (8)  à  l'égalité  (i),  laquelle  se  trouve 
ainsi  démontrée  pour  tontes  les  valeurs  de  2«,  y  com- 
pris son  minimum  égal  à  3. 

CoiiOLi.AiKE.  —  Ou  déduit  de  la  relation  (1) 

(10)  .7'=J  +  3  —  7; 

donc,  [)()ur  que  x  =  o,  il  faut  v.l  il  sullit  que  j  -j-  z  =:^  q; 
ou,  en  d'autres  termes,  pour  qu'un  nombre  pair  2<7  ne 
soit  pas  égal  à  la  somme  de  deux  impairs  premiers,  il 
faut  et  il  sulïit  que  la  somme  j  -h  z  =-■  q.  Ainsi,  ce  théo- 
rème («o/if-Ze/zio/^r/Yi)  :  'foui  nombre  pan-  laestlasomme 
de  deux  impairs  premiers,  revient  à  celui-ci  :  Pour  tout 
nombre  pair  -la,  la  relation  y  -\-  z  =  q  est  impossible. 
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11.  Théorème.  —  Le  nomhiv  ii  clanl  dussi  grand qn  on 
'voudra,  il  existe:  i"  //  entiers  consccnlij  s  composés  ; 
u"  n  impairs  consccutijs  composés. 

i"  Soit 

(il)  2/  =1  ■2.3.5.7.  I  I     ..  /v, 

p  élaiU  le  jilus  grand  des  nombres  pieniieis  non  supé- 
rieurs à  //  H-  1  ^  chaciin  des  //  entiers  consécnlifs 

(  2  /  +  2 ) ,   (  2 /  +  3  ) ,  (  2 /  -h  4  )>  •  •  ■  '  { ^'  '  -*-  '^  +  '  ) 

est  un  nombre  composé.  Car  soit  ai-+A  l'nii  (|uel- 
conque  de  cx'S  n  entiers  :  //,  éîant  compris  entre  1  et 
/^  -r  fi,  adiiiel  comme  diviseur  l'un  au  moins  des  facteurs 
premiers  de  2/,  (11)5  dom-  2  M-  A,  somme  de  deux  mul- 
tiples d'un  facteur  pi(Muier  de  -j/l^  est  un  nombre  com- 
posé. 
2°  Soit 

(12)  2  / ':=  2 .  3 .  5 . 7  .  I  I  .  .  .  /-», 

p  étant  le  plus  j^rand  des  noiid)res  piemieis  non  sMj)é- 
rieurs  à   '.in-\-  i  ;  cbacun  des  n  iuipairs  consécutifs 

((2/ -h  3),   (2/ +  5),  (2/-r-7),   (2/4-9),..., 
(  1 3  j    ' 

/  (  2  /  -h  2  «  -f-  I  ) 

est  un  nombre  composé.  On  le  prouve  comme  précé- 
demment (  i"),  en  obsei'vanl  que,  si  2i  H-  li  désif^ne  l'un 
quelconque  de  ces  n  inqiairs,  îi  est  un  impair  compris 
entre  2  et  'in  +  2. 

CoiiOLLAiRE. — En  consultant  une  Table  de  nombi-es 
premiers,  on  reconnaît  immcdialement  (|ue.  pour  de 
très-grandes  valeurs  d'un  nombre  pair  2<^/,  le  rapport  du 
nombre  z  des  impaiis  piemiers  inférirMirs  îi  9.a  à  celui 
des  impairs  composés  est  très-pellt.  De  plus,  puiscjm; 
dans  la   suite  des  nond)res  impairs   il    existe  un  nombre 
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indéfini  de  groupes  {2")  d'iinpaiis  coiiséculifs  composes 
en  nombre  «  aussi  grand  qu'on  voudra,  on  est  en  dioil 
dV'ii  eonclurc  (|ue  le  rapporl  de  z  au  nombre  des  im- 
paiis  composés  inférieurs  à  la  est  infinimeni  petit 
(juaud  .la  est  infinimenl  grand. 

III.  CoiscLLSio^.  —  Considérons  la  progression 

(  ?.  /  +  2  «  H-  I  ) ,  (  2  /  -4-  ■>  /?  —  I  )  ...  ;  2  /  -h  v3  )...'/  H-  n-\-  ->.) 
I  .  3  ...  'in—  1)  .  .  .  '/H-zî), 

où  nous  supposejons  /z  pair  et  2/=  2 . 3 . 5  .../>,  (12). 
Celle  progression  seia  dajis  le  cas  de  la  piogrcssioii 
(2),  où  la  somme  des  extrêmes  =2<3  :=4<7.  De  plus, 
ses  n  derniers  leiines  élanl  tous  comme  les  n  leinies  de 
la  progi'cssion  (i3)  des  impairs  composés,  aucune  des 
n  premières  sommes  de  deux  termes  également  distants 
des  cxîrèraes  n'est  formée  de  deux  nombies  premiers. 
(^  lanl  aux  autres  leiines  dont  le  plus  pelil  est  in-\-  1, 
comme  ce  nombre  n  peut  être  supposé  aussi  grand  qu'on 
\oudra,  le  rapporl  du  nombie  des  inq)airs  premiers  à 
celui  des  impairs  composés  serainfiniment  petit  (II,  Cor.), 
de  sorte  que,  par  exemple,  sur  chaque  million  de  mil- 
liaids  de  ces  termes  il  pourra  ne  se  trouver  qu'un  seul 
iiiipair  premier.  Il  est  donc  peiniis  d'en  concluie  que, 
|>armi  le  nombre  infini  de  valeurs  très-considérables 
dont  n  est  susceptible,  il  en  est  très-probablement  au 
moins  une  pour  laquelle  aucune  des  q  sommes  de  deux 
impairs,  louies  égales  à  2<7,  ne  sera  formée  de  deux  im- 
j)aiis  premiers,  ou,  en  d'autres  termes,  au  moins  une 
valeur  de  n  pour  laquelle  l'égalité  i-f-  z  =  q  sera  vé- 
rifiée. 
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Q11KST!0\  PROPOSÉE  Al!  COXCOIRS  n)U\  L'.UÎKEGATION 
DES  SCIEMIES  MATlIÊ^MTîCUES  (1878) 

(  Toir  2*  série,  t.  XVIII,  p.    36  ]  ; 

Solution   dk  M.    Paul  TERRIER. 


On  donne  deux  points  P  et  V  sur  la  circonjéretice 
S  circonscrite  à  un  triangle  ABC.  On  sait  que  les  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  des  points  P  et  P'  sur  les 
trois  côtés  du  triangle  sont  respectivement  sur  deux 
droites. 

i"  Démontrer  que  le  poitit  de  rencontre  M  de  ces 
droites  décrit  une  circonférence  S'  quand  le  sommet  C 
du  triangle  se  meut  sur  la  circonférence  S,  les  points 
A,  B,  P,  P'  restant  fixes. 

2°  Troui^'cr  le  lieu  des  centres  des  en  conférences  S', 
les  points  A  et  B  restant  fixes  et  les  points  P  et  V  se 
déplaçant  sur  la  circonférence  S,  de  telle  sorte  que 
Varc  PP'  conserve  une  longueur  constante. 

i"  Les  tlroilos  QK  et  Q'H',  (lui  joignent  les  pieds  des 
perpendiculaires  lespeclivemeiit  abaissées  des  points  P 
et  P'  sur  AB  et  sur  AC,  se  eoujieul  sous  un  ang'e  M  égal 
à  la  somme  (ou  à  la  différence)  des  anglesPRQ,  PTl'Q'('*'), 
sous  lesquels  les  côtés  QM  el  Q'M  sont  respeelivemenl 
coupés  par  les  parallèles  PR  el  P'R'.  Mais  on  voit,  par 
les  quadrilatères  inscriplibles  PRAQ,  P'R'AQ',  que  les 


(*)  Quand  les  points  P  ol  V  s;jiit  situés  duii  même  ctité  de  AC. 
l'aiijjle  M  ou  (^)MQ'  est  égal  à  la  difl^Mcnce  des  angles  PllQ.  1"R'Q',  et, 
lorsque  les  points  P,  P'  sont  do  dillëients  cotés  de  AC,  l'aujjlo  QMQ' est 
le  suppL-nienl  do  la  somme  des  angles  PUO.  P'R'Q'.  Dans  les  deux  cas, 
(JMQ'^  PAP'.  i^Nutc  du  Rédacteur.) 
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angles  PHQ,  P'R'Q'  sont  respectivement  égaux  aux 
angles  PAB,  P'Ali,  dont  la  somme  (ou  la  dilierence) 
eonsiaiitePAP'  est  dès  lors  égale  à  l'angle  M.  Le  lieu  des 
points  M  est  donc  une  circonférence  S'  qui  passe  par  les 
points  Q  et  Q'  et  dont  le  rayon  est  au  rayon  de  S  dans 
le  rapport  des  segments  de  droites  QQ',  PP'. 

11  est  à  remarquer  que  les  pieds  A'  et  B'  des  perpendi- 
culaires abaissées  des  points  A  et  B  sur  PP'  sont  les  po- 
sitions particulières  du  point  M  qui  correspondent  res- 
pectivement à  la  })Osition  AA'  de  AC  et  à  la  position  BB' 
de  BC.  On  pourra  donc  déterminer  très-simplement  un 
troisième  point  A'  ou  B'  de  la  circonférence  S',  dont  on 
connaît  déjà  les  points  Q  et  Q'. 

a*'  11  résulte  immédiatement  de  noire  dernière  re- 
marque que  les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  S 
sur  AB,eldu  centre  S'sur  A' B' se  coupent  aupoinlO,  milieu 
de  AB.  Pareillement,  les  perpendiculaires  abaissées  du 
centre  S  sur  PP',  et  du  centre  S'  sur  Q(^  se  coupent  au 
point  T,  milieu  de  PP'.  On  a  d'ailleurs,  dans  le  parallé- 
logramme SOS'T,  0S'=  ST.  Le  lieu  des  centres  S'  est 
donc  une  circonférence  décrite  du  pointO,  milieu  de  AB, 
«omrne  centre,  avec  un  rayon  égal  à  celui  de  la  circonfé- 
rence tangente  à  toutes  les  cordes  PP'. 

Quant  à  la  loi  de  variation  de  la  circonférence  S',  on 
la  déduit  de  ce  que  le  rapport  de  son  rayon  à  celui  de  S 
esl  égal  au  rapport  du  segment  ÇH^  au  segment  PP'.  On 
voit  immédiatement  que  le  rayon  de  S'  a  deux  valeurs 
symétriques  maxima  égales  au  rayon  de  S  lorsque  PP' 
est  parallèle  à  AB,  et  deux  valeurs  nulles  lorsque  PP'est 
perpendiculaire  sur  AB. 

La  question  posée  est  du  reste  un  cas  particulier  de 
la  question  1263  (première  partie),  précédemment 
insérée  dans  les  Nom'elles  Annales  [i''  série,  t.  XVII, 
p.  239).  Il  est  aisé  de  vérilier,  en  elfet,  que  l'angle  iM  ne 
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cesse  pas  d'èlie  constant  et  égal  à  l'angle  inscrit  sous- 
tendu  par  l'arc  PP'  de  S,  lorsqu'on  remplace  les  perpen- 
diculaires abaissées  des  points  P  et  P'  sur  les  côtés  du 
triangle  ABC  par  des  obliques  faisant  avec  les  mêmes 
côtés  des  angles  a,  égaux  et  de  même  orienlaiion,  mais 
d'ailleurs  quelconques.  Les  points  A' et  B',  communs  à 
la  circonférence  S'  et  à  la  droite  PP',  sont,  dans  ce  cas, 
les  pieds  des  obliques  menées  des  points  A  et  B^à  la 
droite  PP',  sous  l'angle  a,  et  dans  le  sens  convenu.  Le 
lieu  des  centres  S'  est  la  circonférence  qui  a  pour  dia- 
mètre le  segment  de  AB  limité  par  les  deux  cordes  PP' 
qui  coupent  A[^  sous  l'angle  a. 

La  deuxième  partie  de  la  question  12G3  est  relative 
au  lieu  décrit  par  le  point  M  quand  on  fait  varier 
l'angle  y.. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Lez;  Gambey  ;  Ber- 
trand Armand  ;  F.  Faugé,  chargé  de  cours  au  Lycée  de  Toulouse  ;  Robaglia; 
Arthur  Leinchugel,  étudiant  eu  Mathématiques. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  CENTUALE 

l'"   SESSION.    —    2    ET    3    AOL'T    1878. 
(voir  2'  série,  t.  XVUI,  p.  91  1. 

Solution  de  M.   ROBAGLIA, 
A  Philippeville. 

On  donne  flans  un  plan  une  droite  LL',  un  point  f 
et  un  point  A  5  on  considère  toutes  les  coniques  pour 
lesquelles  le  point  F  est  un  Joyer  et  la  droite  LU  la  di- 
rectrice correspondante.  Par  le  point  A  oti  mené  des 
i.ujigentes  à  toutes  ces  coniques,  el  Von  defnande  : 

i"  Le  lieu  de  la  projection  de  A  sur  toutes  les  cordes 
de  contact^ 
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2°  Le  heu  des  points  de  contacf.  Ce  dernier  lieu  est 
une  conique:  reconnaître  quel  est  son  ^enre  d'après  la 
position  du  point  A,  et,  pour  une  position  donnée  de 
ce  point,  chercher  à  ohtenir,  par  dis  constructions 
simples,  un  nond)ie  de  points  et  de  tangentes  suffisant 
pour  déterminer  la  conique. 

1°  On  sait  que  la  polaire  du  point  A  par  l'apport  à 
l'une  quelconque  des  coniques  considérées  coupe  la  di- 
rectrice LL'  au  même  point  15  que  la  perpendiculaire  FI3 
à  la  droite  FA.  Donc,  le  lieu  de  la  projection  du  point  A 
sur  toutes  les  polaires  est  la  circonférence  décrite  sur  AB, 
comme  diamèire. 

2°  Pienoiis  pour  origine  de  coordonnées  lectaiigu- 
laires  le  pied  O  de  la  perpendiculaire  FO  à  la  directrice 
LL',  et  pour  axe  des  x  celte  perpendiculaire,  dans  le 
sens  où  l'abscisse  du  point  F  est  positive. 

Soient  a  cette  abscisse,  et  a,  (j  les  coordonnées  du 
point  A.  L'équation  généiale  des   coniques  considérées 


est 
ou 


)2+   y^—   /ix^—i^ 


I  —  /■  )  .r'  H-  x^  —  7  a  .V 


et  celle   des  polaires  du  point  A  par   rapport  à   ces   co- 
niqui  s  : 

6j  +  [(l  —  /-ja  —  a]j:  -h  a    a  —  a)=:o. 

On  aura  l'équation  du  lieu  des  points  d'intersection 
de  ces  coniques  el  des  polaires  coriespondantes  en  éli- 
minant le  [)arauièlre  variable  l:  entre  ces  deux  dernières 
équations,  ce  qui  donne 

(  I  )  ax'  —  p  X)  -t-  'J.Y''  —  «  (  rt  -t-  a  ]  .r  -I-  y.  «-  =  o; 

le  lieu  est,  par  conséquent,  une  conique. 

Le  blnùnic  caiaclcrislique  [J^ —  \a'j.  de  ré(jualion  (i) 
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montre  que  la  conique  représentée  par  celte  équation  est 
une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole,  suivant  que 
le  point  donné  A  est  intérieur  ou  extérieur  à  la  para- 
bole )  ■  =  4'^-^î  o^'  situé  sur  cette  parabole  dont  le  foyer 
est  F. 

La  conique  représentée  par  l'équation  (i)  passe  aux 
points  A,  F,  où  elle  est  tangente  aux  droites  BA,  BF,  car 
les  coefficients  angulaires 

^  'et 


de  ses  tangentes  en  ces  points  sont  aussi  ceux  des  droites 
BA,  BF;  en  outre,  elle  coupe  Taxe  des  x  en  un  autre 
point  dont  l'abscisse  est  a.  Connaissant  ainsi  un  point, 
deux  tangentes  et  leurs  points  de  contact,  il  est  facile  de 
construire  la  courbe. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  AHl.  Moret-Blanc;  Lez  ; 
A.  Leiuchugel  ;  G.  Lambiotte,  élève  à  l'École  Polytechnique  de  Bruxelles 
H.  Rigolot. 


CGNCOIRS  D'ADMISSION  A  L  ECOLE  CENÏHALE 

2°    SESSION.    —    I-    ET   iS    OCTOBRE    1S78. 

(voir  ■>''  série,  t. XVIII,  p.  n3)-. 

SoLUTiojj  DE  M.   Arthur  LEI?sCHUGEL, 

Étudiant  en  Mathématiques. 

i"  On  donne  rh/iis  im  plan  une  rtioile  P  et  un 
point  Y ,  pris  en  deJiors  et  à  une  distance  a  de  cette 
droite  :  écrire  l'équation  générale  des  hyperboles  qui 
ont  le  point  F  pour  ufi  de  leurs  foyers,  et  la  droite  P 
j}0U7'  une  de  leurs  as}  jnptotes. 

2"    Du  ceulie  de  chacune  de  ces  hyperholes  on  mène 
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à    la    droite    P    une  perpendiculaire   qu'on   prolonge 
jusqu'à  son  intersection  M«i^^c  la  directrice  correspon- 
dant aujoyer  F  :  trouver  l'équation  de  la  courbe  lieu 
des  points  M.  et  indiquer  la  position  de  cette  courbe. 

S''  Former  l' équation  du  lieu  des  projections  du 
foyer  F  sur  la  seconde  asymptote  de  chacune  des  hy- 
perboles considérées. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  donnée  et  pour  axe 
des  y  la  perpendiculaire  FO,  abaissée  du  foyer  F  sur 
celte  droite. 

1°  La  directrice  correspondant  au  foyer  F  passant 
par  l'origine  O,  l'équation  générale  des  coniques  ayant 
un  de  leurs  foyers  au  point  F  est 

x^-  -\r-  [y  —  af^=[\x-^u.y y. 

L'axe  des  x  étant  l'une  des  asymptotes  des  hyperboles 
considérées,  À  =  4-1,  et  l'équation  générale  de  ces  co- 
niques est 

(1)  x- ^[y~ay-=[x^y.y\\ 

1°  Les  coordonnées  du  centre  C  de  Ihyperbole  repré- 
sentée par  l'équation  (i)  sont  v  =  0,  x  = ?  etl'équa- 

tion  de  la  perpendiculaire  CM  à  la  droite  P  est 

(2)  f/j;  -I-  «  =  o. 

L'équation  de  la  directrice  OM  correspondant  au 
foyer  F  est 

(3)  p.r  +  .r  =  o. 

Multiplions  res])ectivemenl  les  équations  (2)  et  [Z) 
par  j^etx,  et  retranchons  membre  à  membre  les  équa- 
tions résultantes;  il  vient 
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Le  lieu  des  points  M  est  donc  une  parabole  de  para- 
mètre-5  ayant  OF  pour  axe  et  O.r    pour   tangente   au 

sommet. 

On  peut  trouver  facilement  ce  lieu  par  la  Géométrie. 

En  effet,  abaissons  sur  OF  la  perpeiuliculaire  MP,  et 
soit  D  le  point  d'intersection  de  FC  avec  O.M.  Les 
triangles  semblables  OMP.  OFD  donnent 

OD.OM  =  OF.OP. 
Or, 

OC^  =  OD.OM; 

donc 

OC-=OF.OP  =  OF  XMC,     ou     .7  =  =r«j. 

3°  La  figure  étant  symétrique  par  rapport  à  CF,  le 
lieu  des  projections  du  foyer  F  sur  la  seconde  asym- 
ptote de  chacune  des  hyperboles  considérées  esl  é\\àexn- 
ment  la  circonférence  décrite  de  F  comme  centre,  avec  n 
pour  rayon.  L'équation  de  ce  lieu  est 

(4)  .r' +  jr'—  2rtj  — o. 

En  traitant  cette  dernière  question  au  moyen  de  l'équa- 
tion générale  (1),  on  arrive  à  une  équation  du  quatrième 
degré  dans  laquelle  on  peut  mettre  en  facteur  le  premier 
membre  de  l'équation  (4)-  Getie  équation  du  quatrième 
degré  montre  que  le  point  F  est  un  point  isolé. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  ?.!iM.  Moret-Blanc  ;  Lez; 
Robaglia;  G.  Lambiotte,  élève  à  l'École  polytechnique  de  Bruxelles;  G. 
Kennigs,  de  Toulouse;  H.  Rigolot. 


(  368  ) 


COiXCOllUS  !)  ADMISSlOiV  A  L'ECOLE  Sl'ECIALE  MILITAIRE 

(1878) 

niiUXIÈMF.    QCKSTION 

(  voir  p.  no  )  ; 

Solution  de  M.  Atithur  LEINCHUGEL, 

Étudiant  en  Mathématiques. 


On  donne  la  trois  côtés  a^  h^  c  d^un  triangle,  et 
Ion  suppose  a^h'^  c.  Déterminer  la  quantité  x  quil 
faut  retrancher  de  chaque  côté  pour  que  le  triangle 
qui  aurait  pour  côtés  a  —  x,  h  —  x,  c  — x  soit  rec- 
tangle. (Discussion  sommaire.) 

On  doit  avoir,  d'après  l'énoncé, 

[a  —  .7-  )'  =  (  ^  —  a;  )2  +  [c  —  x\^ 
OU 

(l)  r^  —  2(^*4-^  —  a)  X  -\-  h""-  -\-  c"-  —  rt-  =  o. 

Les  deux  racines  de  cette  équation  sont  léelles,  cai-  on  a 

(  ^  -t-  c  —  df  —  [h"^  -\-  c^  —  r/'  )  =:  2  (<7  —  h]  (  «  —  c  )  ]>  o  ; 

leur  somme  2(^  +  0  —  «)  est  positive,  puisque  le  côté 
a  du  triangle  donné  est  moindre  que  la  somme  des  deux 
autres  côtés. 

Le  produit  Z>' -+- c-  —  a^  de  ces  racines  peut  s'écrire 

h"^  +  f  '  —  (7=  r=  2  hc  cos  A  ; 

donc,  quand  A  ^  90°.  on  a  Z*'  -h  c'  —  «-  <]  o,  et  les  ra- 
cines sont  de  signe  contraire. 

Pour  A  <^  90",  on  a  Z;-  H-  c°  —  a-  .^o,  v\  les  deux  ra- 
cines sont  positives. 
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Si  A  =^  90",  i" -h  c"  — rt-  =0,  et  l'équalion  (i)  se  ré- 
duit à 
x[x — ^[b-i-c  —  «)];  d'où  x  =  o    et    .z  =  -2[b-hc — a). 

La  racine  2  [b  -\-  c  —  a),  étant  plus  grande  que  c,  ne 
peut  convenir. 

On  voit  facilement  que,  dans  les  liypoilièses  A  ^  90°, 
la  racine  correspondant  au  signe  H-,  pris  devant  le  radi- 
cal, est  plus  grande  que  c,  et,  par  suite,  doit  être  reje- 
lée(*). 
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1.  Théorie  des  quantités  négatives^  par  JM.  fie  Cani- 
pou.  Professeur  au  collège  Rollin.  In-8.  —  Paris, 
Gauthier-Villars,  1879.  Prix  :  i  fr.  00. 

L'auteur  s'est  proposé  de  donner  une  théorie  de  ces  quantités. 

Il  considère  les  polynômes  et  distingue  les  termes  arithmctiques 
et  les  termes  algébriques. 

La  définition  de  ces  éléments  étant  donnée,  il  définit  l'addition  et 
la  soustraction  des  monômes  algébriques. 

Semblablement  pour  la  multiplication,  la  théorie  de  la  multipli- 
cation des  polynômes  arithmétiques  une  fois  connue,  il  définit  le 
produit  de  deux  termes  algébriques,  et  arrive  ainsi  à  la  règle  connue 
de  la  multiplication  de  deux  polynômes. 


(*)En  remplaçant  x  par  o  et  par  c,  le  premier  membre   de  l'équa- 
tion (i)  devient  successivement 

b^ -^  c-  — a-     et     — (a — b){a-^b  —  ■2c^<Co. 

Donc,  lorsqu'on  a  é* -i- c'  —  a'<^o,  la  racine  positive  de  l'équation 
surpasse  c.  Et  si  b'  -  c- — «->  o,  l'une  des  deux  racines  positives  de 
l'équation  (i)  est  plus  petite  que  c  et  l'autre  plus  grande.  Donc  la  ques- 
tion proposée  est  impossible,  dans  l'hypothèse  b--\~c'  —  a- <^  o  ;  elle 
admet  une  solution,  et  une  seule,  lorstjue  b° -+- c'  —  cr  ^o. 

{Note  du  Rédacteur.  '. 
Anii.de   Matlu'-miit . ,    i*"  série,  t.   X\'I1I.  (Août  iSjc).;  2^ 


(  370  ) 

Quant  à  la  divisibilité,  après  avoir  donné  le  caractère  de  divisi- 
bilité par  X  —  A,  A  étant  une  quantité  arithmétique,  il  procède  à 
la  recherche  du  reste  par  .r  —  a,  a  étant  algébrique. 

Après  avoir  interprété  les  solutions  négatives  dans  les  équations, 
l'auteur  modifie  l'énoncé  du  problème  relatif  aux  âges  d'un  père  et 
de  son  fils,  qui  conduit  à  une  solution  négative,  et  il  donne  un 
énoncé  nouveau. 

Vient  ensuite  l'introduction  des  quantités  négatives  dans  les 
énoncés;  puis  l'auteur  traite  complètement,  en  s'inspiranl  delà 
marche  de  .M.  Duhamel,  le  problème  des  courriers. 

L'auteur  montre  ensuite  comment  il  convient  de  définir  les  gran- 
deurs qui  fournissent  les  éléments  analytiques  de  la  Trigonométrie, 
de  la  Géométrie  analytique  et  de  la  Mécanique. 

2.  Principes  de  la  Mécanique  moléculaire  rela.tifs 
A  l'élasticité  et  a  la  chaleur  des  corps  5  T^diV  Etienne 
Gény.ln-^.  — Nice,  \  isconti -,  1876. 

3.  Traité  de  AIécajnique  rationnelle,  a  l'usage  des 
candidats  a  la  licence  et  a  l'agrégation;  par  H.  Lau- 
rent. 1^  édition,  2  vol.  in-8.  —  Paris,  Gaulliier-^  illars, 
1878.  Prix  :  12  francs. 

4.  Cours  d'Algèbre  supérieure;  par  J.-A.  Serret , 
4*^  édition,  2  vol.  in-8.  —  Paris,  Gauthier-\  illars,  1879. 
Prix  :   2 5  francs, 

o.  Réflexions  sur  la  puissance  motrice  du  feu  et 
SUR  les  machines  propres  a  développer  cette  puis- 
sance; par  Sadi  Carnol.  2®  édition,  in-8,  avec  un  por- 
trait de  l'auteur.  —  Paris,  Gauthier-^  illars,  1878. 
Prix  :  6  francs. 

G.  Théorie  deu  algebraischen  Gleichungen  ;  von 
D'  ////.  Patcrsen.  In-8.  —  Coperiliaguo,  Andr.  Fred. 
Hi)St  et  fils,  i  878. 

7.      IViAlTÉ      KLÉMfvNTAIRE     DE     GÉOMÉTRIE     DESCRIPTIVE. 
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THÉORIQUE  ET  APPLIQUÉE.  COIVTEIN'ART  UN  GRAND  NOMBRE 
DE   PROBLÈMES     GRADUÉS    A   RÉSOUDRE",    par    EmeSt   LehoTl . 

i'^  Partie  :  Plan,  polyèdres  et  sphères,  texte  et  planches. 
2'"  Partie  :  Surfaces  courbes  géométriques ,  texte  et 
planches.  S*"  et  4*^  Parties  :  Surface  topographique  etper- 
spectwe,  texte  et  planches.  In-8. — Paris,  Delalain,  1877. 
Prix  :  10  francs. 

8.  Recueil  de  problèmes  gradués  de  Géométrie  des- 
criptive, A  l'usage  des  candidats   au  baccalauréat  es 

SCIENCES  ET  AUX  EcOLES  DE  SaiNT-CyR,  NAVALE  ET  FO- 
RESTIÈRE; par  Ernest  Lebon.  In-8.  —  Paris,  Delalain, 
1878.  Prix:  o'%75. 

9.  Recueil  DES  épures  de  Géométrie  descriptive  pro- 
posées DEPUIS  1862  pour  l'admission  A  l'EcOLE  DE  SaiNT- 

Cyr;  par  Ernest  Lebon.  In-8. — Paris,  Delalain,  1878. 

10.  LetteraineditadiGiuseppeLuigiLagrange,  traita 
(lella  Biblioteca  Universitaria  di  Bologna  epubblicata  da 
B.  Boncompagni.  Firenze,  calcografia  e  litograGa  Achille 
Paris  (1879). 

Le  prince  Bal thasar  Boncompagni  vient  de  publier  à  Florence  une 
fort  belle  reproduction  du  fac-simile  d'une  nouvelle  Lettre  inédite 
de  J.-L.  Lagrange,  qu'il  a  trouvée  dans  la  Correspondance  de  Can- 
terzani,  à  la  Bibliothèque  universitaire  de  Bologne.  Elle  est  datée 
de  Berlin,  6  avril  1773,  et  adressée  à  Canterzani,  secrétaire  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  de  l'Institut  de  Bologne. 

Cette  Lettre,  que  Lagrange  écrivit  à  Canterzani  pour  le  charger  de 
remercier  l'Académie  de  Bologne  de  Vamir  adopté  sans  qu'il  eût 
sollicité  cette  faveur,  est  pleine  de  modestie  et  de  sentiments  déli- 
cats délicatement  exprimés;  elle  dépeint  bien  l'homme  de  génie  qui, 
par  la  douceur  et  la  droiture  de  son  caractère  et  la  simplicité  de 
ses  mœurs,  sut  se  faire  chérir  de  ses  contemporains  et  de  ses  ri- 
vaux eux-mêmes. 

Aristidk  Marre. 
^4. 
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H.  Nouveaux    Eléments    dk     Géométrie,  par 
M.  Charles  Méray,  ancien   élève  de  l'Ecole  Normale, 
professeur  à  la  Facullé  des  Sciences  de  Dijon.  —  Paris, 
F.  Savy,  1874  : in-8. 

Bien  des  professeurs  se  sont  souvent  demandé  pourquoi  la  Géo- 
métrie plane  et  celle  de  l'espace  ne  sont  pas  enseignées  collaléra- 
lement  dans  les  établissements  d'Instruction  publique.  Ces  deux 
parties,  qui  constituent  la  science  élémentaire  de  l'étendue,  se  cor- 
respondent cependant,  et  sont  presque  telles  qu'à  chaque  proposition 
de  la  première  répond  une  ou  plusieurs  propositions  de  la  seconde. 
Le  plan,  en  effet,  est  engendré  par  la  ligne  droite,  et  la  sphère  l'est 
par  le  cercle.  Plusieurs  auteurs  émincnts  se  sont  posé  la  même 
question,  entre  autres  Crelle,  le  traducteur  allemand  des  Éléments 
de  Legendre,  le  fondateur  du  fameux  Journal  qui  porte  son  nom  ;  et 
Gergonne,  le  rédacteur  des  anciennes  Annales  de  Mathématiques. 
Celui-ci,  au  Tome  XVI,  page  209,  de  son  Recueil,  s'exprime  ainsi  . 
«  ...  II  est  donc  raisonnablement  permis  de  se  demander,  d'après 
cela,  si  notre  manière  de  diviser  la  Géométrie  en  Géométrie  plane 
et  Géométrie  de  l'espace,  est  aussi  naturelle  et  aussi  exactement 
conforme  à  l'essence  des  choses,  que  vingt  siècles  d'habitudes  ont  pu 
nous  le  persuader.  Toutefois,  du  moins,  demeure-t-il  vrai  qu'en  y  re- 
nonçant on  parviendrait,  en  ne  recourant  pour  ainsi  dire  qu'à  la  simple 
intuition,  à  pousser  assez  avant  dans  la  Géométrie,  des  commen- 
çants que  l'étude  du  calcul,  présentée  dès  l'entrée,  ne  rebute  que 
trop  souvent,  et  qui  peut-être  s'y  livreraient  plus  tard  avec  beau- 
coup moins  de  répugnance,  lorsque  leur  intelligence  se  serait  agran- 
die et  fortifiée  par  l'étude  d'une  série  plus  ou  moins  prolongée  de 
propriétés  de  l'étendue » 

Les  vœux  émis  par  le  savant  rédacteur  ont  été  réalisés  par 
M.  Charles  Méray.  Les  Nouveaux  Éléments  de  Géométrie  qu'il 
a  publiés  mettent  en  regard,  presque  simultanément,  les  figures 
dans  le  plan  et  celles  de  l'espace. 

Cette  méthode  a  son  avantage  :  elle  détache  des  figures  de  l'es- 
pace, que  nous  offre  la  nature,  celles  qui  existent  sur  leurs  surfaces 
planes  et  leur  donne  ainsi  la  réalité  de  Texistence;  elle  détermine 
en  outre  avec  précision  les  figures  qui  se  correspondent  dans  le 
plan  et  dans  l'espace,  établit  l'analogie  entre  leurs  propriétés  et 
diminue  ainsi  le  travail  de  l'esprit. 

Dans  les  Xoureaux  Eléiiir/its  de  Géoinctric,  les  propositions  qui 


I 
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concernent  une  ligure  ne  sonl  p;is  noyées  dans  un  dédale  confus 
avec  celles  d'autres  figures  ;  elles  se  trouvent  groupées  ensemble  et 
sont  déduites  chacune  des  précédentes,  en  passant  du  simple  au 
composé. 

Ces  divisions  soulagent  l'esprit  et  font  mieux  ressortir  les  liens 
qui  unissent  entre  eux  les  divers  éléments  qui  constituent  la 
ligure. 

Tels  sont  les  principaux  points  qui  distinguent  l'Ouvrage  de 
M.  Méray  des  autres  Éléments  de  Géométrie. 

L'auteur  a  cherché  en  outre  à  ranger  les  matières  dans  l'ordre 
décroissant  de  leur  utilité  pratique,  et  à  généraliser  les  propriétés 
de  certaines  surfaces  simples,  qui  jouent  un  rôle  prépondérant  dans 
les  Mathématiques  appliquées. 

Les  axiomes  y  sont  basés  sur  des  faits  généraux,  empruntés  à 
la  nature,  qui  les  expliquent  et  ajoutent  à  leur  évidence. 

Quelques  définitions  s'appuient  sur  Tidée  de  déplacement,  de 
translation.  Cette  innovation  n'est  peut-être  pas  heureuse  dans  les 
premiers  éléments  de  la  science.  Ainsi,  en  disant  que  deux  droites 
sont  parallèles,  quand  une  simple  translation  de  l'une  suffît  pour 
la  superposer  à  l'autre,  on  ne  satisfait  pas  autant  l'esprit  que  par 
la  définition  ordinaire  ;  pour  être  clair,  il  faudrait  ajouter  que  la 
translation  doit  être  parallèle,  ce  qui  constitue  une  pétition  de  prin- 
cipe. 

Il  en  est  de  même  de  quelques  autres  définitions  ou  démonstra- 
tions. 

Les  Nouveaux  Éléments  de  Géométrie  inaugurent  une  innova- 
tion dans  l'exposition  de  cette  science.  Sera-t-elle  admise  par  le 
public  enseignant?  Nous  avons  lieu  d'en  douter.  Depuis  plus  de  vingt 
siècles,  la  Géométrie  a  été  considérée  d'abord  dans  le  plan,  puis 
dans  l'espace,  chez  les  anciens  comme  dans  les  temps  modernes; 
l'habitude  en  est  prise;  celle-ci  a  mis  deux  mille  ans  à  s'enraciner: 
bien  habile  sera  celui  qui  saura  l'extirper. 

Le  travail  de  M.  Méray  a  du  mérite;  il  dénote  chez  l'auleur  une 
réflexion  suivie  et  une  étude  consciencieuse  qui  appellent  une  juste 
consécration. 

Georges  Dosioa. 
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SOLl]TIO\S  DE  OIESTIO^S 
l'UOPOSÉES  DA\S  LES  XOIYELLES  A^^ALES. 


Question   1263 

(voir  2'  série,  t.  XVII,  p.  >.3n  )j 

Par     1\I.    MORET-BLANC, 


1**  Si  par  deux  points  M,  N,  pris  sut'  la  circonférence 
circonscrite  à  un  triangle,  on  mène  des  droites  faisant 
avec  les  côtés  du  triangle  des  angles  a.  da  même  orien- 
tation, les  deux  transversales  qui  joignent  respective- 
ment les  trois  sommets  d'angles  issus  de  M,  et  les  trois 
sommets  d'angles  issus  de  N,  se  coupent  en  un  point 
P  sous  un  angle  constant. 

1°  Déterminer  le  lieu  du  point  P,  quand  on  fait  va- 
lier l'angle  Cf..  (P.  Terrier.) 

1°  Soient  Mrt,  M/',  IMc  les  obliques  menées  du  point 
M  aux  côtés  BG,  GA,  AB  sous  l'angle  a.  Elles  sont  pro- 
portionnelles aux  perpendiculaires  abaissées  du  point  M 
sur  ces  cùlés,  et  font  avec  celles-ci  des  angles  égaux  à 
po°  —  a;  il  en  résulte  que  les  points  «,  Z»,  c  sont  sur 
une  droite  faisant  avec  la  droite  de  Simpson,  relative  au 
point  M,  l'angle  90°  —  a.  En  elî'et,  si  l'on  portait  les 
longueurs  Mrt,  ]\IZ>,  Me  sur  les  perpendiculaires,  leurs 
extrémités  seraient  sur  une  parallèle  à  la  droite  de 
Simpson,  larjuelle  prendra  la  position  abc  en  la  faisant 
tourner  de  90*^ —  a  autour  du  point  M. 

De  môme,  Na',  ^b\lSc'  étant  les  droites  analogues 
menées  du  pointN,  les  points  r^',  h' ^  c'sontsur  une  droite 
faisant  avec  la  droite  de  Simpson,  relative  au  pointN, 
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l'augle  90° —  a,  de  même  orientation  ([ue  le  premier.  Il 
en  résulte  que  les  droites  nhc^  o!b'c'  fout  entre  elles  un 
angle  égal  à  celui  des  droites  de  Simpson,  relatives  aux 
points  M  et  N,  et  par  conséquent  indépendant  de  a. 

2°SoitRS  une  droite  quelconque.  Les  droites  a^c,  a'b'c' 
tracent  sur  RS  deux  divisions  homographiques  dont  les 
points  doubles  sont  les  points  où  le  lieu  du  point  P  ren- 
contre la  droite  RS  :  ce  lieu  est  donc  une  conique. 

On  déterminera  les  points  où  elle  rencontre  les  côtés 
du  triangle  en  considérant  les  obliques  qui  aboutissent 
respectivement  aux  sommets. 

Remarque.  —  Chaque  série  de  droites,  les  droites  rt^c, 
par  exemple,  enveloppe  une  conique  tangente  aux  trois 
côtés  du  triangle. 

En  elîet, chaque  droite  trace  sur  deux  côtés  du  triangle 
deux  divisions  homographiques,  c'est-à-dire  qu'à  chaque 
valeur  de  a  correspondent  un  pointa  et  un  point  h\  les 
droites  qui  joignent  les  points  correspondants  de  deux 
divisions  homographiques  tracées  sur  deux  droites  en- 
veloppent, comme  on  sait,  une  conique. 

Les  côtés  du  triangle  font  d'ailleurs  partie  de  la  séiie 
des  droites  ;  on  les  obtient  eu  déterminant  Tangle  a,  de 
manière  que  l'une  des  obliques  aboutisse  à  un  sommet. 

Note.  —  Solutions  analogues  de  MM.  Fenlinando  Pisani  el  Roba[;li:i. 


Question   126i 

(voir  2*  série,  t.  WII,  p.  ai»); 

Par  m.    Vladimir  HABBÉ. 

On  donna  une  droite  dont  le  coefficient  d' incliiunson 
est  tanga  (jixes  rectangulaires)  :  indiqua'  une.  con- 
slruclioii  graphique  qui  donne  directement  tang'^a. 
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application  à  la  construction  graphique  d'une  tan- 
gente à  la  cissoïde  et  à  la  strophoïde,  parallèlement  à 
une  direction  donnée.  (H.  Brocard.) 

Soit  AB  la  droite  donnée  qui  forme  avec  Taxe  OX 
l'angle  OAB  =  a.  Au  point  B,  où  elle  coupe  Taxe  OY, 
menons  à  celte  droite  la  perpendiculaire  BC,  qui  ren- 
contre en  C  le  prolongement  de  OX.  Menons  encore  à 
BC  la  perpendiculaire  CD,  dont  l'intersection  avec  le 
prolongement  de  OY  est  D. 

Dans  le  triangle  rectangle  DOA,  on  aura 

tangDAO  =  tangua. 

En  elïet,  les  triangles  rectangles  AOB,  BOC,  COD 
DOA  donnent,  respectivement, 

OB  =  OA.tanga,     OC  =  OBtanga. 

OD 

OD  =  OC.tanga,      tangDAO  =  --, 
^  ^  OA 

et,  en  midtipliant  membre  à  membre  ces  quatre  égalités, 

il  vient 

tangDAO  =  tangua. 

Noce.  —  Nous  avons  reçu  plusieurs  autres  solutions  très-siiuples  de 
la  première  partie  de  cette  question  ;  la  seconde  partie,  relative  aux  tan- 
gentes, n'a  pas  été  résolue. 

Question    1278 

(voir?.'  série,  t.  XVII,  p.  336); 

Par  m.  E.   FAUQUEMBERGUE, 

IMaitre  répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quentin. 

Trouver  la  somme  des  puissances  semblables  des  ra- 
cines de  l'équation  trinôme 

^^"  -f-  px"  -\-  q  =  o 

lorsque  l'exposant  t  est  un  multiple  de  n.      (^Pellet. 
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Posant  x"  =  )  ,  l'équation  devient 

II)  v' -j-;o7  +  <7  =r  G, 

et,  en  appelant  }  ',  y"  les  racines  de  cette  dernière,  on 

aura 

x'-~y     et     x""  =  y". 

Ces  équations  se  ramènent  à  la  forme 

(2)  2«—  1=0, 

en  posant 

x'  —  z^y'      et     .r    =z^y  . 

Représentons  les  racines  de  l'équation  (2)  par  z^,  z-i, 
r»,  ...,::„;  nous  aurons,  pour  les  valeurs  de  x^ 


^,  =  2,vr 

•'■ , 

==2|\J 

•'^s^-^znj' 

.: 

•ï-3^-=23V7'      > 

et 

1 

"  ~77 

par  suite,  en  désignant  par  S^  la  somme  des  puissances 
semblables  de  ces  racines,  nous  aurons 


Or,  on  sait  que  la  somme  des  puissances  semblables  des 
racines  de  l'équation  binôme  s"  — 1  =  0  est  égale  à  n 
lorsque  l'indice  de  la  puissance  est  multiple  de  a  •,  donc 


On  est  ainsi  ramené  à  une  question  conjiue  :  Uouver  la 


(  378  ) 
somme  des  puissances  semblables  des  racines  de  l'écjua- 
lion  (i)  du  second  degré. 

Note. — La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc  ; 
Louis  Manipond,  élève  en  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Gre- 
noble. 

Question  1293 

(Toir  y'  série,  t.  XVII,  p.  026); 

Par  m.    p.   SONDAT. 

Démontrer  : 

i"  Que,  si  une  solution  de  V équation  indéterminée 

u^  _f-  1'^  -\-  .r'  -{-  j''  =  o 

est  donnée  par  l'égalité 

on  obtient  une  noui^elle  solution  en  faisant 

a  — a(p-f-7  +  (î)— P'  -^f-  +  5\ 
P  =  p  (  a  +  7  +  (î)  —  a^  -f-  7^  +  S\ 
x  =  y{x-h  ,8  +  (î)H-a'+  P' —  0% 
j  =  ^(a  +  [3  +  7)+a'+p— 7^; 

2°  Que,  si  l'on  part  de  cette  seconde  solution  pour  en 
obtenir  une  troisième  par  le  même  procédé,  on  rctom-  1 

bera,  à  un  facteur  connnun  près,    sur  les  valeurs   a, 

(i,  7,   a.  (S.   RÉàLIS.) 

1.  En  posant 

(   A  =  a    +  8    -f-  7    -+-  ^, 

(   B  =  a^  +  P^  —  7"  —  'J% 
on  a 

;  M  =  aA  —  B, 

).=.PA-B, 

1  .r=7A  +  B, 

'  j=Sk  4   lî, 
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et,  en  remplaçant  dans  l'équation  proposée,  on  a 

„3  _^  ci  u- x^ -h  y^  =  A.^  {x' -h  P?  -+-  f  -f-  ^'  ), 

c'est-à-dire  que,  en  vertu  de  l'égalité  admise,  cette  équa- 
tion est  satisfaite  par  les  valeurs  (2). 

2.  On  aura  une  troisième  solution,  formée  par  les  va- 
leurs 

«'  =:  M  A'  — B', 

p'=cA'— B', 

j:'z=.rA'+B', 

y'=yk'  -h  B', 
en  posant 

i  A'  =  «  +  t'  +  ^  4-  r, 

4  1 

/  B' =:«=-+- (-^  —  .1-'—  y\ 
Mais,  d'après  (i)  et  (2), 

A"  A', 

B'=  — A^B, 

d'où 

u'=.k?y.,      /=A\8,      j:'=A^7,     y'=zX^§, 

et  l'on  retrouve,  à  un  facteur  commun  près,  les  valeurs 

a,  (î,  y,  d. 

Note. —  La  inèino  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc; 
D.  Charvet,  élève  en  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Grenoble; 
Louis  Cauret. 


Question   1301 

(  TOir  ?."  série,  t.  XVII,  p.  ■•2-); 

Par  m.   lez. 

Dans  lin  segment,  dune  conique  quelconque,  in- 
scrire un  trapèze  maximum,  la  corde  qui  lindte  le  seg- 
ment étant  une  des  hases  du  trapèze. 

(F.  Gabrii.l-Mauie.  ) 
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1.  Examinons  d'abord  le  cas  le  plus  simple,  où  la  co- 
nique est  une  parabole.  Prenons  pour  axe  des  x  le  dia- 
mètre passant  par  le  milieu  l\I  de  la  corde  donnée  DE, 
et  pour  axe  des  y  la  langcpite  au  point  O  de  rencontre 
du  diamètre  et  de  la  courbe  ;  l'équation  de  la  parabole 

sera 

j==  ip.v, 

et,  si  //^,  îi  représentent  les  abscisses  OM,  OiN  des  points 
où  le  diamètre  OX  rencontre  les  bases  du  trapèze  in- 
scrit, les  ordonnées  correspondantes  MD,KC, c'est-à-dire 
les  moitiés  des  bases  du  trapèze,  auront,  respectivement, 

pour  valeurs  \jiqni^  ^J-xqn^  et  la  surface  sera  exprimée 
par 

S  =  sin 9  .  (  w  —  n]\  y/2 qrn  -f-  \iqn)- 

Or,  la  dérivée  de  cette  expression,  prise  par  rapport  à 

l'inconnue  «,  est 

•    A     / —  f  ^"  —  3  //  _  \ 

sm 9.^/2. y       ^^  _  J„i      . 

les  valeurs  de  //,  qui  raniiulenl,  sont  déterminées  par 
l'équation 

[m  —  3«)'=  ^miiy 

dont  les  racines  sont 

n  =:  m,      n    =  —  • 
9 

Cette  dernière  répond  à  la  question. 

2.  Dans  le  cas  d'une  conique  à  centre,  d'une  ellipse, 
par  exemple,  prenons  encore  pour  axes  (oordonnés  un 
système  de  diamètres  conjugués  OA,  OB,  le  premier  pas- 
sant ])ar  le  milieu  M  de  la  corde  donnée. 

En  désignant  par  a,  ^^  les  demi-diamètres  conjugués 
OA,  013,  et  par  ///,  n  les  abscisses  OM,  OiN  des  milieux 
des   bases  du  trapèze,   les    ordonnées    correspondant   à 
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ces  abscisses,  ou  les  demi-bases  du  trapèze,  seront  expri- 
mées en  longueur  par 

S    ,- —        8     

-  ya- —  m-)      -  doi' —  11-, 
a  a 

La  surface  sera 


S  =  (  «  —  w  )  -  sin  9 (  \'a'  —  w'  -h  V^a^  —  «- ), 

dont  la  dérivée,  par  rapport  à  /;,  est 

8    .       /     / a? -^  mn  —  -y.n} 

-  sin  Q  I   Va'  —  m'  -1- 


En  égalant  à  zéro  cette  dérivée,  il  vient 


2 rt '  —  mn  —  a- ^  \/( a'  —  m'']  [a?  —  «' )  ; 
d'où 

[■xn'  —  mn  —  a^) '  =  (  k'  —  m-  )  ( a-  —  «^ ) , 

et  par  suite 

(i  )  4''^ —  ^mn^  —  3a^«^H-  lot? mn  -f-a-/rt'=  o. 

L'équation  (i)  est  vérifiée  par  n  =  m,  et  se  réduit  à 
(2)  ^n^ — Sa^w  —  aV/j  =  o, 

en  supprimant  la  racine  égale  à  m. 

Cette  dernière  équation  est  celle  qui  permet  de  trou- 
ver cos-  en  fonction  decoso  (*). 

[*  j  Eu  divisant  tous  les  termes  de  l'équation  (2)  par  c.^,  on  a 

'«  ...    '"       , 

et,  parce  que—  eat  moiiiclre  que  lunito,  on  peut  considérer  —  comme  le 
V.  a. 

cosinus  d'un  angle  déterminé  o.  En  prenant  pour  inconnue  — 1  les  ra- 
cines de  l'équation 

h::);-K^)-"=" 

sont   alors   les   valeurs  decosr;>  {  Notr  du  Rrdacteiir.) 
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Au  reste,  les  racines  de  l'équalion  (  2)  sont  les  abscisses 

de  points  de  rencontre  delà  parabole  X"  =  —  et  de  la  cir- 
conférence )  ^  -f-  X-  —  2 y.y  —  m .r  =  o.  Ces  deux  courbes 
passent  par  l'origine  des  coordonnées:  il  est  facile  de  les 
conslruire.  De  cette  manière,  nous  déterminerons,  géo- 
métriquement, l'abscisse  du  point  N,  milieu  du  ])lus 
petit  côté  du  trapèze  maximum,  inscrit  dans  un  segment 
donné  ellipti(jue.  La  même  méthode  conduira  à  un  ré- 
sultat semblable  pour  riiyperbole. 

Remarquons  enfin  que,  si  la  corde  donnée  est  un  dia- 
mètre de  l'ellipse,  on  aura  ni  =z  o,  et  les  valeurs  de  // 
seront  données  par  l'équation 

I  r  1       \  17     »  a\/3 

nilLn? — ia'l=o,      d  ou      «=-^^5 

^  '  2 

ce  qui  est  le  cosinus  du  tiers  de  -1  dans  un  cercle  de 
^  2 

rayon  a. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-BIanc. 


OIJESTIONS. 


1319.  Soient  A,  B,  C,  D  et  rt,  Z>,  c,  d^  e,  f  les  aires 
des  faces  et  les  longueurs  des  arêtes  d'un  tétraèdre 
donné*,  V  son  volume;  M  un  point  d'une  surface  du  se- 
cond ordre  circonscrite  à  ce  tétraèdre,  et  telle  que  le 
plan  tangent  à  cette  surface  en  cliacun  des  sommets  du 
tétraèdre  soit  parallèle  à  la  face  op[)Osée;  a,  j3,  y  les 
demi-axes  de  la  surface  ;  v^  \>\  v",  v'"  les  volumes  des  té- 
traèdres ayant  respectivement  pour  bases  les  faces  du 
tétraèdre  donné  et  pour  sommet  le   point  M  ;   on  a  les 


relations 
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3 

a-  +  fi-  -F  7=  =  — ,  [a-  +  h'-  +  i-  +  f/^  +  (>J -|-  A ' 


..'y' 4- 8=7==  4;  (^^'+  B=+(?-^D=\ 


.r.==fv. 


{Ge2VTY.  ) 


1320.  Soit  une  série  de  cercles  concentriques.  Dans 
chacun  d'eux  on  trace  un  rayon  OAI  qui  détache  un  sec- 
teur AOAI  d'aire  donné»',  à  partir  d'une  droite  lixe  AOX 
passant  par  le  centre  O  :  trouver  le  lieu  du  point  ^1. 

(Laisa?v't.) 

1321.  Etant  donné  un  ellipsoïde,  on  décrit  la  sphère 
qui  passe  par  les  extrémités  A,  B,  C  de  trois  rayons  con- 
jugués et  quia  son  centre  dans  le  plan  Ai^C;  trouver  : 
i°  le  lieu  du  centre  de  la  sphère-,  i°  Tcnveloppe  de  celte 
splière.  (BArvBAuiJV.) 

1322.  Démontrer  que  \jh  est  la  limite  du  rapport  des 
deux  séries 


1          I           I 

I 

""73^' 

H- 

I            I 

1        -i        3 
7  ~  3  "^  8  ~ 

11 

+ 

5           6 

55        i44"^"' 

(Edouard  Licas.) 

1323.  Donner  toutes  les  solutions  du  problème  sui- 
vant : 

Disposer  également  les  neuf  premiers  nombres  i,  2, 
3,  .  ■  . ,  9  sur  les  côtés  d'un  li  iangle  équilatéral,  comme 
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Tindique  celle  figure    ■       ,  de  façon  que  les  irois  sommes 

des  quatre  nombres  placés  sur  chaque  côté  soient  égales 
entre  elles,  ainsi  que  les   trois  sommes  de  leuis  carrés. 

(F.   Proth.) 

1324.  Si  [x,  7,  z)  est  une  solution  en  nombres  entiers 
de  l'équation 

on  aura  toujours  une  solution  en  nombres  entiers  (oTi, 
y,,  Zi)  de  l'équation 

X*  ^  abc' Y'  -F  c^X=Y'  =  Z' 

par  les  formules 

x,  =  «,r' — ùr",      y\:=^ixyz,       z,=^  c- z* -\- [^ab  —  cP).r'*y*. 

Les  formules  de  Lebesgue  sont  la  conséquence  évi- 
dente des  précédentes.  (A.  Desboves.  ) 

RECTIFICy4T10XS. 

Page  2g8,  lijjne  ~.  —  La  phrase  :  «  inutile  de  rappeler...  w  doit  être 
enfermée  dans  la  parenthèse  qui  commence  à  la  ligne  6. 

Page  agg,  ligne  i3.  ^ —  yiii  Heu  de  {!\),  lisez  (3). 

Page  3oo,  ligne  5.  —  yiu  lieu  de  (5),  lisez  (4). 

Page  3o5.  les  trois  dernières  lignes  doivent  être  ainsi  rectifiées  : 

«  Donc  le  lieu  se  compose  de  l'intersection  d'une  surface  du  qua- 
I)  trième  ordre  avec  trois  ellipsoïdes  réels  et  concentriques  à  l'ellip- 
»   solde  proposé.  » 

Page  335,  question  1312.  —  Ju  lieu  r/e  («'-+-/3 '-(-■/'),  lisez  (a'-i-,5'-t--/')*. 
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MEMOIRE 

sur  la.  ueprésentation  des  surfaces  et  les  projections 
des  cartes   géographiques; 

Par  m.   a.  TISSOT. 

[suite  (*)]. 


Cartes  de  France  et  d'Espagne. 

57,  Sur  la  carie  de  France  construite  par  le  Dépôt  de 
la  Guerre,  la  plus  grande  altération  d'angle  est  de  i8  mi- 
nutes; la  plus  grande  altération  de  l'unité  de  longueur 

est  irrr-'  Elles  eussent  été  respectivement  io'3o"et  -rr— ? 
38o  '  b5o 

si,  au  lieu  du  parallèle  de  45  degrés  de  latitude,  comme 

parallèle  moyen,   on  avait  pris  celui  de  46"3o'.  Enfin, 

elles  se  trouveraient  réduites  à  25  secondes  et  5  si 

1 100 

l'on  faisait  usage  des  formules  (3)  avec 

A=o,3o6,     G=-o,  368,     /„  =  4i°3o', 

le  méridien  moyen  étant  celui  de  Paris.  Nous  nous  bor- 
nerons à  ces  quelques  indications  au  sujet  d'une  carte 
qui  n'est  plus  à  faire.  Nous  nous  étendrons,  au  contraire, 
sur  l'application  des  recherches  qui  précèdent  à  la  con- 
struction de  la  carte  d'Espagne. 

58.  La  carte  auxiliaire  de  ce  pays  a  été  construite  à 
l'échelle  de  1  millimètre  pour  s>.  minutes  d'arc,  sur 
une  feuille  divisée  en  petits  carrés  de   i    millimètre  de 

(*)  Nouv.  Ann.,  1"  série,  t.  XVIII,  p.  337. 
Anit.  de  M  a  ihéma  t., "x^  série,  t.  XVIU.  (Septrnibre  1879.)         2J 
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côr.é,  les  coordonnées  rectangulaires  de  cha(|ue  point 
étant  rexcès  de  sa  latitude  sur  4o  degrés,  et  le  produit 
de  sa  longitude  par  cos4o°.  Sur  une  autre  feuille,  qua- 
drillée comme  la  première,  on  a  tracé  les  onze  ellipses 
du  n''  -46 -,  chacune  a  été  reportée  sur  papier  transpa- 
rent; puis  on  l'a  réduite  ou  amplifiée,  à  l'aide  d'un 
compas  de  proportion,  de  manière  à  en  obtenir  trois 
ou  quatre  auties  qui  lui  soient  liomolhétiques.  On  a  dé- 
terminé l'ellipse  limite  de  chacune  des  onze  feuilles  ainsi 
obtenues,  puis  mesuré  en  millimètres  le  diamètre  A,  qui 
est  incliné  à  4^  degrés  sur  les  axes.  Chacun  des  nombres 
trouvés  a  été  multiplié  par  l'arc  de  2  minutes,  c'est- 
à-dire  par  -^ — 1  !a  lettre  ::  représentant  le  ranport  de 
*        5400  '■ 

la  circonférence  au  diamètre-,  on  a  pris  le  quart  du  pro- 
duit, puis  on  a  élevé  au  carré,  ce  qui  a  donné  la  valeur 
correspondante  de  l'altération  de  l'unité  de  longueur. 
On  a  pu  ainsi  former  le  tableau  suivant  : 

Numéros  Rapports  A  en  Valeurs 

des  ellipses.  des  axes.  millimètres,     correspondantes  des. 

1 o  322  0,0022 

2 0,1  321  0,0022 

3. .    . . •  0,2  3i6  0,0021 

k 0,3  3io  0,0020 

5 0,4  3o3  0,0020 

6 0,5  2c)9  0,00  If) 

7 0,6  2C)3  0,0018 

8 0,7  292  0,0018 

9 0,8  298  0,0019 

10 0,9  3o4  0,0019 

11 i  3o()  0,0020 

L'ellipse  n°  8  est  celle  qui  correspond  au  niinimum. 
Lorsqu'on  la  place  sur  la  carte  auxiliaire  de  manière  à 
envelopper  l'Espagne,    elle  en    louche   le  contour   aux 
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points  suivants  :  cap  Orlégal,  cap  Saint-Adrien,  ile  de 
Tarifa,  cap  de  Creus.  Son  centre  est  alors  de  21  minutes 
à  l'ouest  du  méridien  de  IMadrid,  et  de  22  minutes  au 
nord  du  parallèle  de  40  degrés^  enfin,  son  giand  axe  fait, 
avec  la  direction  des  parallèles  de  la  carte,  un  angle  de 
i2''3o',  qu'il  faut  porter  de  Test  vers  le  nord.  Avec  ces 
données,  il  serait  facile  de  calculer  A,  B,  C  par  les  for- 
mules (8),  (5)  et  (2).  Le  mode  de  représentation  se 
trouverait  défini  par  les  expressioîis  (3)  de  j?  et  de  y, 
après  qu'on  y  aurait  remplacé  les  trois  coefficients  par 
les  valeurs  obtenues.  La  plus  grande  altération  de  l'unité 
ds  longueur  serait  0,0018,  ou  seulement  0,0009  ^^  ^'*^" 
choisit  l'échelle  de  manière  à  avoir,  au  centre  et  sur  l'el- 
lipse limite,  des  altérations  égales  et  de  signes  contraires 
(nM8). 

La  detiîi-longueur  du  diamètre  incliné  à  45  degrés 
sur  les  axes  de  l'ellipse  limite  est  de  i4^  millimètres. 
Ayant  construit  un  carré  de  146  milliraèlres  de  côté,  on 
constate  facilement  qu'il  est  possible  de  le  placer  sur  la 
carte  auxiliaire  de  manière  que  le  contour  de  l'Espagne 
l'enveloppe  entièrement.  Quand  il  a  cette  position,  il 
est  impossible  qu'une  branche  d'hyperbole  passant  par 
deux  de  ses  sommets  soit  extérieure  au  contour  5  par  con- 
séquent, pour  la  portion  de  la  contrée  couverte  par  le 
carré,  et  à  plus  forte  raison  pour  la  contrée  elle-même, 
la  plus  grande  altération  de  l'unité  de  longueur  produite 
par  un  système  de  projection  correspondant  à  une  valeur 

de  F  négative  ou  supérieure  à  -  surpasserait  0,0009.  Il 

est  donc  inutile  de  faire  une  seconde  série  d'essais  por- 
tant sur  des  hyperboles. 

II  n  y  a  pas  lieu  non  plus  d'essayer  les  paraboles.  On 
le  reconnaît  en  constatant  que,  si  une  droite  de  i46  milli- 
mètres de  longueur  a  ses  deux  extrémités  en  dehors  du 

25. 
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coniour  cie  la  carte  auxiliaire,  toute  parabole  passant  par 
ces  deux  extrémités,  et  ayant  son  axe  perpendiculaire  à 
la  droite,  ou  bien  coupera  le  contour,  ou  bien  intercep- 
tera sur  l'axe,  entre  son  sommet  et  la  droite,  une  lon- 
gueur moindre  que  la  portion  de  l'axe  comprise  entre  la 
même  droite  et  le  contour  du  pays. 

59.  Le  point  central  que  nous  avons  déterminé  se 
trouve  près  du  méridien  de  Madrid  et  dans  le  voisinage 
du  parallèle  de  4o  degrés  :  il  convient  de  le  transporter  à 
l'inlerseciion  de  ces  deux  lignes.  De  plus,  le  grand  axe 
des  ellipses  ayant  une  direction  peu  différente  de  celle 
des  parallèles  de  la  carte  auxiliaire,  nous  pouvons  aban- 
donner les  formules  (3)  et  avoir  recours  aux  expressions 
plus  simples  (9)  de  xet  dej'  qui  correspondent  à  E  =  o. 
En  renouvelant,  pour  les  onze  formes  d'ellipses,  les 
essais  déjà  eirectués,  mais  en  s'astreignant  cette  fois  à 
placer  l'un  des  axes  sur  le  parallèle  de  4o  degrés  de  la 
carte  provisoire,  et  l'autre  sur  le  méridien  de  Madrid, 
on  est  conduit  à  former  le  tableau  suivant  : 

Numéros  Rapports  A  en  \'aleiir3 

des  ellipses.  des  axes.  inillimèlrtis.     correspondantesdcc. 

1 , o  335  0,0054 

2 0,1  333  0,0024 

3 0,2  33o  0,0023 

4 0,3  324  0,0022 

o 0,4  3i5  0,0021 

a 0,5  3io  0,0020 

7 0,6  008  0,0020 

8 0,7  3o6  0,0020 

9 0,8  321  0,0022 

10 o,r)  340  0,0024 

11 i  35 1  0,0026 

I/ellipse  n"  8  est,  comme  tout  h  l'heuie,  c('ll(>  qui  1  é- 
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duit  à  son  minimum  la  plus  grande  valeur  de  c.  Elle 
touche  le  contour  de  la  carte  auxiliaire  au  cap  de  Creus. 
La  valeur  correspondante  de  A  est  o,  i6j.  La  plus  grande 
altération  de  Tunité  de  longueur  est  0,00  lo,  soit  en  plus, 
soit  en  nioius. 

60.  Les  onze  eliipscs  limites  passent  dans  le  voisinage 
du  cap  Ortégal,  et  ce  point  se  trouve  à  peu  près  sur  le 
diamètre  qui  fait  des  angles  de  4^  degrés  avec  les  axes; 
c'est  pourquoi  il  y  a  peu  de  différence  entre  les  diverses 
longueurs  de  ce  diamètre,  et,  par  conséquent,  entre  les 
valeurs  correspondantes  de  e.  C'est  donc  ici  le  cas  de  re- 
noncer même  aux  formules  (9)  et  d'adopter  le  système 
remarquable  de  projection  que  nous  avons  étudié  en  der- 
nier lieu  (n°o4)',  il  correspond  à  l'ellipse  n°  1.  laquelle 
se  réduit  à  deux  droites  parallèles.  La  plus  grande  alté- 
lation  de  l'unité  de  longueur  ne  se  trouvera  pas  beaucoup 
augmentée  par  ce  nouveau  changement  :  de  o,ooio,  elle 
deviendra  0,0012. 

Pour  introduire  les  nombres  dans  la  formule  (i4)» 
nous  avons  supposé  que  l'on  adoptait  l'échelle  de  ^oêioo' 
Le  rayon  équaiorial,  qui  jusqu'ici  nous  servait  d'unité, 
a  été  pris  égal  à  63^7398  mètres,  et  le  carré  e^  de  l'ex- 
centricité de  l'ellipse  méridienne  à  0,0066744*5  ce  sont 
les  valeurs  calculées  par  Bessel.  Celles  qui  ont  été  obte- 
nues depuis  par  VOrdnance  Suivej,  savoir  6378284  niè- 
tres  et  0,0067833,  s'adaptent  mieux  à  la  forme  générale 
de  la  surface  du  globe,  puisqu'on  a  fait  concourir  à 
leur  détermination  un  plus  grand  nombre  de  mesures 
efTecluées  dans  des  régions  très-diverses  *,  mais  elles 
se  rapprochent  peut-être  moins  des  éléments  qu'il  con- 
viendrait d'adopter  pour  l'Espagne  en  particulier.  La 
connaissance  de  ces  éléments  résultera  précisément  des 
opérations    géodésiques   que    nécessite    la    construction 
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(le  la  carie.  En  louL  cas,  les  cliaiigenu;nls  que  uos  lésul- 
lats  devront  subir   se  réduiront  à  des  corrections  dont 
le  calcul  se  fera  rapidement. 

Appelons  A  l'excès,  évalué  en  demi-degrés,  de  la  la- 
titude d'un  parallèle  sur  4o  degrés,  c'est-à-dire  posons 

la  formule  (i4)  nous  donnera,  pour  le  rayon  du  paral- 
lèle de  la  carte  exprimé  en  décimillimèlres, 

R=  1 522 157,7  —  '  '  108,2622 A  —  o,4788a^ —  o, i4i3A\ 

61.  Les  méridiens  et  les  parallèles  de  la  carte  se  cou- 
pant à  angle  droit,  les  axes  de  l'ellipse  indicatrice  se 
trouveront,  en  cliaque  point,  sur  ces  deux  lignes;  a  sera 
la  plus  grande,  et  b  la  plus  petite  des  deux  (juantités 


/i  = 


36o  1  ^R 


A  = 


Rsin4o° 


La  plus  grande  altération  d'angle,  au  point  considéré, 
sera  donnée  en  secondes  par 


Le  long  du  parallèle  do  /[O  degrés,  les  angles  sont 
rigoureusement  conservés  ainsi  que  les  distances.  Pour 
le  parallèle  de  36  degrés,  qui  est  le  plus  au  sud.  on  a 


dK 


clA 


=  —  1 1 121,731, 


A  =:  —  8,       R  =  161  1017,51, 

d'où  résulte 

/i  z=:  1,002434,     K=  1,002387,     ^wz=  10". 
Soit  ^  U!i  nombre  déterminé  par  la  condition 
Ç=  1,002434(1    -  ?)  —  i> 
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laquelle  donne 

-Ç  =  0,00  1-2  !6. 

Si   l'on   multiplie    tons    les    termes  de    K   par    i  — *{.    il 
viendra 

R  =  i52o3o7  —  1 1088, 'jGSa  —  o,478a-  —  o,i4i  A'. 

Eu  adoptant  cette  nouvelle  valeur  de  îl,  on  ne  modi- 
fiera pas  les  altérations  d'angles,  et  Ton  réduira  de  moi- 
tié la  plus  grande  altération  de  l'unité  de  longueur,  qui 
alors  se  produira  tantôt  en  plus  et  tantôt  en  moins.  On 
trouve,  en  effet,  pour  le  parallèle  de  36  degrés, 

/i  =  I  4-  0,00I3l4,       /.•  =  I  H-  0,001  168,       2&)  =  !o", 

pour  celui  de  4^  degrés, 

A  =;=  1  —  0,001216,      /■  =  ï — 0,001216,      2&)  =  0, 
et  pour  celui  de  43" 5o',  c[ui  est  le  plus  an  nord, 

//  ^z:  I  4-  0,001016,       ^-^1  +  0,001060,        2w=:C)", 

Enfin,  on  peut,  jusqu'à  un  certain  point,  tenir  compte 
des  termes  de  R  où  A  entrerait  à  une  puissance  supé- 
rieure à  la  troisième,  et  qui  ont  été  négligés,  en  modi- 
fiant un  peu  les  coefficients  des  autres  lermes.  Les  alté- 
rations ne  se  trouvent  diminuées  ainsi  que  de  quantités 
insignifiantes,  mais  l.i  formule  devient  un  peu  plus 
simple.  INous  prendrons  définitivement 

(i5)     R  =  1 520344  —  '  io8(),o3  A  —  0,5 1  A^  —  o,  i4i  A\ 

Avec  cette  expression  de  R,  la  [)lus  grande  aliératio!i 
de  l'unité  de  longueur  est  0,001  ly,  et  la  plus  grande  al- 
tération d'angle  n'atteint  pas  4  secondes.  Ces  mêmes  alté- 
rations seraient  respectivement  0,0018  et  12  minutes 
avec  la  projection  de  Bonne,  qui  a  été  employée  en 
France  par  le  Dépôt  de  la  Gueri c.  Elles  s'élèveraient  à 
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o,o56o  et  à  3  degrés  si  l'on  avait  recouis  au  développe- 
ment conique,  qui  cependant  ne  diffère  du  système  pro- 
posé que  par  la  loi  suivant  laquelle  les  rayons  des  paral- 
lèles de  la  carte  dépendent  de  la  latitude.  Enfin,  sur  notre 
carie,  nous  pouvons  placer  les  ih-s  Baléares  et  le  Portugal 
sans  que  les  plus  grandes  altérations  augmentent;  il  n'en 
serait  pas  de  môme  si  l'on  faisait  usage  de  la  projection 
de  Bonne. 

62.  En  résumé,  dans  le  système  de  projection  qui  nous 
paraît  le  mieux  approprié  à  la  construction  de  la  carte 
d'Espagne,  les  méridiens  sont  représentés  par  des  droites 
partant  d'un  même  point,  les  parallèles  par  des  circonfé- 
rences ayant  ce  point  pour  centre.  L'angle  de  deux  méri- 
diens de  la  carte  est  égal  au  produit  de  l'angle  des  méri- 
diens correspondants  du  globe  par  le  sinus  de  4^  degrés. 
Les  rayons  des  parallèles  de  la  carte,  supposée  construite 
à  l'échelle  de  77777,  sont  donnés,  en  détimillimèires,  par 
la  formule  (i5),  dans  laquelle  jV  exprime  en  demi-de- 
grés l'excès  de  la  latitude  du  parallèle  sur  4o  degrés.  On 
aura  recours  aux  formules  (i3),  pour  calculer  les  coor- 
données rectangulaires  d'un  point  quelconque  de  la  carte. 
Les  altérationsd'angles  ou  de  distances  sontindépendantes 
de  la  longitude. 

63.  Pour  terminer  cette  application,  nous  donnerons 
deux  tableaux  dont  les  nombres  se  rapportent  à  des  lati- 
tudes croissant  de  demi-degré  en  demi-degré,  à  partir  de 
36  degrés,  qui  est  la  latitude  la  plus  méridionale  de  l'Es- 
pagne, jusqu'à  44  degrés.  Comme  le  parallèle  de  44  ^^'- 
grés  est  en  dehors  de  la  contrée,  nous  avons  introduit 
aussi  dans  nos  tableaux  la  latitude  de  43°5o',  qui  est 
celle  du  point  le  plus  septentrional. 

Le  premier  tableau  fait  connaître  les  rayons  de  cour- 
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bure  et  les  grandes  normales  de  l'ellipse  méridienne,  le 
rayon  équalorial  étant  pris  pour  unité,  puis  les  longueurs 
des  mêmes  lignes  et  celles  des  rayons  des  parallèles  ter- 
restres, exprimées  en  mètres,  le  rayon  équatorial  étant 
supposé  égal  à  63^7398  mètres. 


/ 

'f 

j\' 

P 

N 

r 

0   1 

m 

ra 

m 

36,  0 

o.99677'37 

1 ,00  1 13497 

63368o8 

6084764 

3 163382 

36, 3o 

0,9968.5462 

1 ,001 1828/) 

6337339 

638494 I 

3102579 

37,  0 

0,99693833 

1 ,00121087 

6337872 

6383i2o 

3099384 

37,30 

0,99702247 

I ,00123903 

6338^09 

63853oo 

3065799 

38,  0 

0,99710701 

I ,00126733 

6338948 

6383480 

0031827 

38, 3o 

o,997i9'94 

I ,00129576 

6359490 

6383662 

4  997 '1 7' 

39,  0 

0,99727723 

1 ,00132430 

636oo34 

6385844 

',962733 

39,30 

0,99736281 

1 ,001 33296 

636o38o 

6386026 

4927615 

40,  0 

0,99744875 

1,00138171 

6361128 

6386210 

489.2120 

4o,3o 

0,997^3491 

i,ooi4io33 

6361677 

6386394 

4856252 

\i,   0 

0,99762139 

1 ,00143948 

6362229 

6386578 

4820012 

4i,3o 

0,99770806 

1,001468^8 

6362781 

fiqoc-fj3 

4783403 

[\>,   0 

0,99779192 

1,00' 197^4 

6363333 

6386948 

47 ',64  28 

42,30 

0,99788196 

i ,00102666 

6363890 

6387134 

4709089 

43,  0 

0,9979^9 '5 

1 ,001 53383 

6364446 

6387320 

4671390 

43,30 

0,99803640 

I ,ooi38jo3 

6363oo3 

6387506 

4633333 

43, 5o 

0,99811471 

1 ,00160432 

6303373 

6387631 

4607763 

41,  0 

0,99814380 

1 ,00161427 

636336 I 

6387693 

l'94922 

Dans  le  second  tableau,  on  trouvera  les  rayons  des  pa- 
rallèles de  la  carte  exprimés  en  décimillimètres  5  leurs 
dérivées  par  rapport  à  A  cbangées  de  signe  ;  les  rapports 
des  arcs  infiniment  petits  de  méridiens,  sur  la  carte,  aux 
arcs  correspondants  du  globe;  les  rapports  analogues 
pour  les  arcs  de  parallèles.  Ces  rapports  sont  ici  les  axes 
de  l'ellipse  indicatrice  5  jusqu'à  4o  degrés,  le  grand  axe 
se  trouve  sur  le  parallèle,  et  le  petit  sur  le  méridien;  le 
contraire  a  lieu  à  partir  de  4"  degrés.  L'avanl-dernière 
colonne  renferme  les  plus  grandes  altérations  d'angles 
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évaluées  eu  secondes;  elles  sont  très-faibles,  parce  que 
les  deux  axes  de  Tellipse  indicaiiice  ditïèrenl  peu 
Tun  de  Tautre-,  la  plus  grande  dilï'érence  n'atteint  pas 
0,00002.  Pour  la  même  raison,  on  peut  considérer  l'al- 
tération de  l'unité  de  longueur,  en  chaque  point,  comme 
ne  variant  pas  avec  la  direction.  Les  valeurs  de  cette  al- 
tération sont  contenues  dans  la  dernière  colonne. 


36,  o 
36, 3o 

37,  o 
87,80 

38,  o 
38, 3o 

39,  0 
39,80 

40,  o 
40, 3o 

4 1 ,  o 
'|i,3o 

42,  o 
42,80 

43,  0 
43, 3o 
43, 5o 

44,  o 


609096 

J97991 
386890 

J75y94 
564701 
5536 10 
543021 
531433 
5208^4 
509254 
498168 
4S7069 

47^97' 
464868 
458761 

41 2647 
435235 
43i527 


ni07,9, 
II 102,62 
I 109S, 14 
1 109')  ,5o 
11091,72 
11089,78 
11088,68 
1x088,43 
11089,0} 
11090,47 
11092,76 
11095,90 
11099,88 

1 1 104.70 
I t I 10,38 
I II 16,90 

1 1 121 .71 
11124,26 


-0,001 191 
0628 

oi4i 
-0,000272 
0607 
0887 
io5i 
1 160 
1192 
ii48 
1028 
o833 
o562 
0214 
-0,000210 
0708 
loS'i 
1283 


K 

3.. 

„ 

I-f-O 

,001191 

0 

0686 

2 

oi58 

3 

I — 0 

,000206 

3 

0591 

3 

o853 

8 

104. 

2 

iiS'i 

I 

119-2 

0 

1 154 

I 

1089 

2 

0848 

3 

0579 

8 

0282 

4 

i-l-o 

,000194 

8 

0701 

2 

io83 

0 

1288 

I 

0,001 19 
o63 
oi5 

0,00026 
oGo 
086 
io5 
116 

"9 
1 15 
io3 
084 
057 
022 
0,00020 
070 
108 
139 


Chaque  feuille  de  la  carte  sera  im\  véritable  levé  topo- 
graphique,  l'échelle  variant,  mais  très-lentement  avec  la 
latitude,  de  8  décimètres  moins  1  millimètre  à  8  déci- 
mètres plus  1  millimètre,  pour  4  myriamètres.  La  lon- 
gueur de  8  décimètres  est  celle  du  grand  côté  du  cadre 
dans  les  feuilles  de  la  carte  de  France. 


(  39'^  ) 

Ciirtc  (V une  zone.  Cai'le  d'un  fuseau.    Caries  ajanl 
pour  objet  la  conse,n>alW7i  des  aires. 

64.  Lamétbodeque  nous  avons  suivie  dans  la  recherche 
(lu  système  de  projection  le  mieux  approprié  à  la  repré- 
sentation d'une  contrée  particulière  ne  suppose  pas  né- 
cessairement que  celte  contrée  soit  peu  étendue  dans  les 
deux  sens 5  on  peut  l'appliquer  à  toute  la  zone  comprise 
entre  deux  parallèles  dont  les  latitudes  ne  diffèrent  pas 
trop  l'une  de  l'autre,  et  aussi  à  un  fuseau  limité  pai- 
deux  méridiens  dont  l'angle  n'est  pas  trop  considérable. 
On  développe,  dans  le  premier  cas,  suivant  les  puissances 
de  5,  et,  dans  le  second,  suivant  celles  de  jn.  La  condi- 
tion que  les  altérations  d'angles  soient  du  troisième 
ordre  seulement,  et  les  altérations  de  dislances,  du  se- 
cond, sufûsent  pour  déterminer  complètement  les  for- 
mules-, il  ne  reste  pas,  dans  celles-ci,  de  coefficients  dont 
on  ait  la  faculté  de  disposer  pour  réduire  à  son  minimum 
la  plus  grande  altération  de  l'unité  de  longueur. 

6o.  Pour  une  zone  comprise  entre  deux  parallèles,  le 
mode  de  projection  auquel  on  si^  trouve  conduit  est  celui 
des  méi'idiens  rectilignes  et  des  parallèles  circulaires  dé- 
finis par  les  formules  (12)  et  (i3)  ;  on  devait  s'y  attendre 
d'après  la  remarque  que  nous  avons  faite  ta  la  fin  du 
n°  54. 

Appliqué  à  la  zone  comprise  entre  les  parallèles  de 
37"  3o' et  52*^30',  zone  dont  fait  partie  l'Europe  centrale, 
et  (|ui  occupe  plus  du  sixième  de  la  surface  du  globe,  le 
système  que  nous  venons  d'indiquer  ne  produit  pas  d'al- 
térations au-dessus  de  x'  0.0"  pour  les  angles,  ni  au-dessus 
de  — j  pour  l'unité  de  longueur.  Avec  la  projection  de 
Bonne,  les  limites  analogues  eusscnl  été  respectivement 
i4°4o  et   '-. 


(  3^6  ) 
Pour  l'jiui;  ]  Algérie,  c'est-à-dire  pour  le  TcII  ei  J<; 
Sahara  algériens,  les  limites  d'altérations  sont,  avic 
notre  système,  3"  et  7-'^— ,  tandis  qu'avec  la  jïrojeciion 
de  Bonne  elles  seraient  11'  et  j^^  et  l'on  pourrait, 
sans  augmenter  les  deux  premières,  placer  sur  la  carie 
la  régence  de  Tunis  et  la  plus  [jrande  partie  de  lenipire 
du  Maroc. 

66.  Quand  il  s'agit  d'un  fuseau,  on  trouve  que  le 
mode  de  projection  qui  remplit  les  conditions  énoncées 
est  celui  des  formules 


'    r                                 '               ■                                  I            ^ 
I  ()         X  =  s  - —  A ///-  S! n  /,       r  =  rni     i :  m-  ces  2  / 

2  ■"  ^         0  t 


De  ces  formules  on  dt-diiit 


.      ,  5  \  I 

0  =  //?'  sin  /  j  -  —  bin^  /  1 5      //  —  X-  z=  - —  ///'  cos'  /. 
b  3oo 

On  a  d  ailleurs 

,  ,  ,  n  —  b 

a  —  h  -  ^^    Il  —  k   -  —  't  .       iv  =^  —. ;  ' 


'j)  étant  exprimé  en  secondes.  Quant  à  l'altération  de 
1  uniié  de  longueur,  elle  est 

I 

£  =  —    7/1  cos/   -, 
2 

on  seulement  la  moitié  de  relte  quantité  si  1  on  suppose 
1  échelle  choisie  de  manière  que  les  altérations  soient 
deux  .'i  deux  égales  et  de  signes  contraiies. 

Pournn  fuseau  de  i5  degrés  on  aura,  comme  limites 
des  altératinns.  l'ao'  et  x"-;-  avec  la  proiection  de  Boniu'. 
on  aurait  eu  ^'^3o'el  -'-. 

Le  territoire  de  1  Egvpte  proprement  dite  se  composi 
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du  ne  longue  vallée  encaissée,  depuis  Âssouan  jusqu'au 
Caire,  par  deux  chaînes  de  montagnes  dont  les  versants 
extérieurs  s'étendent  dans  de  vastes  déserts.  11  n'v  a  pas 
à  se  préoccuper  de  ces  déserts»  dans  la  construcli(.«n  de  la 
carte;  on  doit  plutôt  songer  à  l'étendre  au  sud  d'Assouan 
en  remontant  le  jN^il.  ^Xous  supposerons  donc  qu'il  s'j>gisse 
d'une  contrée  située  entre  le  neuvième  et  le  ti^ente- 
deuxième  degré  de  latitude  avec  une  étendue  en  longitude 
de  5  degrés.  Le  mode  de  projection  à  adopter  sera  celui 
des  formules  (  i6  .,  lequel  donnera  pour  limite  des  deux 
altérations  5  '  et  7777,  taudis  que  la  projection  de  Bonne 
aurait  donné  33'  et  377. 

67.  Pour  certaines  cartes  qui  ont  un  but  spécial,  la 
condition  la  plus  importante  à  remplir  est  la  conserva- 
tion des  aires.  On  peut  se  proposer  de  chercher  le  svs- 
tème  de  projection  qui,  tout  eu  ne  luoditiant  celles-<"i 
que  de  quantités  négligeables,  i-éduit  à  son  minimum  la 
plus  grande  altération  d'angle.  Cette  question,  que  nous 
ne  faisons  qu'indiquer,  se  résoudra  par  une  méthode 
analogue  à  celle  que  nous  avons  emp'ovée  dans  la  réso- 
lution de  la  question  inverse. 

iJt  suwre.) 


(  3.98  ) ^^^^ 

.MÉMOIRE  SIR  LA  RÊS0LITI0\  EX  NOMBRES  ENTIERS 
DE  L'ÉOIATIOM 

rtX'"-!-  bY'"  =  cZ"; 
Par  m.  DESBOVES. 

[suite  (*).] 


lïl. —  Résolution  en  nombres  entiers  de  l'éqlation 

n  ÉTANT  ÉGAL  A   2,  3  OU  4 5   ETC. 

8.   liésoluLion  de  l' équation 

35)  flX3  H- /.»¥'  =  Z=. 

On  a  supposé  ici  que  c  clait  égal  à  i,  car,  s'il  eu  élail 
autremenl,  ou  muitiplierail  les  deux  nieuibres  del'équa- 
lioM  par  c  et  l'on  poserait 

cZ  =  Z,. 

Maintenant,  si  Fou    fait  U  égal  à  zéro,   l'ideiuilé  (i6) 
devient 

(36)  X' -I- /-Y^  =  Z=, 

et  la  dernière  des  formules  (17)  donne 

2.?- 

Alors,  eu  substituant  cette  valeur  de  z  dans  les  cxprcs- 

(*)  Nouvelles  Annales,  2*^  série,  t.  XVIII,  p.  2G5. 
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siousde  X,  Y,  Z  (ij)  el  (i  j),  on  a 

A  = ; 5  1     


Sx*^  -!-  20  rx^r^  —  /•■  >" 
Z  =  ^^  _  ■ 

el,  en  remplaçaut  clans  réqualion  (36)  X,  Y,  Z  par  les  ex- 
pressions précédentes,  puis /par -■>  on  obtient  Tideiitité 

=:  (St/'-r,"  -i-  20  nbx'^ y~-  —  6-_i^":-. 

Il  suit  de  là  que  l'équallon  (35)  a  une  infinité  de  solu- 
tions entières  données  par  les  formules 

'^  —  ^xiax^—  by'), 
Y  =  r[Qax^-hhy^), 
Z  =  8  «-  .r^  +  20  oh  x^ y^  —  ''^/°5 

dans  lesquelles  x  el  y  sont  deux  nombres  entiers  quel- 
conques, positifs  ou  négatifs. 

9.  Recherche  des  cas  où  Von  peut  résoudre  en  nom- 
bres entiers  V équation 

(37)  «X'-i-  bY'  =  cZ\ 

Si  l'on  essaye  d'imiter  la  méiliode  suivie  dans  le  numéro 
précédent,  en  faisant  U  ==  o  dans  la  dernière  des  for- 
mules (19),  on  est  conduit  à  l'équation 

x-z  -f-  j;_>=  -h  ryz^  =  o; 

mais,  celle  équation  étant  du  second  degré  par  rapport 
aux  trois  variables  x,  y,  z,  on  ne  pourra  pas  trouver 
ainsi  une  infinité  de  solutions  de  l'équation  (37),  quels 
<[ue  soient  <7,  b^  a.  On  sait  d'ailleurs  que  l'équation  (Sj) 
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est  souvent  imjiossihle  :  nous  allons  donc  chercher  un 
certain   nombre   de    cas    où  elle  pent    être   résolue   en 
nombres  entiers,  en  parlant  d'identités  t[ue  nous  allons 
d'abord  établir. 

Prenons  pour  pointde  départ  l'idcnlité  évidente 

(38)  (X  + Yj'H- (X  — Y)' ^  2  (X'-^3Y')X. 

En  y  faisant  X  =  a:'\  Y  =y,  on  a  d'abord 

(89)  (x'H-j)3  -+-  [x^  —  xY  =  2  (.r^  +  3f')a:\ 

Faisons  maintenant  dans  l'identité  (38)  un  changement 
(le  variables  tel,  que  X°  -f-  3  Y'  devienne  un  cube.  Pour 
cela  donnons  h  a  cl  b  lespectivement  les  valeurs  o  et  3 
dans  les  équations  (5),  (8)  et  (9)  du  n"-!  :  on  a  ainsi 

X  =  j:'  — 9J'^,     Y=:3.r'j  —  3^%     Z  =  x^  +  3j% 

X2-f-3Y==  {.T- -h  3 J'Y; 

et,  en  remplaçant  dans  l'identité  (38)  X,  Y,  Z,  X"  -+-  3Y^ 
par  les  expressions  précédentes,  on   a,  après  le   cliau- 

y 

gement  de  y  en  -■> 

(9^'  —  9-^j'  -+■  9  -^'j  —  y^Y  +  {9^^  —  9-^j'  —  9^'y  +  j')* 
=  [x  — y)  [x  -\-  y)  zx [3  ( 3x-  +jr')]'- 

Comme,  dans  le  produit  [x  — y)  {x  -f- >')  20:,  le  troi- 
sième facteur  est  la  somme  des  deux  autres,  on  pose 

x  +  v  =  .r,,     X  —  _)•  =  r,, 

et,   si  l'on   remplace  dans  l'identité  précédente  x  et  y 

par  — '-t  — ^'  on  a,  en  effaçant  les  accents, 

*  2  2 

.  /   ^  i  i-^'  —  7' H-  3-n- (20:  +y)f  +  [ J  •■'  —  ^■■' 4-  3xr  ip.y -+  .ri]' 

''^   ^  \       ^:z  xy\x  -\- y)  [ 3  (.r-  -A-  xy  +  y"- )]'. 
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En  changeant,  dans  celle  dernière  idenlilé,  y  en  )  '  —  x, 
on  a  celle-ci  : 


> ^      I        :-;  x[y'  —.t][3j  (.r'  —  u-f^  -h  J-«  )]=> 

L'idenlité  (4o)  a  déjà  été  donnée  par  M.  E,  Lucas,  qui 
\  a  été  conduit  par  des  considérations  géométriques;  on 
peut  encore  la  démontrer  comme  il  suit. 

Si  l'on  part  des  équations  (18)  et  (19)  du  n"  5,  «n 
égalant  U  à  zéro,  on  a 

x{x:.  H-  JK^  1 

r  rrz  —    — ^ •) 

et,  par  suite, 

X|  =■: '—  i  y-*"  -+-  3M''r-z-  —  .r-'z^  -}-  G.rzjM 

ys^z  y-^  ■  -^    '■> 

Alors,   en  substituant,    dans  l'équation  (18),  pour  X,, 
\  i,  U,,  les  expressions  précédentes,  on  obtient  ridentité 

[_>'  —  X^z'-r-  3xzy''['îj-  -\-  .rzVf 

-+-  [.?-^z'  — J-*  -t-  3xzr^[-?..vz  -f- j'')]^ 
~  xzy'  [.vz  -r-  r ')  [  3  (  y"  -i-  x'  z-  -h  .-rzy-  ]  ]»; 

mais,  si  l'on  y  fait 

y-~.r„      xz---y^, 

et  que  l'on  efface  les  accents,  on  a  rideniité  (4o)- 

Pour  obtenir  une  nouvelle  identité,  faisons  a  ei  h 
égaux  à  I  dans  les  équations  (5),  (8)  et  (9)^  alors  on  a 

X=z  j;'~  3.rr'  ~-j\ 

Y  =  3.rr(j^-hjr), 

X'  -f-  XY  -h  Y=  =  (.r:=  +  xy  +  j'  )', 

^—Y^x^~y^—  3xy[ix^y). 
4nn.  de  M,nliéinat.,  i'  série,  t.  X  VIM.  (Sf ptPinbre  1879.)  ?.6 


(   4^>'^-    ! 
Si  maiiUenaul  on  multiplie,  iiumbic  ;'i  in(îm])re,  1rs  deux 
dernières  équations,  il  vient 

X'  —  Y=  z:.-  [x'  -  )■'  -  Zxy  ;,r  -i-  2j>-)]  [x^  ^  xy  +  y^  )\ 

ou 

T?  —  3  j:j''  —  y^  '•'*  —  [3  J^r  (j:  -l-  j)]' 


^  ^         I  zr;  ix'  —  /^  —  3.7;X  '  -^  -!-  ^j)]   '^^   "!"  -^T  "^  / 

C'est  l'identité  qu'il  s'agissait  de  trouver 

Remarque.  —  L'identité  (42)  conduit  ;'i  une  nouvelle 
démonstration  de  lidentité  {^o  j. 

En  effet,  si  l'on  permute  .r,  y  dans  l'identité  i^i)  et 
(jue  l'on  retranche,  membre  à  membre,  celte  dernière 
itlentilé  de  celle  qu'on  a  obtenue,  on  a 

[x^  —  y^  -f-  "ix^yY  -f-  'X'  • — ■  y^  —  3  jr>^)' 

=  X  — }■")  [x -{-  7.y]  \ix  -\- y:   X-  -r-  xy  -i- r^'^. 

Or,  comme  dans  le  produit  (x  —  7  )  (x-h  2}  )  (2X+ )  ) 
le  troisième  facteur  est  égal  à  la  somme  des  deux  atitres, 
par  un  changement  de  variables  dont  le  clioix  est  évi- 
dent, on  est  conduit  à  l'identité  (4'^)- 

Je  vais  maintenant  démontrer  une  identité  plus  gé- 
nérale que  les  précédentes,  et  qui  donnera  quelques-unes 
d'entre  elles  comme  cas  particuliers. 

D'après  le  théorème  I  (2)  étendu  à  quatre  facteurs 
dont  trois  sont  égaux,  on  peut  écrire 

Xî  ~  X,  Y,  -^  Y]  —[x]-r-  .r,  r,  -+-  r  ]  )  [x'  -^  xy  -i-  y^  \ 
ou 

(43  ;   X-;  -  Yî  =  :X,  -  Y,]  (x?  H-  X,  r,  -4-  JÎ]  (.r=+  x.v  -+- j'^\ 

X,  et  Yi  sont  (Failleurs  obtenus  en  lemplaçant,  dans 
!es  formules  (9.;,  d'abord  X,  ï,  x,  y,  «,  h  respective- 
ment par  X,,  Y,,  X,  Y,  I,  I,  puis  X,  Y  par  les  expres- 
sions   (juiî   donniMil    lc>    lurniules   (81,    c'est-à-dire   que 
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i  ou  a 

X,  —  Y,  =  [x^  —  y'  —  6.r>-=  ^  3  J--'/)  ar, 

+  (  j3— j;=— 6a:-j  —  Sxjr^)  j,. 

On  voit  alors  (|ue,  a  el  b  étant  égaux  à  i  dans  l'équa- 
tion (37),  on  pourra  prendre  pour  c  la  valeur  donnée 
par  la  fornaule 

(44)  ^:^(X,-Y,):xî-..r,J,^-J=), 

l'expression  de  Xj — Yj  étant  obtenue  par  la  dernière 
équation. 

Il  e'ît  visible  d'abord  que,  si  dans  l'expression  {44)  o'^ 
fait  successivement  Xj  =  i ,  j),  =  i,  et  o-'i  =  i,  }  j  =  o, 
orî  trouve  pour  c  les  valeurs  données  par  les  identités  (4^) 
et  (4^)  i  ces  identités  elles-mêmes  sont  donc  la  consé- 
quence de  l  identité  générale. 

Donnons  encoi^e  à  .rj  et  ji  les  valeurs  x  el  — y.  alors 
on  a 

c=  {.r'  -1- j^j  {■>■  —  jY, 

et  l'identité  générale  devient 

(45;    [.r  :.r=  -  2^'  ]f  -^  [- j  [x'  4-  2.rM]-^  =:  [x^  -j- j')  (.r=  ~~j-']\ 

On  peut  conclure  de  tout  ce  qui  précède  que,  si  dans 
l'équation  (87^  a  el  b  sont  égaux  à  i,  cette  équation 
pourra  être  résolue  lorsque  c  aura  l'une  des  formes  sui- 
vantes : 

2  (.r"  -r-  3  J-  ),      .r )-  [j:  '■-  y  ' ,      .r  ;'  1  ■''  —  .r  , 
j:'  —   r  ^  —  3  XJ"    .r  -r-  2  J    ,       x"  -  -    >  '. 

Toutes  ces  formes,  à  l'exception  de  la  première,  déri- 
vent de  la  forme  générale  (44)  i  mais  elles  sont  toutes 
utiles  à  connaître  pour  les  .ipplications  numériques. 


(  Wi  ) 

.]«^  vais  niainleiianl  (-tablir  des  idcMilllés  corrcspomlaut 
au  cas  où  n  cl  h  ont  des  valeurs  (juclcouqucs.  Supposons 
(jiie  la  fonclion  Z  (i5)  soit  mullipliée  par  la  fonction 
./■^ -4-  rj^ -f- /^2^  —  3/".r,  y,  Cl  ,  que  nous  représentons 
j);u'  Zi,  et,  pour  plus  de  ^iniplicilé  dans  les  calculs,  fai- 
sons d'abord  z  =  o  dans  les  formules  (  1 5  )  et  {19);  ce 
qui  donne 

SI  l'on  suppose  maintenant  que  le  second  membre  de 
lidcntiié  (18)  soit  multiplié  par  Zi,  et  que  l'on  désigne 
parX',  Y',  U'  les  valeurs  qui  remplacent  X,,  Yj ,  U,  dans 
le  premier  mcmbie,  on  aura  |)ar  le  calcul  ordinaire, 
mais  en  posant,  pour  plus  de  simplicité,  ;),=  i,  Zi=^o, 

X'  =-    .r^  -r-  ry^  ]  .r,  +  3rx>  ', 
Y'=:--./^H-0''-^3.<>.r„ 
U'  =:  3jj  [jXi  -I-  .r). 
On  a  aussi 

Z,  rrzx'j  H-,-. 

En  ('galant  U'  à  zéro,  on  a 

.r 
•r,  = , 

et,  en   substituant  cette  valeur   de  .r,    dans  X',  Y',  Zj, 
on  a 

X'  =:  --^— ^  5     Y'  =     --^-^ ^ ,     Z,  =  -^ : 


d'on,  après  avoir  remplacé  /'par ?  on  déduit  l'identité 


On  peut  donc  énoncer  le  théorème  sui\  anl  : 


(  4o5  ) 

Théorème  V.  —  a  ei  h  ayant  des  valeurs  quelcon- 
ques, on  peut  toujours  déterminer  c  d' une  infinité  de 
manières,  de  telle  sorte  que  l'équation  (Sj)  puisse  être 
résolue  en  nombres  entiers,  Z  étant  différent  de  l' unité. 

Ou  peut  trouver  pour  c  une  expression  qui  conlieniie 
autant  de  variables  que  Ion  veut,  en  nauhipliaiit  succes- 
sivement les  deux  membres  de  l'équation  (i8  )  par  des 
fonctions  Zj,  Z2,  Z3,  .  .  .  (on  désigne,  en  général,  par  Z^ 
la  fonction  x^'  +  rj^  H-z-z,'  — ZrXj^jpZp)  et  en  rempla- 
çant, dans  le  premier  mem])re,  Xj,  Yi,  Uj  par  les  fonc- 
tions qui  correspondent  à  la  deinière  niuhiiilication. 
On  égalerait  ensuite  à  zéro  la  fonction  que  rein[)lacc'  U 
après  les  multiplications.  On  pourra  d'ailleurs  disposer 
des  indéterminées  pour  trouver  autant  d  identiti^s  que 
l'on  voudra,  plus  ou  moins  simples.  Si,  par  exemple, 
on  multiplie  par  deux  facteurs  Z,,  Zg,  et  que  Ton  fasse, 
pour  simplifier, 


en    eO'ectuant 
l'identité 


(47) 


«[3  6.rr'^  [by''- —  ■i.(ix^)Y-\-b  a'x'''-\- b'^y*' —  -abjr^r'Y 
=zb  ia^jr^-\-  b^y —  î^a^  bj:''y^-r-  "i a b'' x^  y*^ >  («.r'-l-  h 


3  3 


qui  conduit  h  une  nouvelle  forme  de  c  correspondant  à 
des  valeurs  arbitraires  de  a  et  h. 

iO.  Recherche  des  formules  qui  permettent  de  déduire 
d' une  première  solution  de  l'équation  (37)  une  infinité 
d  auti'cs  solutions. 

Prkmieti  CA.S.  —  a  et  h  sont  égaux  à  Vunité.  Sup- 
posons que,   dans  Videiuité  (45),  x  et  )  ,  au  lieu   d'être 


(  4o6  ) 
des  nombres  enliers  quelconques,  forment  avec  une  troi- 
sième variable  z  une  solution  de  l'équation  (37)-,  alors, 
dans  celte  identité,  on  peut  remplacer  x'-t->^  par  c.z^^ 
(!l  son  second  membre  peut  s'éciire  c"^^  z[x"'' — >'^)  i''.  Il 
suit  de  1h  que,  (jr,  )  ,  z  1  étant  une  première  solution  de 
l'équation  (Sj),  on  aura  une  seconde  solution  X,  Y,  Z 
par  les  formules 

I    X  -    .r.  [x^  +  lj^  ^ 
(48)  Y=^-y'i:>--V)-,, 

ce  sont  les  formules  de  Prestet  et  d'Euler. 

On  voit  de  même  que,  si  l'on  change,  dans  l'iden- 
tité (4^)')  X  et  y  en  x^  et  7^,  puis  que  l'on  remplace 
x.^ -'r  Y^  par  cz^,  à  une  première  solution  (a:,  7,  z)  de 
1  équation  (37)  correspond  une  seconde  solution 
(X,  Y,  Z),  donnée  parles  formules 

/  X  =  x"  —  r"  -r-  3  X^J^  [  1 X^  ~\-  j'  , 
(  49  )  )   y  z::^  ,  «  _  .^.i-  _|_  3  a:\r^  [ly^  -i-  .P"  ;, 

'    z  =^  3  xyz  { j:*  h-  x'^y^  H-  /"^  )  • 

Ces  dernières  formules  sont  dues  à  M.  Lucas. 

Deuxième  cas.  —  a  et  h  sont  des  nombres  entiers 
quelconques ,  positifs  ou  négatifs.  Remplaçons,  dans 
ridenlllé  (46j,  ax^  -r-  by^  par  cz^\  on  voit  alors  que, 
en  désignant  par  (a:,  y^  s),  (X,  Y,  Z)  deux  sohitions  de 
l'équation  ^7),  on  a  les  formules  suivantes,  telles  (ju'on 
les  déduit  delà  méthode  de  Lagrange  i*)  : 


X^ 

.r  [a .r^  -r-  2  é >'"'   , 

Y  = 

—  y[iax^  -t-  hy^\. 

Z  = 

z  nx^  —  by^^. 

[*)   l'oir    le  Mémoire    de  Lagranfî?   déjà    cité    en   commen<;anl  :   Pe 
qnelijues  f/rohlèmes  ttc  I' .-tuait  sc  de  Diop/iante. 


(  4o:  ) 

11.  Formules  qui  donnent  une  troisième  solution  de 
Véquation  (S")  lorsqu'on  en  connaît  deux  autres. 

Soient  [x.,j^  ir),  [x' ,  y' .  z')  les  deux  premières  sohi- 
lions  et  [x" ,  ^  ",  z')  la  troisième.  En  exprimant  que 
(x,  r,  '),  [oc',  >  ',  z)  sont  deux  solutions  de  Téquation, 
on  obtient 

n  h  c 

^3^'3  __   ,  Sj'a  ^..ij's  _  -..  .,.'3  .r'  >•'-  —  >-=x'3' 

rt,  t,  c  peuvent  donc  être  considérés  comme  respective- 
ment égaux  aux  binômes  z^ r'^  — J^^ '^  •3"^"'''  —  z^x'\, 
x  j     —  >'  ■*a:    . 

Cela  posé,  ajoutant,  membre  à  membre,  les  deux 
identités  évidentes 

„■-'  i,   3  Jp-'  «;3  =-    I  «3  ^3j    |„3   _4_   ,;^   -4-    j    3  Mc)  , 

on  a 

I   —  «'3       M-  t>'^    t-  («^  —    I  '    >•'■■'  «)"  =     "^  —  ''^        i    —  '"'  'j 

ou  encore,  après  avoir  remplacé  u  et  »^  respectivement 

r  )  ■ 

par  — -  et  ^? 
vt  1 

Si  maintenant  on  change,  dans  l'identité  précédente, 

/      /        -^     .'■     •^' 
.r,  -)  ,  X  ,  )     en  -,    -•.   ~ 


•'    ■  '  —  ■!    -7»    il  vient 


iyy'i—r^z";  ^x\)'z'—  a:'\)-z;'-h  (jr»3'3—  z^x'^  {r-':r'z'~y'xz;' 

(*)  Cotte  idpiitité  montre  que  l'on  peut  trouver  une  infinité  de 
nombres  entiers  qui  soient,  de  doux  manières  diflërentes,  la  somme  de 
trois  cubes  entiers. 


(  1o8  ) 
ou  encore,  en    lenanl  compte  de  Ja  remarque  faite  en 
commençant, 

a  [x\r' z'  —  .»:'\}zY  -+-  h  [j  -x  z  ~  y'''xz]^  =.  c[z^;r'y'—  z'^xr)'; 

on  a  donc  les  formules  demandées 


'"--^■'x'z'- 

.jy'  r' —  z  ■'.rr. 


r''x  z  —  )■  -,/•; 

r2  ^'   v'  . 


Les  formules  précédentes  sont  plus  simples  cjue  celles 
de  Cauchy;  mais  elles  s'en  déduisent  aisément  et  don- 
nent, d'ailleurs,  la  même  solution.  On  voit  aussi,  à  l'aide 
de  ces  mêmes  formules,  que,  si  l'on  avait  la  relation 

r'         z' 
-  +  •-  H-  -  =  O, 
X  )  z 

on  retomberait  sur  la  solution  (x,  y,  z):  il  en  est  ainsi, 
par  exemple,  lorsque  [x^  y^  z)^  (x',  rS  "')  sont  deux 
solutions  consécutives  données  par  les  formules  de 
Lagrange. 

12.   Résolution  en  nombres  entiers  de  l  équation 

(Sa)  alL^'\-  bY'  =  cNK 

On  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation  (20)  par 
un  facteur  Zj,  défini  comme  au  n"  9,  et,  en  posant 

b 
3  =  o,     z,  ^  o,     j,  =zi,     r-^-i 

n 

par  un  calcul  tout  semblable  à  celui  qui  a  donné  1  iden- 
tité (4^),  on  obtient 

Ia  \x ( 4 «' J;"  —  I ^ahx"  J '  — -  4  ^0  *  )  ? 
~i~b\_y  [\oa-x^ —  \6abx^  Y^  -r  ^\r'  j^ 
=  :64'''^''^ —  i68rt^^x"v''~    I  a.v^-.r')"-;    b^j^ ,  \ax^-<-  b) 


(  4o<)  ) 
El  ainsi  se  trouve  démontré  le  ihéoième  suivaiil  : 

Théorème  VI.  —  a  et  b  étaiil  des  nomhies  entiers 
quelconques,  on  pourra  trouver  une  infinité  de  valeurs 
de  c,  telles  que  l' équation  {52)  puisse  être  résolue  en 
nombres  entiers. 

]Nous  nous  arrêtons  ici  dans  la  résolution  de  lécjuation 
rtX*-f- è Y^  =  cZ";  car  on  voit  assez,  par  ce  qui  pié- 
cède,  comment  on  trouvera,  pour  toutes  les  valeurs  de  //, 
une  identité  analogue  à  l'identité  (53). 

13.  En  partant  des  identités  fondamentales  qui  ont 
été  établies  dans  la  Section  II,  on  peut  quelquefois  par- 
venir à  des  identités  qui  conduisent  à  la  résolution  de 
nouvelles  équations.  J'en  citerai  un  seul  exemple. 

Ondéduitd'abordaisément  des  équations  (j5),(i6)  et 
(i^)  celle-ci  : 

Z'4-  3XYU  =  (.t'-f-  rj'H-  r= -.'-'-  i^rxyzY 

-f-  6 /•  ,^  j -  —  jcz]  [ .r'  —  ryz \  [ rz*  —  .tj ]  ; 

d'où  il  suit  que,  si  l'on    résout  par  rappoi  l  à  x^y  ov\  z 
l'une  des  équations 

f-  —  xz,,      .r-  =  ryz,      rzr-  —  xy, 

le  second  membre  de  l'identité  précédente  se   réduit   à 

y  ' 
un  carré.  Si   Ton    prend,  par   exemple,   z  égal  à— ^   ce 

,             ,         1      •           {x^ -^- nrx^y^  -^  r'-y^Y  , 

second  membre  devient '- •>  et  les  va- 

leurs  de  X,  Y,  U,  Z  s'obtiennent  en  leinplaçant  dans  les 
formules  (i5)  et  (17)  z  par'— •  Si  alors,  comme   à  l'or- 
dinaire, on  cbaii"e  /en  -,  on  a  finalement  l'identité 
(i 

■^  '  I        =^  V/'x'    -  7^é.r  V-;-  b\y^]\ 


(4io  ) 

à  laquelle  M.  Lucas  est  aussi  parvenu,  mais  autrement. 
L'identité  (54)  donne  évidemment  le  moyen  d'obtenir 
une  infinité  de  solutions  de  Téquation 

[A  suivre.) 


QIEST10\  PROPOSÉE  Al  CONCOIRS  GÉNÉRAL  DE  1878,  POIR 
LA  CLASSE  DE  MATUÉMATIQllES  ÉLÉMEMAIRES5 

SOLUTION  DE  M.   L.  DE  LAUNAY, 

Élève  du  lycée  Foiitaiies  (classe  de  M.  Desboves^i  (*). 


Dêterniiiier  les  rayons  des  deux  hases  d' un  tronc  de 
cône,  connaissant  :  i"  la  hauteur  h  du  tronc;  oP  le  vo- 

3 
lame,   (jui  est  équivalent  aux  -j  de  la   sphère  de  dia- 
mètre Il  ;  3°  la  surface  latérale  équivalente  à  celle  du 
cercle  de  la)  on  a. 

On  ne  considérera  que  les  troncs  formés  par  des 
plans  qui  coupent  les  arêtes  d'un  même  côté  du  sommet , 
et  l'on  indiquera  le  nombre  des   solutions  qui  corres- 


a 


pondent  aux  diverses  valeurs  du  rapport - 

Soient  X  etj'  les  deux  rayons  de  bases,  l'expression 

du  volume  sera  -^  [x- -{-  }^  ~\~  X)  ),et  comme,  par  livpo- 

3 
thèse,  elle  est  égale  aux -7  du  volume  d'une  sphère  de 

4 

diamètre  A,   c'est-à-dire   -a  -7,;<,  -,tJl^  ou- -A',  on  a    la 

40  b 


{')  Premier  prix  du  Concours  jonéral. 


(  4ii  ) 

première  équation  du  problème 

—  [  .1-'  -h  y-  -f-  .r  >-  ■—-■!:h\ 

ou,  en  supprimant  le  facteur  commun  -h  et  multipliant 
|iar  3  les  tleux  membres  de  réquation, 

(i)  j-'+j=-;-x)- =  J/i^ 

o 

La  surfacelatérale  a  pour  expression  (/désignant  Tapo- 
tlième  du  tronc'  r.l  x  -+-7)  ou  r  y/i*-i-  [x — )  *)(  j:-f-/)  ", 
on  a  donc,  après  avoir  élevé  au  cai-ré,  la  seconde  équa- 
tion du  problème 

(2)  ia;-r- r)'[/i'-f- (x— j)']  =  a'. 

Pour  résoudre  le  système  des  équations  (i)  et  (2),  on 
peut  employer  plusieurs  méthodes. 

Première  méthode.  —  Prenons  pour  inconnues  auxi- 
liaires la  somme  des  rayons  et  leur  difTérence  j  en  re- 
mar(|uanl  que  Ton  a  identiquement 

\xy  zz^  [.r  —  j      —    a?  — j  % 

la  première  équation  devient 

,          :'  .r  — ■  r  -  -  —  1'  .r  —  r  'i  '         3  , 
[.T-^yf—  : j— '—  =g^-, 

on,  toutes  réductions  faites, 

(3)  6(x-l-j)=^2(.r-j-)~3/t% 

d'où,   en   substituant  dans  cette   écjuation   la    valeur   de 
(j:-t-  »")*  tirée  de  l'équation  12), 

— — -r  -^  lix  —  V;'—  3//% 

h--i-  \x  -~yf 

ou 

6rt*  -1-  ih-' .T  — ^i')'-!-  l[x  —  Y^,'zi^  l)/i^    -  3//'(.r  —  y'-, 


(    4l2    ) 

d  où  l'on  détluil  réfjuatiori  définitive 

(4)  2(0:  —  /)'•  —  /^^^r  —  ?';■-+-  6fl'  —  3/i'=:  o. 

Nous  sommes  lainenés  à   résoudre  une  équation  bi- 
carrée en  X  —  y,  d'où  Ton  tire 


-V^- 


■J 


x-j  =  zr:. ^ 

Mais,  les  équations  (1)  et  (2)  étant  symétriques  par 
rapport  à  x  eiy^  on  peut  convenir  d'appeler  toujours 
X  la  plus  i^rande  des  deux  quantités  x  et  j  ;  x — y  est 
alors  toujours  positif  et  l'on  a  finalement 


_  y  >^-  =i=  v/25  h'  —  48 «« 


Portons  maintenant  ces  valeurs  de  x  —  y  dans  ré([ua- 
lion  ^3  I,  il  vient 

6  .r  H-  r  '  —  3  A' 

— ^ 

2 

d'où  enfin 


(6)  --^.>---V   3 

Maintenant  ces  valeurs  de  .r — y  et  de  .r -h  )     étant 
connues,  on  en  déduit  x  et  >   par  les  équations 


'  4  *  ^  4 

8   j-  ^  7  V  — =tL— -^ ,  S  /r.^  ^25 /t*-  48«'. 

'  4  V  o  4 


(  4-3  } 

Discussion.  —  Pour  que  les  valeurs  de  j:  el  de  jy  soient 
admissibles,  il  faut  d'abord  qu'elles  soient  réelles.  Pour 
que(j:  —  ))-soilréel,  il  fautquela  quantité  aSA* —  4^  a* 
soil  positive,  cest-à-dire  que  l'on  ait 

,     ,  a^         3.5         n  \l5 


.  ■)       — 


Mais  une  valeur  de  (.r  —  y)'  admissible  doit  être  non- 
seulement  ré(dle,  mais  eneore  positive  pour  que  x — j 
soit  réel. 

Or,    le   produit    des    racines    de   l'équation    (4)    Pst 

:  nous  sommes  donc  conduits  a  distinguer  trois 

cas,  suivant  que  6a* —  Zli*  sera  supérieur,  inférieur  ou 
eqal  a  zéro,  cest-adire  suivant  que  -^  sera  superieui", 

inférieur  ou  égal  à  --.  ces  trois  hypothèses  sont  d'ailleurs 

., ,  .  I  ,  .  -25 

possibles,  puisque  -  est  plus  petit  que  -jô''>   nous  avons 

rt'  1        25 

donc  déià  pour --deux  valeurs  principales -•>  -7— • 
'     ^  /i'  '  '  2    4<5 

D'ailleurs,  l'équation  (3  j  étant  du  premier  degré  par 
rapport  à  (a:-l-j')*,  à  chaque  valeur  de  .r  —  >  corres- 
pondra une  valeur  de  (.r-h  1  )' ;  pour  que  cette  valeur 
soit  admissible,  il  faut  qu'elle  soit  positive,  c'est-à-dire, 
d'après    l'équation    (H),  que   3  A'  soit  plus  grand   que 

3    ,  . 

2  (.r  —  yf\  nous  devons  donc  comparer-  h'  à  {x — /)"; 

3     o  , 
or,  en  substituant  -  A"  à   [x  —  yf  dans  l'équation  (4), 

on  obtient  -Ii* //*-r-  6a''  —  3//*  ou  6a'. 

1  1 

Le  résultat  de  la  substitution  est  donc  tou)()Uis  positif 

et  par  suite  la  valeur  de  [x  -V-jf  positive. 


(  4'4  ) 

D'ailleurs,  pour  ([uc  x  cl j  soieul  positiCs,  il  laut  (|ue 
X  —  y  soil  plus  petit  que  x  -l-  y-,  ou 

8(.r-ri^<3A% 

3 

8' 


i7<  ^^' 


3 
Comparons  donc  -h^  à  [x  — j  j-,  et  pour  cela  subslî- 

3 
tuons  -/i*  à  (j:  —  r)"  dans  l'équalion  (4)  i  le  résultat  de 
o 

la  substitution  est 


ou  enfin 

32   " 

Nous  sommes   donc  conduits   à  distinguer  trois  cas, 
suivant  (jue  192  a*  est   supérieur,   égal   ou   inférieur  à 

gq/î.  ,  c  est-a-dire  suivant  que  —  est  supérieur,  égal  ou 

mien  eu  r  a  ^^^' 
192 

T^    Ml  99  '     1  <   '  3  I  I 

D  ailleurs  -  —  est  égal  a  — (-  ou  — h  tttî  quantile 

102  °         2        192         2        "4 

,  .  ?5         I  I 

])lus  petite  que  tt,  ou  — | — :— • 
^  '  ^       jfi        1        4b 

Cela  posé  (*),  faisons  croître—»  eu   passant  par  les 


(*)  Un  tatilpau  do  la  ilisnission  porniot  do  la  siu\tp  pins  farilcnienf . 


(  4i-:J  ) 

trois  valeurs  principales  que  nous  avons  trouvées  cl  qui, 

j  ,.      ,  .  I      qo      25 

raneees  dans  1  ordre  croissant,  sont  -  •>  -^^ .  — p. 
°  2     19?,     40 

Supposons  d'abord  —  plus  petit  que  -;  alors,  dans 

l'équation  (4),  le  produit  des  racines  est  négatif  5   l'une 

d'elles  est  négative  et  à  rejeter,  lautre  est  positive. 

...    a'  .     ,  .  qo  ,  ,, 

Mais  ■—  est  aussi  plus  petit  que  -^-=— »  et  199. «' —  99" 

est  plus  petit  que  o  ^    le    résultat  de  la  substitution  de 

3        , 

^/i^  à  (x — j  )■  est  donc  négatif;   l'une  des  valeurs  de 

(x  —  y' Y  est  plus  petite  que  -Ir  et  l'autre  plus  grande  ; 

connue  il  y  a  une  racine  négative,  c'est  elle  qui  est  plus 
petite;  l'autre  est  plus  grande  ei  à  rejeter  :  donc,  dans  ce 
cas,  o  solution. 

Quand  —  est  égal  à  ->  le  pioduit  des  racines  est  égal  à 

zéro  :  l'une  des  valeurs  de  (.r  —  y  y  est  donc  nulle  ;  il  y 
a  dans  ce  cas  une  solution  :  un  cylindre. 

3 
D'ailleurs,  l'aulie  racine  est  plus  grande  que  ;c  //^  et  à 

rejeter. 

Ouand  —  est  compris  entre  -  et  -^>  le  pioduit   des 
^  h*  ^  •>.        192  ^ 

racines   est  positif,  et,  comme   leur   somme  l'est  aussi, 

elles  sont  toutes  deux  positives;  d'ailleurs,  le  résultat  de 

3    ,  , 
la  substitution  de  ^  A' étant  toujours  négatif,  une  seule 

de  ces  racines  est  admissible:  on  n'a  donc  pour  x  —  y  et 
.r  H- ^  qu'une  seule  valeui*  et  par  suite  un  seid  sys- 
lèine  de  valeurs  pour  x  et  ^  . 

Ouand  —  est  égal  à  — ^-?  le  résultat  de  la  subslilution 
^  /r  °  iq2 


(  4««  ) 

<lt;  -Ir  csL  nul  ;  -li^  est  donc  une  des  racines  de  1  équa- 
tion en  (  .r — ■  y  f  \  par  suite,  pour  cette  racine,  a:  —  jesl 
égal  h  X  -\-  y  ely  esi  nul,  c'est-à-dire  qu'on  a  un  cône  ; 
d'ailleurs  l'autre  solution  est  admissible. 

Q,  «^  •  9Q        ^5    ,        ,     ,         , 

uand  —  est  compiis  entre -=^^^-  et-r-.  •  'f!  résultat  de 
II''  ^  192       4^^ 

3  .  . 

la  substitution  de  -  A^  est  positif;  donc  les  deux  racines 

3 
sotitou  toulesdeux  pluspetiiesque  -  //^ou  tontes  tleux plus 

grandes;  leur  somme  étant  égale  à  —^  elles  ne  peuvent 

pas  être  toutes  deux  plus  grandes-,  donc  elles  sont  toutes 
<leux  plus  petites  et  par  conséquent  admissibles.  Dans  ce 
cas,  il  semble  qn'il  v  ait  quatre  systèmes  de  solutions, 
mais  on  new  a  en  réalité  que  deux  : 


x=  ^V- ^-— (-7V/''^-V25A^  — 4«a% 

4  V  3  4 

j  =  1  y'5 h-^  —  v/25A«  — 4«â*  —  j  y/ h' -H  v/25A'— 4ba'  ; 


7  y    —^ h7VA^-V20A'-4b«S 


r  =  ^\/ ^^-3 =^—  --v//^-v25A'-4t)«^ 

Quand  —  est  égal  à  ^  ,  on  a  une  solution  double  pour 

r  1  "*  I  ,25 

X  — y.  et  entin,  quand  —  est  plus  grand  que—?  on  n  a 

pas  de  solution. 

Ces  divers  résultats  peuvent  se  résumerdans  leTableau 
suivant  : 


(  4. 

'7  ) 

1 

Variations  de 

a* 

Nombres  de  snltttions. 

"-<- 
h'^1 

n  sol. 

n'         I 

77       ^ 

I  sol.  :  cylindre. 

—  <^  —  <r  -^^-  I  sr)l. 

2        «'        iy2 

(7*         qq  2  sol.:  i  cône  et    i   tronc 

h*        ii)i  (ie  côiie. 

99     ^'^^  ^"^^ 
T9I  '^^'h'^J^ 


sol 


rt'  ^     2D 

Ti'  ^  48 


o  sol. 


0.5 
maximum  —  ;  on  peut  se  proposer  de  le  trouver  tiirec 


Ou  voit,  couime  détail  de  ia  discussiou,  irue  7-  a   uti 

1° 
tement. 

Supposons  ^*  constant;  nous  cliercbous  le  ma\iu>um 

de  a*  ou,  d'après  réquatîou  (2),  de 

ce  que  l'on  peut  écrire 

/    [  (  x-  -f-  1  ^  -;-  .rj"  ^1  -f-  3rY ]  [  '''^  +  i  •^'  -î-  J'^  -i-  .i"r  \  —  3  xy  j 

î-'j    =(|...,;)(..|.-3,.)' 

Ce  dernier  produit  est  égal  à 

(  -  h-  -f-  .ry  \  i-^/r—  3jrr  ] , 
ou,  eu  développant,  à 

04  O        ■  8 

Nous  soiuuies  doue  ramenés  fiualeiueul  à  trouver  le 

A'iii.  de  MatliémaC,  i"  .série,  l.  XVIIl.  (Sopteiiibrp  1879.)        2"^ 


(  4iy  ) 

maximum  de 

-i.h'^xy —  Q.^x'^ y''z=z  xY[ir- —  l'xxr], 

ou  d(;  \ixy[]r — iixj),  c'esl-n-dire  le  maximum  du 
produit  de  deux  quautilés  dont  la  somme  est  constanle  ; 
ce  maximum  a  lieu  quand  les  facteurs  sont  égaux,  c'esl- 

à-dire  quand  xy  est  égal  à  ^^  ;  et  alors  a^  est  égal  (  lo)  à 

ou  bien  à 

10//-       Zoh^ 

24  24 

ou,  enfin,  à        ,  -;  ce  cjue  nous  avions  déjà  trouvé  par  une 

autre  méthode. 

Seconde  méthode.  —  Au  lieu  de  prendre  pour  in- 
connues la  somme  et  la  différence  des  inconnues  J",  J, 
on  aurait  pu   prendre  xy   ei  x-+-y. 

La  seconde  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(■r -I- r)' [//'+ (^ -h  j)'— 4xj]  =  «', 

d'où,  eu  tenant  compte  de  l'équation  et  de  la  relation 

i.T  H-  yY —  [x  — y  Y 
xy  r=: -, 

4 

6(.r  -4- j)"—  5/? (a-  +  J")'+  2«^=  o, 


4  /5//=±v25/'*— 48«' 

7-V T^ 


Sh^zizdiSli'  —  i\^a'       3,, 
xy  = ^  /r, 

12  o 

II-  -f~  2  y/25//'  —  4^*"'' 


(  4i9  ) 
X  et  y  seront,  par  conséqueni,  !es  racines  cFune  équation 


du  second  degré 


X'—  X\/ \ i ~ =0. 


v^ 


12  24 

Note.  Solutions  analogues  de  MM.  Moret-Blanc  et  Robaglia. 

COî^COlinS  GÉNÉRAL  DE  1878.  —  PHILOSOPHIE. 
SOLUTION  DE  M.  LEINCHUGEL, 

Etudiant  en  Mathématiques. 


On  coupe  une  pyramide  triangulaire  donnée  SABC 
par  un  plan  parallèle  à  la  hase  ;  ce  plan  T'eijcoTitrc 
les  arêtes  latérales  SA,  SB,  SG  respectivement  en 
A',  B',  C  On  mené  ensuite  les  plans  A  B'C,  BC'A', 
CA'B';  soit  P  leur  point  commun  :  déterminer  le  lieu 
décrit  par  le  point  P  lorsque  le  plan  A'B'C  se  déplace 
en  demeurant  parallèle  à  ABC. 

Soit  M  le  point  de  rencontre  des  diagonales  BC, 
CB'  du  trapèze  BCB'C;  la  droite  A'M  sera,  évidem- 
ment, l'intersection  des  plans  BC'A',  CB'A'.  Or,  le  point 
M  se  trouve,  comnie  on  sail,  sur  la  médiane  Sa  du 
triangle  SBC 5  donc  la  droite  A'M,  et  par  suite  le  point 
P,  appartient  au  plan  SAa.  On  démontrerait  de  même 
que  ce  point  appartient  aux  plans  SB^B,  SCy,  en  dési- 
gnant par  |3,  y  les  milieux  des  côtés  AC,  AB.  Par  con- 
séquent, le  lieu  du  point  P  est  la  droite  menée  du  som- 
met S  de  la  pyramide  au  centre  de  gravité  de  sa  base 
ABC. 

Note.  —  Solutions   analogues    de   MM.   Moret-Blanc,    Lc/C.    Robaglia, 
Lannes,  élève  en  Mathématiques  élémentaires  a»  Lycée  de  Tarbes. 

27. 


(  4^o 

CONCOmS  GÉNÉRAL  ME   Î878.  —  QIESTIONS  PROPOSÉES 
POIR  LES  CLASSES  \)ï  SECONDE  ET  DE  TROISIÈME 

(  voir  2"  série,  t.  XVIM,  p.  233  et  2.345  ; 

SOLUTIO.\S  DE  M.  ROBAGLIA. 


Seconde. 

On  donne  sur  une  circonférence  deux  points  A,  Vi 
diamélralcvient  opposés;  on  prend  sur  celle  circon- 
férence un  point  quelconque  C,  et  l'on  porte  sur  la 
droite  AC,  départ  et  d'autre  du  point  C,  des  lon- 
gneurs  égales  CD,  CD',  telles  que  le  rapport  de  cha- 
cune à  la  longueur  CB  soit  égal  à  un  rapport  donné. 
On  fait  mouvoir  le  point  C  sur  la  circonférence,  et  l'on 
demande  : 

1°  Les  lieux  des  points  D,  D'^  2°  les  lieux  des  points 
de  concours  des  hauteurs  du  triangle  ABD  et  du  point 
de  concours  des  hauteurs  du  triangle  ABD'  ;  3**  le  lieu 
du  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  BDiy  •,  4°  ^^^ 
lieux  des  centres  des  cercles  exinscrils  au  même  triangle 
BDD'(*). 

i"  Dans  les  Iriangles  rectangles  éganx  BCD,  BCD',  le 
rapport  des  côtés  CD  et  CD'  au  côté  CB  étant  donné,  les 
angles  égaux  CDB,  CD'B  sont  connus,  et  il  en  est  de 
même  des  angles  ADB,  AD'B  égaux  ou  supplémentaires. 
Donc  les  lieux  dos  points  D,  D'  sont  deux  cercles  déter- 
minés, égaux,  passant  par  les  points  A,  B,  et  symétriques 
par  rapport  à  la  droite  AB. 

2^  Si  H  et  H'  sont  les  points  de  concours  des  hauteurs 


(*)  Lr  lecteur  est  prié  de  faire  ta  fi(;urp. 


(  421  ) 
(les  triangles  ABD,  ABD'5  il   est   facile   de  voir  que  les 
angles  AHB,  AH'B  sont  respectivement  les  suppléments 
cies  angles  constants  ADB,    AD'B;  donc  les  lieux    des 
points  H,  H'  sont  ceux  des  points  D',  D. 

3"  Soit  M  le  centre  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle 
BDD'5  les  bissectrices  DM,  D'M  des  angles  BDD',  BD'D 
rencontreront  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de 
AB  en  des  points  tlxes  E,  E,',  symétriques  par  rapport  à 
AB(*),  et  le  lieu  du  point  M  sera  le  cercle  circon- 
scrit an  triangle  BEE'. 

4°  De  même,  en  nommant  M'  le  centre  du  cercie  ex- 
inscrit tangent  à  ,DD'  et  aux  prolongements  des  côtés 
BD,  BD',  les  droites  DM',  D'ÎM'  rencontreront  la  per- 
pendiculaire élevée  au  milieu  de  AB  en  deux  points  fixes 
F,  F',  symétriques  par  rapport  à  AB,  et  le  lieu  du  point 
M'  seia  la  circoiiférence  circonscrite  au  triangle  BFF'. 

Enfin,  on  verra  encore  sans  difficulté  que  les  lieux 
géométriques  des  centres  des  deux  autres  cercles  ex- 
inscrits au  triangle  BDD'  sont  les  circonférences  cir- 
conscrites aux  triangles  BFE',  BEF'. 

Note.  —  Autres  solutions  deM.M.  Lez;  Moret-Blanc;  Leinchugel;  Lannes. 
élève  en  Mathématiques  élémentaires  au  Lycée  de  Tarbes. 

Troisième. 

Etant  donnés  dans  un  plan  un  cercle  O,  un  point  A 
sur  la  circonférence  de  ce  cercle  et  une  droite  quel- 

(  *)  Cette  perpendiculaire  contient  les  centres  des  deux  circonférences, 
lieux  géométriques  de  D  et  D'  ;  elle  coupe  la  première  de  ces  circonfé- 
rences en  des  points  E.  F,  milieux  des  arcs  AElî.  AFB  ,  et  la  seconde  en 
des  points  E'.  F'  milieux  des  arcs  A  E'  B,  AF'B.  La  droite  DE  est  la  bis- 
sectrice de  l'angle  BDD',  et  DP  la  bissectrice  de  l'angle  adjacent  à  BDD'. 
De  môme,  les  droites  D'E',  D'F'  divisent  en  parties  égales  l'angle  BD'D 
et  l'angle  adjacent  à  BD'D.  Le  point  M,  centre  du  cercle  inscrit  dans  K; 
triangle  BDD',  est  commun  aux  trois  droites  DE,  D'E',  BC. 

[Note  du  livtlacteur). 


(    42^^    ) 

conque  D,  troiwer  sur  celle  droite  un  poinl  tel  que,  en 
menant  de  ce  point  les  deux  tangentes  au  cercle  O  et 
joignant  les  points  de  contact  au  point  h  ^  les  lignes 
de  jonction  fassent  entre  elles  un  angle  donné  Y. 

En  supposant  le  problème  résolu,  on  reconnaît  faci- 
lement que  l'angle  des  tangentes  est  le  supplément  du 
double  de  l'angle  donné  \',  de  sorte  que  le  point  cher- 
ché se  trouve  à  l'intersection  de  la  di  olte  D  et  de  la  cir- 
conférence de  cercle  lieu  du  sommet  d'un  angle  égal  à 
i8o° — 2V,  circonscrit  au  cercle  O.  Cette  circonfé- 
rence a,  comme  on  sait,  pour  centre  le  point  O  et  pour 
rayon  la  distance  du  point  O  au  point  d'intersection  des 
tangentes  menées  au  cercle  donné  par  les  extrémités  des 
côtés  de  l'angle  V  inscrit  dans  le  cercle. 

Il  y  a  donc  généralement  deux  solutions  5  il  n'y  en 
aura  cju'une  si  cette  circonférence  est  tangente  à  la 
droite  D,  et  le  problème  n'admettra  aucune  solution  si 
la  circonférence  ne  reticwitre  pas  la  droite. 

Note.  —  Solutions  analogues  de  MM.  Moret-Blanc;  Lez;  Leinchugel. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECIIKIOIIE 

(AI^'i^ÉE  1879); 


Compositions  de  la  PRE.MiiîRE  sÉraE.    Admissibilité. 
Mathématiques . 
1.   Comment  déduit-on   du    théorème  de   Slurm   les 
conditions  de  réalité  de  toutes  les  racines  d'une  équation 
algébrique  de  degré  donné? 

JI.   Construire  la  courbe  dont  l'équation  en  coordon- 
nées polaires  est 


1>.  OJ  —  DCOSr.) 


(  4^3  ) 
Compositions  du  second  deguk. 
Malliémaliques . 
On  donne  une  conique  rapportée  à  ses  axes 

et  un  point  M  sur  celle  conique  5  par  les  extrémités  d'un 
diamètre  quelconque  de  la  courbe  et  le  point  M  on  fait 
j)asser  un  cercle  :  prouver  que  le  lieu  décrit  par  le  centre 
de  ce  cercle  est  une  conique  K  passant  par  l'origine  O 
des  axes. 

Si  autour  du  point  O  on  fait  tourner  deux  droites 
rectangulaires,  elles  rencontrent  la  conique  K  en  deux 
points  :  prouver  que  le  lieu  des  points  de  rencontre  des 
tangentes  menées  en  ces  points  est  la  droite  perpendi- 
culaire au  segment  OM  et  passant  par  le  milieu  de  ce 
segment. 

Par  le  point  O  on  peut  mrner,  indépendamment  de 
la  normale  qui  a  son  pied  au  point  O,  trois  autres  dioites 
normales  à  la  conique  K. 

1°  Dans  le  cas  particulier  où  la  conique  donnée  est 
une  hyperbole  équilatère  et  où  l'on  a  A  =  i  et  B  =  — i, 
montrer  qu'une  seule  de  ces  normales  est  réelle  et  cal- 
culer les  coordonnées  de  son  pied. 

2°  Dans  le  cas  général,  trouver  l'équation  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  formé  par  les  pieds  de  ces  trois 
normales. 

Obsej\>atio7i.  —  Le  pied  de  la  normale  est  le  point  de 
la  courbe  d'où  part  la  normale. 

Calcul  logarithmique  [résolution  d'un   triangle). 
On  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle  : 
rt^  7953'°, 75,     A  =  5io2'",4*^j     f  =  io8o5'",  10. 


(  /p.4  ) 

Trouver  les  trois  a:iglos  et  la  surface,   les  angles  au  cen- 
tième de  seconde,  la  surface  au  mètre  carré. 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES 


Question  1302 

(voir  2*  série,  t.  XVII,  p.  j?.7); 

Par    m.    MORET-BLANC. 

Dans  une  conique  à  centre,  inscrire  le  quadrilatiire 
maxinumi  ayant  pour  un  de  ses  côtés  un  diamètre 
donné,  et  pour  côté  opposé  une  corde  parallèle  à  une 
droite  donnée.  (F.  Gabriel-Marie.) 

Si  la  conique  était  une  hyperbole,  il  est  évident  que 
la  surface  du  quadrilatère  croîtrait  indéfiniment  avec  les 
distances  de  la  corde  aux  deux  extrémités  du  diamètre 
donné.  La  conique  devant  être  une  ellipse,  qui  est  la 
projection  d'un  cercle,  on  est  ramené  à  résoudre  le  pro- 
blème dans  le  cas  du  cercle. 

Ayant  décrit  un  cercle  sur  le  grand  axe  de  Fellipse 
donnée  comme  diamètre,  déterminons  les  diamètres  du 
cercle  qui  ont  pour  projections  le  diamètre  donné  de 
l'ellipse  et  celui  qui  est  parallèle  à  la  direction  donnée. 
Soient  AB  le  premier,  CD  une  corde  du  cercle  parallèle 
au  second  et  a  leur  angle. 

Abaissons  AE,  BF  et  OG  perpendiculaires  sur  CD,  et 
soitOG  =  z. 

L'aire  S  du  quadrilatère  ABDG  est  égale  à  celle  du 
trapèze  ABFE  diminuée  de  celles  des  deux  triangles 
ACE  et  BDF.  Oi-,  la  base  de  chacun  de  ces  triangles  est 
égale  à 

EG  —  CG  =  a  cos  y.  —  \a-  —  z' , 

la  demi-somme  de  leurs  hauteurs  est  z,  et  la  somme  de 
leurs  surfaces  est 

(  a  cos  a  —  V^''  —  ^')  'j 


(  4^«  ) 

ou  a  donc 


z' 


S  =  2 « c  cos a  —  \a  cos a  —  y  «^  —  z- )  z  =  n  z cos y.-]~z\a^ 

Egalant  à  zéro  la  dérivée  par  rapport  à  z,  pour  avoir  la 
valeur  qui  convient  au  maximum,  il  vient 

n  cos  y. =r:=z  =r  O  , 


el,  en  développant  et  ordonnant, 

43"* —  (4"'  —  '^^  cos'y. 'z-  -f-  n^  sin^y.  =  o. 
Si  l'on  pose  z^  =  aii^  il  vient,  en  divisant  par  a", 
4«'  —  (4^  —  "  cos' a)  a  H-  «^  sin'a  =  o. 

On  est  ramené  à  construire  deux  lignes,  connaissant 

,  il        ^  -,  ,    .   <7'sin^a 

leur  somme  a  —  -  cos- a  et  leur  produit  — -, —  :  on  aura 

ensuite  z  par  une  moyenne  proportionnelle  entre  a  et  u. 
Le  quadrilatère  ABCD  étant  construit  dans  le  cercle, 
on  le  projettera  sur  l'ellipse. 

Question  1311 

(Toir  2'  série,  t.  XVlli,  p.  in;.); 

Par  m.   Marcello  ROCCHKTTI, 
Professeur  au   Jycée  R.   Campanella,  ;i  Re[;gio  (Calabria). 

Quatre  jiomhres  entiers  a,  .j,  y,  0  positifs  ou  négatijs 
étant  donnes,  soitjait,  pour  abréger,, 

P=  a'-f-  p'H-  7-— o(a  -I-  j3  -hy), 
Q  =  .8=  -i-  7=  ^  0-  —  y.  p  -f-  7  -•-  (î ;, 
R  —  72  +  ^-^  +-  a=  —  P  ,7  -H  r7  -f-  a  I, 
S  =  S'-t-y.''  -f-  p^—  7  :  0  -!-  a  -^  p  ■. 
0«  /;e//i  démontrer,  par  un  calcul  direct,  que  le 
nombre 


(  4:^7  ) 
esL  le  produit  de  deux  facteurs,  dont  l'un  s'exprime 
par  une   somme  de  quatre   carrés  et  Vautre  par  une 
somme  de  trois  carrés.  (S.  Realis.) 

Posons 

(i)       A  =  x'-f- e--f-7-+ ô-,      et      B  =  a  — 8-+-7  +  0, 

il  vient 

P  =  A  — Bo,     Q=:A  — Ba,     R=:A— Bfi,      S  =  A  — By; 

d'où 

P=  +  Q^H-R=+S^=:A(4A  — B'), 

et,  en  remplaçant  A  et  B  par  leurs  valeurs  (i), 

-I-  (  a  —  6  —  7  —  0  ?  -1-    a  -4-  0  —  p  —  7  ]•'] 

iA'ofe.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  IMM.  Droz  ;  Ferdinaiulo 
Pisani;  Sondât;  Louis  Cauret. 


Question  1314 

(TOir  2*  série,  t.  XVIII,  p.  3.1,1]; 

Par  m.   Ferdinaado  PISANI. 

•Sij,  dans  un  triangle  ABC,  on  a  A  db  B  :=:  90",  alors 

'2.c-'=    n  -h  b)'^^-h  (a  —  b  ~±% 

les  signes  supérieurs  ou  inférieurs  étant  pris  ensemble. 
On    demande    une    démonstration   simple   de    cette 
extension  du  théorème  de  Pythngore. 

(DoivALD  Me.  Alisteh.) 

1"  Lorsque  A  -t-  B  =:  90",  c"  :=  a-  -f-  h'^  5 

2  c-  =  9.  rt^  -1-  2  è-  =:    a  -h  b  t'  -+■  '.  n  —  b''. 

2"  Soit  A  —  B  =  90",  ou  A  =  90°  -f-  B.  Au  sommet 
de  l'angle  obtus  A,  élevons  au  côté  ABune  perpendicu- 
laire AD  qui  rciicontrci  a  le  côté  BC,  en  un  point  D  si- 


(  4^8  ) 

lue  eiilre  B  et  C.  Ou  a,  par  hypoilièso,  A  =  90°  -f-  B, 

et,  par  construction,  A  =■  90"  +  DAC  ;  donc  DAC  =  B. 

Il  s'ensuit  que  les  triangles  DAC,  BAC  sont  semblables; 

leur  similitude  donne 

bc  ir- 

AD=       ,      DC  =  — , 

(i  a 

d'où 

h''        n'  —  h' 
BD  =  ./ =r 


tlonc 


Dans  le  triangle  rectangle  BAD, 
BD"  =Ad'  -4-  Ab'; 


«'  n'  ir 

[a-—  b'^)-r=z  ia--\-  b^)  c'. 

De  cette  égalité,  on  tire  successivement 

9.  [a''  —  ■b'']^=  [[a  —  by-l-  { a  -f-  /;  ]-  ' 


{a- 

■  hY 

I 

i>^Y 

H- 

[a  ^bY 

{(1^—  b^Y 

T 

2 
—  =    , i j^'  C.     ().    F.    U. 

c'         (  <7  -i-  (y  |-  a  —  b   ■ 

Note.  —  La  même  proposition  a  été  démontrée  au  moyen  des  formules 
de  la  Trigonométrie,  par  MM.  de  Virieu  et  Rocchetti. 

M.  N.  Artemieff,  à  Saint-Pétersbourg,  en  a  donné  deux  démonstra- 
tions, l'une  géométrique,  l'autre  par  la  Trigonométrie. 

M.  O.  Save,  de  l'Athénée  de  IMons,  en  a  donné  une  démonstration 
géométrique. 


Question  1315 

(  voir  ?'  série,  t.  XVIIl,  p.  33G); 

Par   m.    Louis  CAURET. 

htiiiit  (loiniês  un  triangle,  inscril.  ABC  et  le  dianicirc 
DE  perpendiculaire  à  BC,  5/  du  point  C  comme  centre. 


'  4-^9  ) 
avec  lii  moitié  de  BC  pour  rayon,  on  décrit  une  circon- 
férence qui  rencontre  CE  en  N,  que  par  N  on  niciic 
NM  parallèle  à  CA,  et  coupant  AE  en  INI,  il  s'agit  de 
démontrer  que 

Ce  théorème  sert  à  déterminer  le  grand  axe  d'une 
ellipse  dont  on  connaît  deux  diamètres  conjugues . 

(  A.  Cambier.) 
Dans  le  triangle  AEC,  on  a 

AM_Ah: 
CN  "Œ' 

ou,  puisque  CN  =  — -, 

2 

(i)  2.AM.CE  =  AE.BC. 

Le  quadrilatère  ABEC  étant  inscrit,  on  a  aussi 
AB.CE-|-AC.BE=i  AE.BC; 
et,  comme  BE  =  CE, 
12)  (AB -h  AC;CE==:  AE.BC. 

Les  égalités  (i)  et  (  i)  donnent 

2AM.CE=  (AB  -i-  AC)CE; 
doù 

^^^       AB-4-AC 

AM= C.    Q.    F.  D. 

2 

La  somme  et  la  différence  des  demi-axes  d'une  ellipse 
dont  on  connaît  deux  diamètres  conjugués,  étant  repré- 
sentées par  deux  côtés  AB,  AC  d'un  triangle  inscrit  dans 

(*)  Il  est  supposé  que  les  deux  points  E,  A  sont  situés  de  dificrents 
côtés  de  CB;  autrement,  la  droite  AM  ne  serait  pas  égale  à  la  demi- 
somme  des  côtés  AB,  AC  du  triangle  ABC  :  elle  serait  égale  à  leur  demi- 
diflerence.  [Note  du  Rédacteur.) 


(  43o  ) 
une  circonférence  cjue  Ton   sait  décrire,   on   aura,   par 
ce  qui  précède, 

AM  := =  a. 

2 

Remarque. — Si  l'on  suppose  AB  =  a  +  ^,  ou  AB|>>  AC, 
on  aura  le  demi  petit  axe  de  l'ellipse  en  retranchant  AM 
de  AB.  De  A  comme  centre  avec  AM  pour  rayon,  on 
décrira  une  circonférence  rencontrant  AB  en  P5  le  seg- 
ment BP  sera  égal  à  b. 

Note.  —  Solutions  analogues  de  MINI.  Lez,  Fei-dinando  Pisani  et  Ro- 
baglia. 

Question  1317 

(voir  2"  série,  t.  XVIll,  p.  3'G)  ; 

Par  m.   Ferdinando  PISANÎ. 
«   Démontrer  que  le  polynôme 

X''"  —  «2  ^"+'  -f-  2  (  «2  —  I  )  .r"  —  «2  j:"-'  -t-  I 

est  divisible  par  [x —  i)*. 

Trouver  l'expression  générale  du  quotient.  » 

(Genty.  ) 

Ce  polynôme  et  ses  trois  premières  dérivées  se  réduisent 
à  zéro  par  x  =  i -,  il  est  donc  divisible  par  (a:  — 1)*.  On 
peut  le  débarrasser  immédiatement  du  facteur  [x  —  1)*, 
en  le  mettant  sous  la  forme 

[x"—  i)'—  «2j:,n-i(.r—  1)'. 
La  division  du  polynôme  par  [x  —  i)-  le  réduit  à 

(.r"— '  H-  x"~-  -\-  .  .  .  -i~X  -Jr-  l)-  —  //-.t"~'. 

En  divisant  de  nouveau  par  [x  —  i)',  on  a  d'abord  le 
quotient 

/.r"-'  -+-  X"-''  H-  .  .  .  -4-^  -f-  I  \  •■;  w'j:" 


43i 


Maiî 


et 


X  I 

[  x"~-  H-  2  ■x"~^  -t-...-f-(«  —  9.)x  -h  n  —  I 
'--  H-  .r"-^  +  .  .  .  +  ^  +  i' 


Donc,  en  posant 

J.  "^'-  H-  2  j:"~'  -J-  .  .  .  -4-  (  «  —  2  )  .r  -I-  /?  —  l 
on  aura 

^a;"-^-+-.r"-3-4- .  .  .  4-.-r-|-T 


Q=     a-+ 


Or, 


X —  I 


[X  I 

.r  H-  I  " 


=:      X"-' 


3.r"-'^+  6x" 


n  —  2  )  ~|        11  a  —  il 

'  J         ^-  (  *^  —  '  ) 


et 

-r.n—1  _1       ,.«—3  , 


r=r j7"-3+  2.r"-^  +  ...+    «  —  3Kr-h/?  —  2  I  H : 

'-  ^  —  I 

il  en  résulte 

Q  r=  [.r"-2H-  2.r''-3-h.  .  .  +  (  «  —  2  )  a:  +  //  —  i]' 

[  n  —  \\\n  —  2  I  "1 

^"-3  _^  3 x"-'  -f-  b,i'"-='H-  .  .  .  +  '- 

2  J 

—  /^'[.c"-3-+-  2a;"-' +  .  •  .H-  [ri  —  3)^-1-  n  —  2]. 

Le  quotient  est  composé  du  carré  d'un  polynôme  de 
degré  («  —  2)  \  d'un  second  polynôme  du  degré  [n  —  3), 
multiplié  par  in^  et  d'un  troisième  du  degré  (//  —  3), 
multiplié  parf —  n'').  Les  coefficients  des  termes  du  pre- 


(    4^2     1 

liiier  et  du  troisiènuî  so  coraposenl  de  la  suite  nalnrell'' 
des  nonibres  entiers;  les  coefficients  dos  termes  du  se- 
cond sont  les  nombres  triangulaires  consécutifs. 

Note.   —    La    même    question    a  été   résolue  par   iMM.   de    Virieu   et 
Marcello  Rocchetli. 


OllESTIOKS. 

1325.   On  prend    la  moyenne    arithmétique /^i   et  la 
moyenne  harmonique  r?,  de  deux  nombres  donnés  pelq: 

p,  =  ,      r/,  =  — •-—  • 

2  JJ  -r-</ 

On  opère  de  même  sur  pi,  q^:  puis  sur/;»,  cl  q^^   el 
ainsi  de  suite,  de  telle  manière  que 

l'n-^  qn  _     -ypnqn 

Pn+l  ■ -)  <7„4., 


2  pu  -h  </„ 

Trouver  l'expression  générale  de  />„  en  fonction  de 
p  el  q  ;  montrer  qu'on  a 

P<  >  P^  >  />3  >  -  •  •  >  \^P'/r     et     Y,  <  72  <  '/■ô  <  •  •  •  <V/J7 • 

(E.  LecAs.)  (*} 

1326.  Trouver  dans  l'intérieur  d'un  triangle  un  point 
tel  qu'en  abaissant  de  ce  point  des  perpendiculaires  sur 
les  côtés,  on  divise  le  triangle  en  trois  quadrilatères 
proportionnels  à  m,  ii^  p.  (Lez.) 

1327.  On  donne  les  bissectrices  a,  |S  des  deux  angles 
aigus  A,  B  d'un  triangle  rectangle  ABC  5  calculer  les 
valeurs  des  côtés  et  des  angles  A,  B  du  triangle.  (Dis- 
cussion, —  Nombre  des  solutions.) 

(*)  M.  Lucas  ajoute  :  «  Ji  est  probable  que  c'est  là  la  méthode  em- 
ployée par  les  anciens,  dans  l' approximation  des  racines  carrées.  » 
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mmiM  SUR  LA  RÉSOLUTION  M  KOMRRES  E!\TIERS 
«E  LiQlATION 

aX"'-|-  hY'"  =^  cT."; 

Par  m.  DESBOVES. 

[suite  (*).] 


1\ .  RÉSOLrTrON    DE   l/ÉQTJATION  rtX'*4-  hX'' =  cZ", 

«    AYA]NT    LES    VALEURS     2,     3,     4  ■>    KTC. 

14.   Identités  relatives  li  la  résolution  de  l'équation 

(55)  «X' 4- ^'Y'=cZ-'. 

En  égalant  à  zéro  les  valeurs  de  U  et  V  données  par 
les  formules  (27)  et  en  résolvant  les  deux  équations 
ainsi  obtenues  par  rapport  à  jr  et  r,  on  a 

—  )'=                  j  (  2  ;•-  —  Y  II] 
or  = — ^^ — 1      r= — ^ ^ 


Si  l'on  substitue  ensuite  les  valeurs  précédentes  de  jr 
et  7' dans  les  expressions  de  X  et  ¥(27),  et  dans  celle  deZ 
(20),  on  a 

2^- j  z' — j'^w^  H- 2r«z')       „      4^3 «  (z^ — _r«) 
X.  = 1       1  ^ ^ '- » 

4r- 
«•"    ' 

et,  par  suite,  on  obtient  l'identité 

(z'  —  j^u^  -+-  nyuz^ }  -\-  z^yu  [ju  —  9.3')  [2  (z-  —  ?'")]* 

=  (s'  -H  X^"''  +IOX-K-Z^ 4^^/'"^  I2J«Z')^ 

(*)  Nouvelles  Annales,  2*  série,  t.  XVIII,  p.  898. 
Jnn.de   Uatliéma:.,  u*  série,  t.  WIII.  (Octol)i«  1879.)      28 
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Si  maintenant  on  pose 

et  que  l'on  efface  les  accents,  on  a 

(56)  i    (•^'~'~  ^•^;>'-~  •'■'"''  -+-J-'^'  (jr4-2a:)  (2X+  2X]* 
\  =  i-i-"  ■+-  r"  H-  I  0.r2j2  +  4r^  r  -+-  127X')'. 

De  l'identité  précédente,  on  peut  déduire  plusieurs 
autres.  Si  d'abord  on  y  remplace j"  par^i  — x,  et  qu'a- 
près la  substitution  on  change  x^  en  jc,  puis  que  l'on 
efface  les  accents,  on  a 

(57)  (j' —  2..vY  +  .T  [r^  —  x)  [9.jY  =  [y*  —  4-*^"  +  4-^J'Y' 

Changeons  maintenant  dans  l'identité  (^y)  .r  en  —  xy., 
et  il  viendra 

(58)  (7+  -y-JcY  —  .zy-[x  +  r)  X  ?.^  =  [y'  —  /\v-—  4-^j)'- 
Enfin,  si  dans  cette  dernière  identité  on  pose 

(jc,  —  y,  1-  i 

puis  que  l'on  efface  les  accents,  on  a 

Les  identités  (  56),  (07),  (58)  et  (59)  montrent  que 
l'équation  (55)  peut  être  résolue,  lorsque,  «  et  c  étant 
égaux  à  l'unité,  b  est  de  l'une  des  formes  yx-  (j  +20:), 
j{jr-h:ix'),x{j^  —  x),  —orj-{x-hj),  —x{x-hj*), 
—  x^y^  (x- — J' )~- 

La  dernière  forme  se  rapporte  au  cas  des  nombres 
congruents  par  rapport  à  deux  carrés.  On  voit,  en  effet, 
que  l'identité  (09)  se  décompose  en  ces  deux  autres 

(60)      (.r-  -i-j')-  -1-  .vr  [x''  — y-^:  X  2-=:(.r' — y-  -t-  ^xr)', 
'^ôi)      1  X-  +  _r-l'  —  xy  ix''-  —  >^)  X  2^-=  i.r.-  —  y^  —  '>.j:v1-, 
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et  qu'ainsi  on  peut  trouver  des  valeurs  de  X,  Y,  U  et  V 
satisfaisant  en  même  temps  aux  deux  équations 

lorsque  a   est  de   la  forme  xy  (x^ — ,>^)-    O'^    prouve 
d'ailleurs  aisément  que  la  condition  est  nécessaire. 
Je  vais  maintenant  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  VII.  —  a  et  b  étant  des  nombres  entiers 
quelconques ,  on  peut  toujours  trouver  une  infinité  de 
valeurs  de  c,  telles  que  V équation  (55)  puisse  être  réso- 
lue en  nombres  entiers. 

En  faisant  d'abord  dans  les  formules  (27)  s=:o,  w  =:  o, 
on  a 

X  =  X\      y=:2.rr,       U=J%       V=0. 

Si  Ton  remplace  ensuite  dans  les  formules  (28  )  X, 
a:,  ...  respectivement  par  X',  X,  ...  ,  et  que  Ton  v 
fasse  z,  ::=  I,  i/i  =  o,  on  a 

X'  =  X.r, -l-rU-H  rVj,,      Y' =  Xj,  +  Y^,  +  rV, 
U'  =  X  +  U^,  -4-  Y^-, ,     V  =  V.r,  +  Y  -f-  Uj-,  ; 

et,  en  mettant  dans  ces  dernières  formules  les  expressions 
de  X,  Y,  U,  V  que  donnent  les  précédentes,  on  a 

X'  =  x-.r,  +  ry-,     Y'  =:  o.xyXx  -4-  -r-j,, 

Si  ensuite  on  égale  à  zéro  C  et  V',  et  que  l'on  résolve, 

par  rapport  à  x^  et  j'i,  les   équations   ainsi   obtenues. 

on  a 

3.r-  —  IX 

r  y 

et,  en  substituant  ces  valeurs  de  x^,  yi  dans  X',   Y'  et 
dans  Z,  [Zi  désigne  le  résultat  de  la  substiiuiion  de  .Tj, 

28. 


(  4.^6  ) 
^  ,,  Zi  h  X,  Y,  z  dans  l'cxpressioi)  (25)  do  Z],  on  oblionl 

X'=  — ?      Y  =  ^î — ^,      Z,  = ^ -  ^^ ^• 


y-  y-  j" 

Mullipliant  maintenant  par  Zj  les  deux  membres  de 
réqualion  (26"),  où  l'on  remplace  X,  Y,  U,  V  res])ecli- 
vement  par  X',  Y',  o,  o,  les  nouvelles  valeurs  de  X,  Y'^,  Z, 
e'est-à  dire  X',  Y',  Zj,  étant  tlonnées   par   les   formules 

précédentes,  après  avoir  remplace  /■   pa)' >  on    aura 

l'identité 

(   a'  Znx''  — •  by*  '  H-  b'\^^a  .r^y  ' 

Le  théorème  \  II  se  trouve  ainsi  démontré. 

15.  Recherche  des  formules  qui  donnent  une  injinilc 
de  solutions  de  l'équation  (55  )  lorsque  l'on  connaît  une 
première  solution,  mais  seulement  dans  le  cas  où  a  et  c 
sont  égaux  à  i . 

Si  Ton  fait  a  =  o  et  que  l'on  change  b  en  — b  dans 
l'équalioM  (  1 1  )  et  dans  les  formules  (  10  )  du  n°  4,  on  a 

XI  —  bYl  =ZS 
X,  =  .r'  -^-6bx'y  4-  b\y', 
Y^  =  4.17  ( .r^  -\-  bj-  ,     Z  =  .r'  —  br' ; 

et,  par  suite,  il  vient 

(.r'  -!-  Qh.r-r^  H-  b"-/'   "■  —  1 6  Z»  jr- j=  (  .r'  -h  by''r  =  [x-  —  b  )V'. 

Changeons  maintenant  dans  Tidentilé  précédente  x^j 
en  Ji:*,y^,  puis  supposons  que  [x^y^z)  soit  une  solution 
de  l'équalion 

S^Z  X*-^^Y•:^Z■-•; 
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alors,  de  l'itletililé  précédente,  ou  déduit 

f.,.'  —  by'Y  +  b[-2.TYzY  =  'r.«  -\-  ^bx\y''Y- 

De  là  il  suit  que,  [x^y,  s)étaut  uue  première  soluiiou  de 
l'équation  (63),  on  en  aura  une  seconde  (X,1,Z)  par 
les  formules 

(64)  ^  —  x'  —  by\     Y  =  ixyz,     Z  =  z'  -^  ^b.v'r' . 

Les  formules  précédentes  sont  dues  à  Lagrange,  qui  les 
démontre,  moins  simplement  que  nous  l'avons  fait,  dans 
son  .Mémoire  déjà  plusieurs  fois  cilé('*')-,  mais  son  ana- 
lyse a  l'avantage  de  pouvoir  s'étendre  sans  modification 
au  cas  où  l'équation  (63)  contient  en  plus  le  terme  dx-  y"' . 
11  suffit,  en  ellet,  de  prendre  pour  point  de  départ,  au 
lieu  de  l'identité  employée  par  Lagrange, 

I  X-  —  by'^  Y  ~\-  by  i.^-y  j-  =  [.r-  -h  by"^  ';', 

l'identité  un  peu  plus  géuéiale  (6).  On  a  alors  les  for- 
mules 

(65)  X  =  x'  ~  by\      y  =  -i-syz,      Z  =  z'  -^[^b  —  d-].T:'yK 

Remarque.  —  On  j)eut  encorde  donner  plusieurs  autres 
démonstrations  des  formules  (64).  On  les  démontre 
d'abord  très-simplement  par  la  méthode  de  Fermât,  et 
aussi  par  un  moyen  que  j'ai  indiqué  dans  les  Nouvelles 
Annales  {**)  '•  voici  encore  une  nouvelle  manière  de 
les  démontrer. 

Remplaçant   dans  les  formules  (?-5)   et  (2j)  z  pari 

et  r  par  —  Z»,  puis    résolvant   par  rapport  à  t  eX.  u  les 

équations  que    l'on   obtient  en  égalant  à   zéro  U  et  \  , 

on  a 

a:' zb  \x^  -r-  by^  -tu 

u.  = ,      t  = 

—  by  y 

(*)  Voyez  le  t.  IV  des  OEiti'iei  de  Lagrange,  p.  09'). — ■  Édition  Serret, 
[**)  Vnh   la  (jitpstioii  132'l.  niuncro  d'août  1*^79. 
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Or,  si   J'oii    suppose  que  [x,j,z)  soit  une  solution  de 
l'équalion  (63),  il  vient 


.T^  ->r  z  X I  .r-  +  z  I 


h  y  by-        ' 

et,  en  substituant  ees  valeurs  de  u  et  t  dans  les  expres- 
sions de  X,  Y,  Z  données  par  les  formules  (aS)  et  (27), 
on  a 

2  ( .r^  H-  z ]  [ x''  —  hy^  \  ^[x"^  -^  z\ xyz 


X  = 


6j^  by' 

4(j:^H-si'(3''  -\-  d^b x* y'') 


el,  par  suite,  l'identité 

(  x''  —  hy^  Y  -h  h[i  xyz  Y  =z'z^  -^-  ^b  .r'j-'  y. 
La  démonstration  s'achève  alors  comme  la  première. 

16.  Fomiules  nouvelles  qui  permettent ,  connaissant 
une  solution  {x,y,  z  )  de  V équation  générale  (  55),  d'en 
trouver  une  autre  (X,Y,Z). 

Changeons  d'abord,  dans  les  formules  (aS)  du  n"^  6, 
X,  x^y^  z^u,  .  .  .,  en  Xj,  X,  Y,U,  \,  ...  et  faisons-y 
Zj=  «1=  0,0:1  =  )  1=  I  :  on  a 

X,=  X^-;•V,     Y,  =  X  +  Y,     U,  —  Yh-U,     V,  =  U  4- V. 

Si  ensuite,  dans  les  formules  (  ay),  on  fait  x  =  o,  y  =  /7t, 

on  a 

X  =: /-(z' 4- 2/-H-) ,      Y"  =  2/-;://, 

U  =(/••  +  /•)  M-,  V  =  2rz//, 

et,  par  suite, 

X,  =  r(z'  +  ira'  H-  2.rzii],      Y,  :=  r(z'  4-  2r/r  -f-  2z«), 

'  U,  —/-«[(/■  4-  I  )  «  +  2  3] ,  V,  =  r«  [  (  /•  +  I  ;  «  4-  2z  ]. 
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En  posant  niainlenant 

r  -+-1    // 

z  =  — 1 

2 

on  a 

X,=  -^(—  3r^  +  b/-n-  II,      Y,  =  -^;r'4-br-3], 

4  4 

U,  =  o,     V,  =  o. 

D'ailleurs  Z,  est  égal  à  i  —  /•,  et,  en  faisant  dans  l'ex- 
pression  de  Z  (so) 

.r  =  o,     yr=^rUt      z=z — «, 

on  obtient 

Z—'-^[r'  —  28/^H-6r'—  'i^r-^  i); 
ib 

on  a  donc  l'identité 

(3,.!_6r—  i)^  — n3  — 6r  — r^)^ 

=  (i  —  /•)(/■*  —  28r'  +  6r^  —  28rH-  i)', 

ou,  en  remplaçant  /•  par  — —■> 

(  ^(3/'  +  6xr  —  .r' >  +  j(3a:'  H-  6jrj  — jr^'V 
(66)  ' 

(        =    .r  +j)(a:^  -t-J*  -h  aSa-j'-H  i^yx^ ^  ô-x'^/')'. 

L'identité  précédente  peut  encore  s'écrire  : 

=  [x-^y][^[x  +  yY-^[x-xYY, 

et,  en  y  changeant  o:,  ^'^  respectivement  en  ax*,  ^/%  on  a 

«|^[3(a.r^+  6r^)^  — 4rt'^*];^-l-  ^'Lr[3  («x^-l-  ij«)'— 46'j«]l* 
=  {ax'  +  ôr*)  [4  ( ax'  +  ^»/^)<  —  3  (  ax'  —  by'Y]\ 

Si  niainlenant  on  suppose  que  [x,j^  z)  soit  une  solution 
de   l'équation  proposée,  on  déduit  de  l'identité  précé- 
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drille  1  équation 

et,  par  suite,  on  aura  une  nouvelle  solution  (X,Y,Z) 
jjar  les  formules 

j   X  =  .r(3c'z'— 4«^A«:,      Y=y[3c\z'  —  /^b'j<'), 

17.   Résolution  de  l'équation 

(68)  aX*-hbY*=cZ'. 

Je  me  contenterai  de  démontre)'  le  théorème  suivant  : 

Théorème  YIII.  —  a  et  b  étant  des  nombres  entiers 
quelconques,  on  peut  toujours  déterminer  c  d'une  infi- 
nité de  manières,  de  telle  sorte  que  V équation  (68) 
puisse  être  résolue  en  nombres  entiers. 

Faisant  d'abord  z  =  o,  u  :=  o  dans  les  formules  (29), 
on  a 

X,  =J:^      Y,  =  3.r\r,      U,  =  3.rj^      V.  i=j\ 

Si  ensuite  on  change  dans  les  formules  (23)  X,j:, .. 
en  X',  X, ...  5  qu'on  y  fasse  i/,  =  o,  r:  =  i ,  puis  qu'on  y 
remplace  Xj,  Yj,  Ui,  Vj  par  les  expressions  précédentes, 

(')  J'étais  déjà  arrivé  à  ce  résultat  nouveau  par  une  autre  méthode 
[Comptes  rendus  dn  7  octobre  1878);  cette  mAme  méthode  donne  aussi 
les  formules  suivantes,  qui  s'appliquent  au  cas  où  l'équation  biquadra- 
tique  contient  en  plus  le  terme  dj.-'j''  : 

X  =  .r  [  /(  bcj*  z°  —  (  rt  jr*  —  ôy'-  )*] ,      \  =zJ-\!^  ac  .c*  z'  —  '  rt  x'  —  *  J')']  -, 
Z  =  ;  j/[2<r(«-c*—  by^)\-  —  {c-  z'  —  fx\r'y\-, 

■  Dans  la  dernière  foriniilc,  on  a  représente  par  /'la  quantité  et'  —  '\  al?.' 


[^9] 
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Y'=  3.vr\r,  -+-XV,  +A-J'» 
U'  =  3xj''.r,  -r-  3 x^  vr,  -f-  j:% 
V  =  j''^,  -i-  3jv-v,  -4-  3-r'j; 


et  si  l'on  résout  par  rapport  à  Xi-,  )  j  les  équations  (jue 
l'on  obtient  en  égalant  U'  et  V  à  zéro,  il  vient 


.r,  =  —  ,       J,  =: 


Si  maintenant  on  substitue  ces  valeurs  clans  les  expres- 
sions (69)  de  X',  Y'  et  aussi  dans  Z,  où  Ton  a  d'abord 
fait  M  =  o,  u  =  o  [(Zj  est,  comme  à  l'ordinaire,  le  ré- 
sultat de  la  substitution  de  .Tj,  ri,  -1  à  x,  y^  z  dans  l'ex- 
pression de  Z  (25)]>  on  a 

,       ^  f  3  j-''  -h  5  /■  j*  ) 

A.      — 


Z  = 


3f^ 
jr  (  5  .r*  H-  3  ry*  ] 

3?  ' 

81a:»  -f-  i58rx*r*  -«-  81  r=y 

877^ 


Alors,  en  procédant  comme  on  Ta  fait  pour  obtenir 

l'identité  (62),  on  a,  après  avoir  remplacé  ;■  par 5 

l'identité 

nui  démontre  le  théorème  énoncé. 

18.    Résolution  de  Véquatio/i 

^70)  riX'  +  bY-  =  r'/J. 
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Si  l'on  pari  de  l'idenlilé  ('■vicU^ilc 

(7  '  )        (-^  +  2/)*  —  (.r  —  aj  ,'  =  xy  [x-  -\-  ^f]  X  2' 
et  qu'on  y  changea,  y  en  x^.  1*,  on  a 

(72)      (x^  4-2J*)  —    x'  —  2)'^  *  =  [jT-'-i-  4^' i  X  [^xy]*. 

On  peut  encore  obtenir  une  troisième  identité  de  la 
manière  suivante. 

En  faisant  a=  o  el  h=z  i  dans  i'étjr.alion  (i  i )  et  dans 
les  formules  (10)  et  (5),  on  a 

[x*  —  607^7^ -(-_i-';'+  [/^xx{x'—y^\]-=  [x^-h  r')*; 

et,  si  l'on  multiplie  par  2  les  deux  membres  de  l'idenlité 
précédente,  puis  que  Ton  y  remplace  nne  expression  de 
la  forme  2(5^  -+-t^)  par  (5  +  t)--H  {s  -ht)-,  il  vient 

[(.r-f- j)*  —  J^xy^i3x  -{-  '2y)']'^-{-[[X  -{-ri* —  ^x^j[ix-h'i})Y 

On  vérifie  d'ailleurs  facilement  que  l'on  a 

[(.r-f- j)^  —  ^xy^[3x  -+-  2/jp  —  [[xA-rY  —  4'''''J  l^-^'  "+"  ^j)]' 

et  en  multipliant,  membre  à  membre,  les  deux  dernières 
identités,  on  obtient 

(  [{^  +  rY  —  ^xy^[3x  -\-  2 r)]* 

(  73  )  —  [(j:  -h y)'  —  4.r\r  (2^  -+-  3  r  Vj^ 

(        z=z  -xxy  !,r'  —  r")  [(jr^ — r']'  —  4-^^j"]  i?-^''  "•"  2j')*- 

Remarque .  —  On  peut  encore  obtenir  l'identité  pré- 
cédente en  partant  de  l'identité  (Sp) ,  dont  on  met  le  se- 
cond membre  sous  la  forme  [(  r^  +  2.r^)^ — ï^.r']-,  et  il 
ne  reste  plus  qu'à  lemplacei-,  au  moyen  d'un  changement 
de  variables,  la  quantité  entre  crochets  par  un  carré;  ce 
(]ui  n'offre  aucune  diffindlé. 
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Les  idenlités  (71),  (72)  et  (7^)  montrent  que  l'équa- 
lion  (70)  peut  être  résolue  en  nombres  entiers  lorsque, 
aei  b  étant  respectivement  égaux  à  i  et  —  i,  c  a  l'une 
des  formes 

a:j(x'-l-4j-'),      J7''4-4j%      2arj(j:-  — x')  [(•«'— j')'  — 4 -^'.r']' 

Je  vais  maintenant  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IX.  —  Lorsque  a  et  b  sont  des  nombres 
entiers  quelconques,  on  peut  trouver  une  infinité  de 
valeurs  de  c  telles,  que  V équation  (70)  puisse  être  ré- 
solue en  nombres  entiers. 

Prenons  l'identité  (3o)  du  n"  6.  Les  valeurs  de  X,, 
Yo,  U,,  V,  n'ont  pas  été  calculées;  mais,  si  l'on  sup- 
pose z  et  u  nuls,  on  obtient  aisément,  parla  méthode 
ordinaire. 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  l'on  multiplie  par  Z,  les 
deux  membres  de  l'équation  (3o),  Zj  ayant  la  significa- 
tion connue,  ainsi  que  X',  Y',  U,  \',  on  a,  en  fai- 
sant   Mj  ^  O.    Zi=  I, 

X'=  (x^  +  ry^  \r,  -f-  ^r.t•Y^Jr^  -\-  Çtrx-jr, 

Y'  =  4-^V-^'  +  [^-^  +  ^y^)x\  -+-  ^r-^y^i 

U'  =  Qx-r'^Xi  -f-  ^x^yYi  -+-  .7:'  H-  ry\ 

Z,  =  [x\  —  r;''  —  ry]  [y]  —  4-^.1; 

puis,  si  l'on  résout  par  rapport  à  Xi,  fi  les  équations 
U'=  o,   V'=:o,   on  a  les  valeurs 

5^' —  ^ry*  rr^  —  5./^ 

\ox-j''  ox-y- 

c|uc'  l'on  subslilue  dan;^  Z',  Y',  U',  V,  Zj,  On  voit  alors 
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que,  en  rompiaçaiil  /•  par -,    on   peut   preiiuie  pour 

valeurs  de  X',  1',  Zi,  Z  satisfaisant  à  ridonlitc 
(74)  a^'  ^h\"-Z:L\ 

Z  =  fl^*  +  by*. 
Le  théorème  IX  est  ainsi  démontré. 


RECHERCHES  Sl]R  LES  SYSTÈMES  POLAIRES  (*); 

Par  m.   JUiNG, 

Professeur  de  Statique  graphique  à  l'Inslilut  technique  supérieur 
de  Milan. 


Tradiction  par  un  ABONNE. 


Dans  la  théorie  des  moments  d'inertie  de  pliisieuis 
Ibrces  parallèles,  dirigées  ou  non  dans  le  même  sens,  on 
rencontre  un  certain  système  polaire  dont  on  peut  tirer 
un  grand  parti  pour  le  développement  géo -mécanique 
de  la  même  théorie,  en  en  déduisant,  par  un  procédé 
naturel  et  uniforme,  les  principales  propriétés  des  co- 
niques de  moments  nuls  et  de  moments  constants,  des 
coniques  d'inertie  et  de  la  conique  centrale,  etc.,  ainsi 


(*)   Note    lue    dovaiil    llnslilul    royal     lonibaril,    dans    sa    séance  du 
iti  février  i''^7(). 
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(|ue  des  quadriques  analogues  quand  les  forces  données 
ne  sont   pas  toutes  contenues  dans  un  même  plan. 

La  considération  de  ce  fait  et  l'étude  de  quelques  con- 
ceptions neuves,  développées  par  l'illustre  professeur 
Cremona  dans  ses  Leçons  de  Statique  graphique,  jointes 
au  désir  de  coopérer,  dans  la  mesure  de  mes  forces,  au 
but  élevé  que  se  propose  d'atteindre,  dans  son  magnifique 
Ouvrage  Die  grapliische Statih  (*),  le  célèbre  professeur 
Culmann,  ont  fait  n  ai  Ire  en  moi  la  pensée  de  reprendre 
l'étude  des  systèmes  polaires  en  général,  au  point  de  vue 
géométrique.  Mon  but  spécial  est  de  séparer  et  de  grou- 
per ensemble  toutes  les  propriétés  qui,  établies  par  la 
méthode  synthétique,  restent  vraies  indépendamment  de 
toute  considération  mécanique,  et  qui,  pour  ce  motif, 
pourront  s'appliquer  avec  avantage,  non-seulement  à  la 
théorie  des  moments  d'inertie,  mais  aussi  à  d'autres 
questions  variées  et  de  nature  ditïerente. 

Ce  sont  quelques-uns  des  résultats  de  ces  recherches 
que  j'ai  l'honneur  de  présenter  en  quelques  mots  à  l'In- 
stitut royal  5  je  réserve  pour  un  autre  travail  un  déve- 
loppement plus  étendu  de  la  théorie  des  systèmes  polaires 
et  de  ses  applications.  A  part  les  choses  énoncées  dans 
les  préliminaires  et  quelques  autres  indiquées  dans  le 
paragraphe  suivant,  qui  sont  déjà  connues,  mais  qui  sont 
nécessaires  pour  l'intelligence  du  reste,  je  ne  crois  pas 
que  l'on  soit  déjà  parvenu  par  la  voie  synthétique  ou 
même  par  la  voie  analytique  aux  résultats  géométriques 
((ue  je  vais  énoncer.  C'est  pour  ce  motif  que,  malgré 
leur  nature  élémentaire,  ils  m'ont  paru  assez  intéressants 
eu  eux-mêmes  et  utiles  par  leurs  conséquences  et  leurs 
applications  pour  que  je  puisse  en  faire  l'objet  de  cette 

C)  Voir  l'intéressante  Préface  do  la  secoiiHe  édition  (Zurich,  18^')), 
notaniniptit  aii\  paf^es  v  et  vu. 
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Communication,  ([ui  sera,  je  l'espère,  suivie  par  d'autres 
sur  le  même  sujet. 

I.   —  Préliminaires. 

1.  Si  deux  plans  réciproques  t:,  tJ  sont  superposés  de 
manière  qu'aux  sommets  d'un  triangle  A13C,  considérés 
comme  points  de  l'un  d'eux,  correspondent  les  côtés  op- 
posés considérés  comme  droites  deTantre,  les  deux  plans 
sont  en  position  iiwolutive  et  constituent  un  système 
polairelL  (*)  :  un  point  quelconque  P  de  E  correspond 
doublement  à  une  droite  déterminée  p  du  même  sys- 
tème S  (ce  qui  veut  dire  que  P,  considéré  comme  appar- 
tenant à  t:  ou  à  Tï',  a  toujours  pour  correspondants,  dans  tJ 
ou  dans  77,  la  droite /j)  5  la  considération  des  deux  sys- 
tèmes 71  et  tt'  devient  superflue,  et  les  éléments  corres- 
pondants dans  2,  comme  P  et  p,  sont  ordinairement 
nommés  (**)  pôle  et  polaire  (nous  les  désignerons  sous 
les  noms  de  antipôle  et  antipolaire).  Tout  cela  est  très- 
connu. 

2.  On  sait  aussi  que,  si  un  point  est  situé  sur  sa  pro- 
pre antipolaire,  et,  par  suite,  si  une  droite  renferme  son 
propre  antipôle  (nous  appellerons  ces  éléments  point 
uni  et  droite  unie),  le  système  polaire  est  doué  d'une 
conique  directrice  D  (■''**)qui  est,  en  même  temps,  le  lieu 
des  points  unis  et  l'enveloppe  des  droites  unies,  et  qui  se 


(*)  Chasles,  Aperçu  historique,  etc.,  p.  3-jo.  2°  édition  (Paris,   iS^ô). 

(**)  Voir.par  exemple  :  Staldt,  Géométrie  der  La^e  (ÎN'urnberg,  i8'i7), 
§  18,  n"'  234,  235;  Rf.ye,  Die  Géométrie  der  Lage  (  Hannover.  186S, 
t.  II,  p.  59). 

(***)  Ordnungscurve  suivant  Staiidt  ;  Z)(/pc//7'.r  suivant  Reye;  Kem- 
Kegelschnitte  suivant  Srhroter  ( /)<V  T/ieorie  der  Kegelschnitte.  I.eipi'.ifî. 
,867). 
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correspond   à    elle-même,    c'est-à-dire  qui    se  confond 
avec  sa  propre  antipolairc. 

3.  Quand  la  directrice  D  existe,  le  système  polaiie 
(complexe  des  points  de  2  et  des  droites  antipolaires 
correspondantes)  n'est  pas  autre  chose  que  le  système 
polaire  réciproque  ordinaire  de  Poncelet,  relatif  à  la 
conique  fondamentale  D  (*). 

4.  Par  analogie,  on  maintient  dans  le  cas  général  les 
dénominations  et  les  définitions  de  droites  réciproques, 
de  points  réciproques,  de  triangle  conjugué,  etc.,  qui 
sont  très-connues  dans  la  théorie  du  système  spécial 
formé  par  les  pôles  et  les  polaires,  par  rapport  à  une 
conique  fondamentale.  Les  théorèmes  relatifs  :  i^  à  la 
projeclivité  entre  une  ponctuelle  d' aniipôles  et  le  fais- 
ceau correspondant  des  antipolaires  ;  2"  à  l'nwolu- 
tion  des  points  réciproques  situés  sur  une  même  droite, 
continuent  à  être  vrais  pour  un  système  polaire  S  quel- 
conque. Il  en  est  de  même  de  ceux  qui  s'en  déduisent 
et  qui  se  rapportent  aux  courbes  correspondantes  dans  2 
(courbes  antipolaires)  et,  en  particulier,  aux  coniques 
antipolaires,  à  leurs  centres,  etc.  i**). 

5.  Le  centre  d'un  système  Z  est  l'antipôle  O  de  la 
droite  y  à  l'infini-,  les  droites  passant  par  O  sont  des 
diamètres.  Deux  diamètres  qui  sont  des  droites  réci- 
proques (c'est-à-dire,  telles  que  le  point  à  l'infini  de 
l'un  soit  l'antipôle  de  l'autre)  sont  nommés  conjugués. 

Les  diamètres  conjugués  de  Y^  forment  des  couples  en 


(*)  Poncelet,  Traité  des  propriétés  projectives  des  figures,  t.  II, 
p.  57  et  suiv.  -i"  édition  (Paiis,  186G);  Chasles,  loc.  cit.,  p.  228  et  suiv. 

(**)  Voir,  par  exemple  :  Cremona,  Eléments  de  Géométrie  projer.ti<.p, 
§  '20  et  ■?•?  (Turin,  187?,;  Paris,  iS;.^). 
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ùn'oiutiofi ;  les  rayons  doubles  de  cette  involulion,  s'ils 
existent,  sont  appelés  asymptotes,  les  ravons  conjugués 
et  orthogonaux  sont  les  ajccs  du  système  polaire  (*). 

6.  Un  système  polaire  est  déterminé  quand  on  en 
donne  un  triangle  conjugué  ABC,  et  comme  antipolaire 
d'un  point  P,  non  situé  sur  le  périmètre  du  triangle, 
une  droite  p  qui  ne  passe  par  aucun  de  ses  sommets. 
Suivant  la  position  relative  de  P  et  de  p,  par  rapport  au 
triangle  ABC,  le  système  admet  ou  n'admet  pas  de 
conique  directrice  {**  ).  Quand  la  directrice  existe,  deux 
des  trois  côtés  de  tout  triangle  conjugué  la  rencontrent 
et  le  troisième  ne  la  rencontre  pas. 

II.   —   Classificatioiv  des   systèmes  polaires. 
Propuiétés  focales. 

7.  Si  O  est  à  distance  finie,  les  diamètres  conjugués 
forment  une  involution  proprement  dite  et  le  système  2i 
a  deux  asymptotes  oa  n'en  a  pas.  Dans  le  premier  cas, 
le  système  polaire  peut  être  nommé  hyperbolique,  et 
dans  le  second  cas  elliptique.  Si  O  est  à  l'infini,  tous 
les  diamètres  sont  parallèles  entre  eux,  et  il  n  y  a  qu'une 
seule  asymptote  (la  droit»' jf  à  l'infini).  Ce  système  peut 
être  nommé  parabolique  [***]. 

8.  Le  système  hyperbolique  n  deux  axes,  qui  sont  les 


(*)  Voir  ScHRÔTER,  loc.  cit..  §  58. 

(**)  Staudt,  Géométrie  der  Loge,  n"  23^;  Reye,  loc.  cit.,  p.  6i. 

(***)  La  classification  des  systèmes  polaires  que  je  propose  est  dif- 
férente de  celle  de  Schrôter  (toc.  cit.,  §  5G).  J'ai  quelques  raisons  pour 
la  justifier;  mais,  pour  éviter  ici  une  trop  longue  digression,  je  me  ré- 
serve de  les  exposer  dans  une  autre  occasion  ;  je  reviendrai  sur  cet  argu- 
ment et  je  chercherai  à  mettre  en  lumière  soit  le  vrai  fondement  des 
deux  classifications,  soit  la  nécessité  de  les  accorder  pour  pouvoir  les 
maintenir  toutes  les  deux. 
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bissectrices  des  angles  des  asymptotes.  Si  les  asymptotes 
sont  rectangulaires,  le  système  hyperbolique  est  dit 
orthogonal. 

Dans  le  système  elliptique  il  n'y  a  que  deux  axes 
(système  elliptique  proprement  dit),  ou  il  j  a  une  infi- 
nité d'axes  (système  elliptique  orthogonal),  suivant  que, 
dans  l'involution  des  diamètres  conjugués,  un  seul  rayon 
est  perpendiculaire  à  son  conjugué,  ou  tous  les  rayons 
sont  perpendiculaires  à  leurs  conjugués.  Dans  le  système 
parabolique,  un  des  axes  étant  à  l'infini,  //  n'y  a,  à  pro- 
prement parler,  qu'un  seul  axe. 

9.  Si  l'involution  des  droites  réciproques  qui  passent 
par  un  point  se  compose  d'angles  droits,  ce  point  est 
nommé  antifoyer  (ou  foyer)  du  système  polaire  (*). 

i**  Dans  tout  système  polaire  il  j  a  deux  anti- 
fojers.  Si  le  sj  stènie  est  hyperbolique  ou  elliptique  pro- 
prement dit,  ces  antifoj  ers  se  trouvent  sur  un  axe  {axe 
antifocal).,  à  égale  distance  du  centre  O  ;  si  le  système 
est  elliptique  orthogonal,  ils  se  cotifondent  avec  le 
centre  0\  si  le  système  est  parabolique,  un  des  anti- 
foyer tombe  en  O  ou  est  à  V infini  dans  la  direction  de 
l'axe  du  sjstème. 

•2"  Les  droites  réciproques  et  orthogonales  déter- 
minent une  involution  sur  chacun  des  axes  du  système. 
Deux  points  IM,  M'  conjugués  de  cette  involution  sont 
tels  que  deux  droites  passant,  Vune  par  M,  V  autre 
par  M',  sont  orthogonales  si  elles  sont  réciproques.^  et 
inversement. 

L^involution  sur  l'axe  antifocal  a  deux  points  dou- 
bles :  ce  sont  les  antifoyers  ;  V  involution  sur  V  autre  axe 

(*)  Voir  ScHRÔTER,  loc.  cit.,  §  59,  et  pour  les  choses  analogues  dans 
les  coniques:  Reye,  Die  Geomctrie  der  Lage.  a"  édit.,  1. 1,  XIII.  p.  12 7-1 3(). 
Jnn.de  Mathéniat.,  '.>>'  série,  t.  XVIII.  (Octobre  i  879.)         29 
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(dans  les  S}s(èinrs  polaires  hyperhulique  et  eilipLique, 
bien  entendu)  lia  pas  d'éléments  doubles,  et  ses  seg- 
ments sont  vus  ^otis  des  angles  droits  de  chacun  des 
nnlifoj  ers. 

Deux  droites  réciproques  et  orthogonales  sont  sépa- 
rées harmoniqneuient  par  les  antifoyers . 

10.  Deux  droites  réciproques  et  orthogonales  qui 
passent  par  un  point  seront  nommées  axes  principaux 
du  point  (*).  Les  axes  du  système  (n°o)  ne  sont  donc 
autre  chose  que  les  axes  principaux  du  centre  O. 

1  °  Si  cp  est  un  antijojer,  toutes  les  droites  qui  pas- 
sent par  (p  sont  ses  axes  principaux ^  tout  point  autre 
que  les  antifoyers  n  a  que  deux  axes  principaux. 

2°  Les  axes  principaux  d'un  point  sont  les  bissec- 
trices des  angles  formés  par  les  deux  rajons  menés  de 
ce  point  aux  antijoyers  (n°  9). 


III.    ElÉMEKTS    SIMÉTKIQUES. 

Deux  droites  du  plan  H 
parallèles  et  équidisianics 
de  O  seront  no  mm  l' es 
droites  symétriques. 


il.  Deux  points  du  plan 
2  situés  sur  un  diamèlre  à 
égale  dislance  de  O  seroni 
nommés  points  symétri- 
ques. 


12.  Parmi  les  ditïérenles  propriétés  des  clémenls  sy- 
métriques nous  signaleions  les  suivantes  : 

i"    Sur    une    droite     a  1        Par    un   point   A    réci- 

réciproque  à  sa  s'\  métrique  ■.  proque   à   son   symétrique 

/;,    //  n'existe  qu'un    seul  j   B.,  il  jie  passe  qu'une  seule 

point  réciproque  à  son  sy-  \  droite  réciproque  à  sa  sy- 


(*)  Scliriiter  {toc.  cit.,  §  60)  domontre  quelques   propriétés  Irès-ele- 

gantos  Je  ces  eouplos   de  droites. 


métrique:  c'est  l'anlipôie 
de  h. 

2°  Si  7/1  est  une  droite 
non  réciproque  à  sa  symé- 
trique nJo^  les  couples,  en 
nombre  infini,  des  points 
A,  K'  situés  sur  m.,  et  tels  que 
l 'un  d^ eux  h.' est  réciproque 
et  Vautre  n.  sy  métrique  d'un 
même  point  Aq  de  m^ ,  for- 
ment une  involution  j  les 
points  doubles,  quand  ils 
existent,  sont  des  points 
réciproques  et  symétriques. 

3°  Si  Ao,  A'  sont  des 
points  réciproques  situés 
sur  un  diamètre  [^les  asym- 
ptotes exceptées  )  et  si  A  est 
symétrique  de  Ao,  quand 
ce  dernier  point  parcourt 
le  diamètre  OAq,  les  cou- 
ples des  points  A^A'  et 
A  A'  forment  j-espectiwe- 
ment  deux  involutions  su- 
perposées, ayant  le  même 
centre  O. 

4*^  Sur  une  droite  m 
non  réciproque  à  sa  symé- 
trique, il  y  a  deux  points 
réciproques  a  leurs  propres 
symétriques,  ouiln'^  en  a 
aucun . 
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métrique  :  c'est   P antipo- 
laire de  15. 

Si  M  est  un  point  non  ré- 
ciproque à  son  symétrique 
Mq,  les  couples,  en  nombre 
infini,  des  droites  rt,  a'  con- 
courant en  M(,,  telles  que 
l  une  d'elles  a'  soit  réci- 
proque et  l'autre  a  symé- 
trique d'un  même  rayon  Uq 
du  faisceau  Mo,  forment 
une  ijH'olution  ,-  les  élé- 
ments doubles,  quand  ils 
existent,  sont  des  droites 
réciproques  et  symétriques. 

Si  ao^a'  sont  des  droites 
réciproques  et  parallèles 
(  les  directions  asympto- 
tiques  exceptées)^  et  si  a 
est  sj  métrique  à  a^,  quand 
cette  dernière  droite  se 
meut  parallèlement  à  elle- 
même,  les  couples  des 
droites  a^a'  et  aa' forment 
respectivement  deux  invo- 
lutions  superposées,  ayant 
le  même  rayon  central 
passant,  par  O. 

Par  un  point  M  non  ré- 
ciproque à  son  symétrique, 
il  passe  deux  droites  réci- 
proques à  leurs  propres  sy- 
métriques^ ou  il  n'en  passe 
aucune. 

.>9. 
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IV.    COMQUE    CENTRALE.     SeS     RAPPORTS 

AVEC    LA     DIRECTRICE. 

13.  Eu  s'appuyani  sur  ces  propriétés  et  par  do  sim- 
ples considérations  de  Géométrie  projective  peu  diffé- 
rentes de  celles  qui  ont  été  employées  par  le  professeur 
Reye  [Géométrie  der  Lage,  t.  II,  p.  60)  pour  établir 
l'existence  de  la  directrice,  on  trouve  que  : 

ThéorIlme.  —  iS/,  dans  un  système  polaire,  il  existe 
un  élément  réciproque  à  son  propre  symétrique,  il  y  en 
a  une  injinité  :  dans  ce  cas  il  existe  une  conique  effec- 
tive [*J  G,  qui  est,  en  même  temps,  le  lieu  des  points 
réciproques  et  symétnques  et  l' enveloppe  des  droites 
réciproques  et  symétriques,  et  qui  a  pour  diamètres 
co/ijugués  les  diamètres  conjugués  du  système. 

Ouaud  cette  conique  C  existe,  nous  la  nommerons 
conique  centrale  du  système  polaire.  Elle  a  en  com- 
mun avec  la  conique  directrice,  outre  le  centre  et  les 
diamètres  conjugués,  la  propriété  de  se  correspondre  à 
elle-même,  de  coïncider  avec  sa  propre  conique  auli- 
polaire  (n"  2). 


14-.  L'antipole  d'une 
droite  est  le  pôle,  par  rap- 
port à  la  conique  centrale, 
de  la  droite  symétrique. 


L' antipolaire d' un  point 
est  la  polaire,  par  rapport 
à  la  conique  centrale,  du 
point  symétrique. 


Un  système  polaire  S  est  dit  système  polaire  réci- 
proque (Poncelet)  par  rapport  à  la  conique  fondamen- 
tale D  quand  la  directrice  D  existe.  Quand  la  conique 
centrale  existe  et  qu'on  y  rapporte  le  système  polaire, 

{*)  C'cst-ii-dirc  qui  ne  peut  se  réduire  à  deux  droites  (ou  poiiils)  ni  à 
une  droite  (ou  point)  double. 
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ce  système  peut,  raisoiiiiablement,  être  nommé  système 
polaire  symétrique  [^îiv  rapport  à  la  conique  centrale  C). 
La  liaison  qui  existe  entre  l'antipôle  et  l'anlipolaire  est 
ainsi  nettement  définie,  soit  au  moj^en  de  la  conique 
directrice,  soit  au  moyen  de  la  conique  centrale. 

lo.  On  peut  remarquer  ce  qui  suit  sur  les  conditions 
d'existence  et  do  coexistence  des  coniques  D  et  C. 

Théorème.  —  Dans  tout  système  polaire  S  il  existe 
toujours  an  moins  une  /ics  coniques  D  {^directrice) ^  ou  C 
[centrale). 

Si  le  système  polaire  est  hyperbolique  (n°  l)^les  deux 
coniques  coexistent.  La  directrice  et  la  centrale  sont 
des  hyperboles  conjuguées  [supplémentaires)  dont  les 
asymptotes  communes  sont  celles  du  système  polaire. 
La  directrice  se  trouve  dans  celui  dc^s  deux  angles 
asymptotiques  oii  deux  points  récipj'oqufs  de  L,  en 
ligne  droite  avec  le  centre  du  système,  se  trouvent  du 
même  côté  de  ce  centre. 

Si  le  système  polaire  est  elliptique  (n°^  7  et  8),  une 
seule  des  deux  coniques  existe  réellement  et  est  une 
ellipse  [*J  dont  les  diamètres  conjugués  coïncident  avec 
ceux  du  système.  Cette  ellipse  est  la  directrice  D  ou  la 
centrale  C,  suivant  que  deux  points  réciproques  de  "L^ 
en  ligne  droite  avec  le  centre  du  système,  sont  du  même 
côté  ou  de  part  et  d  autre  du  centre. 

Si  le  système  polaire  est  parabolique  {**)  (n°  7),  les 
deux  coniques  coexistent,  mais  sont  identiques.  La  di- 


(*)  Dans  le  système  elliptique  orlhof[oiial  cette  ellipse  est  un  cercle. 

(**)  11  n'est  peut-être  pas  inutile  de  remarquer  que  dans  ce  système, 
le  centre  étant  à  l'infini,  un  point  A  peut  être  regardé  comme  son  propre 
symétrique  ou  comme  le  symétrique  d'un  autre  point  quelconque  du 
diamètre  passant  en  A,  et  une  droite  a  peut  être  regardée  comme  synié- 
triquo  à  L'ilo-mèmc  ou  à  nue  autre  droite  quelconque  parallèle  à  «;  d'après 
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lectrice  et  la  centrale  se  confondent  en  une  même 
parabole,  ayant  pour  diamètres  ceux  du  sj  stènie,  et 
pour  laquelle  les  directions  conjuguées  aux  diamètres 
coïncident  avec  les  directions  conjuguées  aux  mêmes 
diamètres  dans  le  système  polaire. 

16.  La  théorie  des  coniques  conjuguées  harmoniques 

(ScHU()TER, /oc.  cit.,  §§  27,54) conduit  à  quelques  autres 
propriétés  de  la  directrice  et  de  la  centrale.  Par  exemple  : 
Dans  le  système  hyperbolique,  les  hyperboles  D  ^^  C 
forment,  avec  chacune  des  ellipses  ayant  pour  dia- 
mètres conjugués  deux  de  leurs  diamètres  conjugués,  un 
terne  de  coniques  harmoniques.  Chacune  de  ces  ellipses 
coïncide  (  comme  la  directrice  et  la  centrale,  n"*  2  et  13) 
avec  sa  propre  antipolaire. 

Dans  le  système  elliptique,  chaque  couple  d' hyper - 
bolesr.supplément aires  ayant  pour  diamètres  conjugués 
les  deux  mêmes  diamètres  conjugués  de  D  (  ou  de  C, 
quand  D  n'existe  pas)  Jorme  avec  C  ellipse  D  (ou  C) 
un  terne  de  coniques  harmoniques.  Toutes  ces  hyper- 
boles sont  leurs  propres  antipolaires. 

Dans  le  système  parabolique,  soient  AB  une  corde 
quelconque  de  la  conique  directrice;  M  le  point  de  cette 
conique  dont  la  tangente  est  parallèle  à  AB  ;  ABCD  le 
parallélogramme  ayant  cette  corde  pour  côté  el  le  point 
M  pour  centre;  E  et  F  les  points  milieux  de  AB,  CD 
(EF  sera^parallèle  à  BC  et  passera  par  ÎM  ou  coïncidera 
avec  le  diamètre  conjugué  à  la  direction  AB).Ceci  posé, 
la  parabole  directrice,  —  la  parabole  (bitangente  à  la 
dircctrice)/^r/55a«t;m/-iM,  C,  D  et  tangente  en  ces  points 


cela,  la  conique  centrale  n'a,  à  la  ri{;iieiir,  aucune  signification  dans  le 
système  parabolique,  et  cette  proposition  doit  être  considérée  comme 
une  définition  plutôt  que  comme  un   théorème. 
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aux  droites  t,  EC,  ED,  —  l'h) perbole  passant  par 
A,  B,  C,  D  et  tangenle  en  ces  points  aux  droites  FA, 
FB,  EC,  ED  sont  trois  coniques  harmoniques 5  chacune 
d'elles  se  confond  avec  son  antipolaire,  quelle  que  soit 
la  corde  AB  (*). 

17.  La  conique  centrale  d'un  système  polaire  Z  peut 
se  concevoir  autrement,  et  se  présenter  sous  d'autres 
aspects. 

i"  JNommons  r  le  complexe  des  éléments  M  (points 
ou  droites)  situés  dans  le  plan  S-,  tTi  celui  des  éléments 
]Mj  (points  ou  droites)  symétriques  aux  M  5  7:3  celui  des 
éléments  nu  (droites  ou  points)  correspondant  dans  2 
aux  iM.  Les  figures  (ou  systèmes  plans)  z^  et  7:,  sont 
évidemment,  l'une  la  transfornu'c  lionioiogique  harmo- 
nique. (**)  de  la  figure  r.  (O  et  y^  étant  le  centre  et  l'axe 
d'homologie) ,  1  autre  In  transformée  antipolaire  (n"  4)  de 
la  même  figure  r;  en  d'auties  termes,  le  système  plan  7: 
est  liomograpliique  (collinéaire)  de  tTj,  réciproque  de  tt, 
et  se  trouve  en  involution  avec  ces  deux  systèmes;  par 
suite,  à  toute  courbe  de  t:  correspondent  (doublement) 
deux  courbes,  distinctes  en  général,  l'une  dans  7:1,  l'autre 
dans  77,  :  la  conique  canirale  de  S  est  la  courbe  de  û 
avec  laquelle  viennent  se  confondre  les  deux  courbes 
correspondantes  de  û^  ou  de  t:^. 

2**  Si  nous  rapportons  l'un  à  l'autre  les  deux  plans 
superposés  tTi  et  Tij,  en  prenant  comme  correspondants 
deux  éléments  iM,  et  ///,  qui  correspondent  à  un  môme 
élément  M  de  77  (et  qui,  par  suite,  seront  de  nature  dif- 
férente :  /«2  sera  une  droite  ou  un  point  suivant  que  Mj 


(*)  Les   coniques  dont  il  est  ici  question  ne   sont  pas  les  seules  du 
plan  S  qui  coïncident  avec  leurs  antipolaircs. 

**  )   Voir  Sta'jut,  (,'comciric  (ter  Lnfie,  n"'  "227,  oif). 


(  456  ) 
est  un  point  ou  une  droite),  il  est  facile  de  démontrer 
c\\x  ils  forment  un  nouveau  système  polaire  2'  ayant  le 
même  centre  et  les  mcnies  diamètres  conjugués  que  le 
premier  1^-^  et  ensuite  que  :  La  conique  centrale  de  S 
est  la  directrice  de  2'. 

V.  —  Eléments  qui  déterminent  cn  système  polaire. 

18.  On  démontre  assez  facilement  les  propositions 
suivantes  (et  leurs  corrélatives,  dont  j'omets  l'énoncé 
pour  abréger),  qui  se  rapportent  aux  éléments  dont  on 
peut  disposer  arbitrairement  pour  déterminer  un  système 
polaire  (voir  aussi  n"  6). 

A.  Si  dans  un  système  polaire  on  donne  un  triangle 
conjugué  et  les  involutions  des  droites  réciproques 
issues  de  deux  de  ses  sommets,  le  système  est  déterminé, 

B.  Un  triangle  conjugué  A13G  étant  donné  dans  un  sys- 
tème polaire  2,  si  l'on  prend  une  droite />  passant  par 
un  sommet  A  comme  antipolaire  d'un  point  P  du  côté 
opposé,  le  système  2  est  déterminé  si  l'on  donne  en  outre  : 

1°  L'involuiion  des  droites  réci[)roques  issues  d'un 
des  autres  sommets; 

1°  Ou  bien  l'involution  des  droites  réciproques  pas- 
sant par  P  (P  n'étant  pas  sur  ;>)  5 

3°  Ou  bien  un  point  R  de  p  comme  an ti pôle  d'une 
droite  /■  passant  par  P  (P  étant  supposé  sur  p). 

C.  Etant  donnés  un  point  P  et  une  droite  p  comme 
correspondants  dans  un  système  polaire  2,  on  peut, 
pour  déterminer  le  système,  prendre  encore  arbitraire- 
ment un  point  Q  et  une  droite  q  pour  correspondants, 
pourvu  que  [*)  : 

1°  Si  P  est  en  dehors  de  p,  on  donne  l'involution  des 

(*)  La  substance  de  ce  théorciiie,  sinon  la  tonne,  fst  duc  à  Slaudt, 
Géométrie  der  Liige,  n°  240. 
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droites   réciproques    issues    de   P    et    qu'en    outre    les 
points  Q  et  [p-  q)    soient  projetés  du  point  P  par  deux 
rayons  conjugués  de  celte  involulion  ; 

2°  Si  P  est  snrp^  la  droite  q  rencontre  p  sur  Tan- 
tipôle  de  PQ,  et  qu'en  outre  un  point  II  de  p  et  une 
droite  /'  passant  par  P  soient  donnés  comme  correspon- 
dants. 

D.  Si  l'on  prend  comme  correspondants  dans  un 
système  polaire  E  les  sommets  et  les  côtés  respectivement 
opposés  d'un  pentagone  plan,  le  système  est  déter- 
miné (*). 

E.  Si  Ion  prend  deux  triangles  liomologiques  ABC, 
A'B'C  comme  correspondants  dans  un  système  polaire  S 
(A  étant  Fantipôle  de  B'C,  etc.),  le  système  est  déter- 
miné (**). 

F.  La  conique  directrice  ou  la  conique  centrale  d'un 
système  polaire  étant  donnée,  ce  système  est  déterminé. 

19.  Il  faut  remarquer  les  cas  particuliers  suivants  : 

G.  Etant  donnés  dans  un  système  polaire  E  les  axes, 
un  point  propre  P  et  son  antipolaire /^,  le  système  est 
déterminé  si  les  axes  ne  passent  pas  par  Pet  ne  sont  pas 
parallèles  à  p^  et  si,  en  outre,  p  ne  passe  pas  par  le 
centre. 

H.  Etant  donnés  le  centre  O  d'un  système  polaire, 
l'involution  des  droites  réciproques  issues  d'un  point  S 
et  l'antipolaire  s  de  ce  point,  le  système  S  est  déterminé 
pourvu  que  SO  et  S.js  soient  des  rayons  conjugués  de 
celle  involution  (***). 

fv.  Étant  données  les  asymptotes  d'un  système  anti- 


(*)  Staudt,  loc.  cit.,  n"  238. 

(*')  Stacdt,  loc.  cit..  Il"  "24 1- 

(***)  /  rej)réseiilc   la  droilc  à  riiifiiii  du   |)laii 
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polaire  hyperbolique,   le  système  est  délermiiié  pourvu 
que  l'on  preuue  encore  comme  correspondants  un  point  S 
et  une  droite  s,  de  manière  que  les  points  S  et  {js)  soient 
séparés  harmoniquement  par  les  asymptotes. 


VI. 


QuADRANGLES     ET    QL  ADRILATERES     CONJUGUÉS. 


l20.  On  trouve  le  théorème  suivant  et  son  corrélatif 
dans  la  Géométrie  der  Lage  de  Staudt.  Si,  dans  un  qua- 
drangle  complet  situé  dans  le  plan  d'un  système  polaire  S, 
deux  côtés  sont  respectivement  réciproques  à  leurs  côtés 
opposés,  les  deux  côtés  opposés  restants  sont  aussi  réci- 
proques. 

Ces  théorèmes  sont  démontrés  dans  l'hypothèse  de  la 
])olarité  réciproque  ordinaire  par  rapport  à  une  conique 
donnée  K,  et  M.  le  professeur  Reye  donne  le  nom  de 
Polvieveck  de  la  conique  K  à  un  quadrangle  complet 
tel  que  les  trois  couples  de  côtés  opposés  sont  des  droites 
)écipro(jues  par  rapport  à  K,  et  celui  de  Polvievsc.it^^  la 
ligure  corrélative.  Par  analogie  avec  une  autre  déno- 
mination généralement  reçue,  nous  nommerons  : 


Ç)uadrangle  conjugué 
un  quadrangle  complet  si- 
tué dans  le  plan  d'un  sys- 
tème polaire  S,  tel  que  ses 
couples  de  côtés  opposés 
soient,  deux  à  deux,  des 
droites  léciproques  de  S. 


Quadrilatère  conjugué 
un  quadrilatère  conqîlet 
situé  dans  le  plan  d'un  sys- 
tème polaire  2,  tel  que  ses 
couples  de  sommets  oppo- 
sés soient,  deux  à  deux,  des 
points  récipro(jues  de  2. 


Ces  définitions  données,  il  suffira  de  remarquer  que 
les  propriétés  relatives  aux  quadraiigles  et  aiuc  quadri- 
latères conjugués,  trouvées  par  M,  Reye,  pour  le  cas  où 
il  existe  une  conicjue  foM'Jamcnlalc.  et  exi)osées  dans  nn 


(  459) 
Chapitre  de  sa  Geomelrie  der  Lage{ seconde  édition,  1. 1, 
p.  19  et  su'iv.),  restent  vraies,  sauf  de  légères  modi/i- 
calions,  pour  les  systèmes  polaires  en  général.  11  est 
inutile  d'en  donner  ici  les  énoncés. 

Observdiioti.  —  Des  raisonnements  semblables  à  ceux 
qui  conduisent  aux  résultats  ci-dessus  mènent,  pour  les 
systèmes  polaires  dans  l'espace,  à  la  conception  d'une 
quadrique  centrale  et  permettent  d'établir  les  conditions 
de  son  existence,  ses  rapports  avec  la  quadrique  direc- 
trice et  ses  principales  propriétés. 


METHODE  DIRECTE  POl'R  CAICIIER  IV  SOMME 
DES  PlISSA^CES  a  DES  n  PREMIERS  NOMBRES  EHIERS; 

Par  I\I,   Gkorges  DOSTOR. 


1.  Pour  évaluer  la  somme  des  puissances  a  des  n  pie- 
miers  nombres  entiers,  nous  ferons  usage  de  la  méthode 
suivante,  qui  ne  suppose  pas  connues  les  puissances 
antérieures  des  mêmes  nombres,  et  que  l'on  pourrait 
appeler  la  méthode  des  coefficients  indéterniincs. 

Représentons,  en  général,  par  2/z"  la  somme  des 
puissances  a  des  n  premiers  nombres  entiers. 

Dans  la  formule  du  P.Jean  Pres'et  (1675),  qui  donne 

la  somme  des    puissances  semblables  des  ternies  d'une 

progression  arithmétique,  faisons  in  =  y.  et  r  =  i  ;  elle 

devient 

/  V  a  i  a  -T-  1  I 

[n  4-  11"-'-'=  I  +    a  +  iilrt'H > ^2:a/«-' 

1.2 

f a  -f-  I  )a(a  —  1  )    ^     _., 


-I- 


...3 
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(^■) 


ou 


^  r  /  \  T        ,  .  a  (  a  4-  1  ] 


I  ."2 

l]y.l  a  —  I  ) 


I  .  9. .  3 

Or  le  facteur  (//-f-i)" — i  du  premier  membre  est 
évidemment  divisible  par  n  \  par  suite,  il  en  est  de  même 
du  second  membre.  Nous  en  concluons  que  le  polynôme 
ordonné  par  rapport  à  w,  qui  exprime  la  somme  des 
puissances  semblables  des  n  premiers  nombres  entiers, 
est  divisible  par  n. 

D'ailleurs  la  plus  baute  puissance  de  «,  qui  soit  con- 
tenue dans  le  premier  membre,  est  du  degré  a  +  i.  Donc: 

L  expression  de  la  somme  des  puissances  a  des  n  pre- 
miers nombres  entiers  est,  un  polynôme  entier  par 
rapport  à  //,  f/ui  est  du  degré  a  -h  i  et  di^'isible  par  n. 

2.  Méthode  des  coefficients  indéterminés,  —  Pour 
exposer  cette  métbode.  qui  est  très  rapide,  proposons- 
nous  de  calculer  la  somme  des  cinquièmes  puissances 
des  n  premiers  nombres  entiers.  En  désignant  par  ©(/t) 
le  polynôme  entier  en  ;/.  qui  exprime  cette  somme,  nous 
pourrons  écrire  (n°  1  ) 

(i)    •Zn'='^[n]  =  kn  -+-  B/2'+  C«'+  D«'+  E«^-l-  F«''', 

où  A,  B,  C,.  .  .,  F  représentent  des  coefficients  numé- 
riques qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Afin  d'obtenir  les  valeurs  numériques  de  ces  coefli- 
cients,  dans  (i)  remplaçons  n  par  n  —  i-,  nous  aurons, 
en  vertu  de  la  formule  de  Taylor, 

2,>-l)^  =  <p(«)-^'(/?) +  -/(«) ^?"'(«)     "  ' 


.3^   ^  2.3-4 


r  'i'  \tl     -\ •  -B  '  ■ 

2  ...  5  '     '  2  .  .  .  b  ' 


Pui 


5que 
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il   nous  viendra,  en  retranchant  (2)  de  (i),  l'idenlilé 
suivante  : 


,.=  ,'(„)- i,'»  +  ^f»  -  ^.-M^) 


1  3 
I 


o.  ..5 


2...6  ' 


.c?^''(«). 


Il  suffira  maintenant  de  calculer  les  dérivées  de  (^{n) 
au  moyen  de  l'équation  (i)  et  de  substituer  leurs  ex- 
pressions dans  (3),  pour  avoir  une  équation  identique 
■4]ui  fournira  immédiatement  six  équations  linéaires 
entre  les  six  inconnues  A,  B,  C, .  .  . ,  F. 

Prenons  les  dérivées  successives  de  çp(«).  L'égalité  (i) 
nous  donne 


=      —  B       —  3C«  —  6D«=— loE/î'— i5F«S 


+      —3''"'^" 


^3-4^'^^" 


2. ..6 


H- C       H- 4D/Î  +  ioE«=4- 2oF«', 
—  D        —    5E«  —  i5Fn\ 
H-  E  4-    6F//, 

—    F. 


Si  nous  mettons  ces  expressions  dans  l'identité  (3),  et 
que  nous  égalions  à  zéro  les  coefficients  des  puissances 
successives  de  /?,  nous  obtiendrons  les  six  équations  du 
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premier  degré 

'  A  —     B  -!-    C  —     D  -)-       E  —       F  =  o, 

l      H-2B  -  3C-f- 4D  —    5E   h    6F:^T.o, 

,  1  -h3C  — 6D  —  loE—  i5F  =  o, 

(4)       { 

1  -h  4D  —  loE  —  2oF  =  o, 

/  4-    5E  —  i5F  =  o, 

-t-    6F=  i. 

Résolvons  ces  équations  de  proche  en  proche  à  partir 
de  la  dernière;  nous  obtenons  les  valeurs  cherchées 

F=l     E  =  i,  D=A, 

D  a  12 

C  =  o,      B  = ^,      A  =o. 

12 

En  mettant  ces  valeurs  dans  le  développement  (i), 
nous  trouvons  que  la  somme  des  cinquièmes  puissances 
des  n  premiers  nombres  entiers  est 


2«*=i: 


I«''=  — -  «*(  2//'  -!-  6«'  -f-  5n-  —  l]. 

12         ^  ' 

Le  polynôme  entre  parenthèses  et  sa  dérivée 

8«'-i-  i8/2--r-  \on 

s'annulent  pour  /z  =  —  i  ;  par  conséquent  ce  polynôme 
est  divisible  par"(7?  -f-  i)^  et  fournit  le  quotient 

2  «  ■  4-  9.  /?  —  I  . 

Nous  trouvons  ainsi  la  formule  bien  simple 

I       ,  ,  .        ■ 

2rt*^=  rt'    //  -t-  I  t'(  2/7    +  2/?  —  II. 

12  '     ^ 


)«^ 

_i_  —  _ 

2 

«•= 

12 

^Is 
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3.  Formation  des  équations  linéaires  aux  coeffi- 
cients indéterminés.  — Les  équations  (4)  peuvent  s'é- 
crire immédiatement. 

En  effet,  il  est  aisé  de  remarquer  que,  dans  la  disposi- 
tion adoptée,  les  coefficients  de  la  p'*"""^  des  lettres 
A,  B,  C,  .  .,  ou  de  la  jf''°^^  colonne  verticale  sont  les 
coefficients  numériques  du  binôme  développé 

—  '  —  a-\-  b ]P, 

moins  le  dernier  de  ces  coefficients. 

De  plus  les  seconds  membres  des  a  premières  é(jua- 
lions  sont  tous  égaux  à  zéro,  et  celui  de  la  dernière  est 
toujours  égal  à  i . 

Le  Tableau  de  nos  équations  se  forme  d'une  manière 
aisée  et  s'obtient  presque  instantanément  au  moyen  du 
triangle  arithmétique  de  Pascal. 

Appliquons  cette  règle  à  la  recherche  de  la  somme 
des  cubes  des  n  premiers  nombres  entiers.  Les  équa- 
tions aux  coefficients  seiont 

A  —     B    -     C  —     D  =  G, 
H-2B—  3C-+-4D  =  o, 

-^4D=:  I 

et  nous  fourniront  de  suite  les  valeurs 

D  =  ^,      C  =  -»      B  =  7,      A     :o. 

4  ^^  4 

PJous  trouvons  ainsi  que 


-f-    -  .-    =   y  «'  [  //■  -1-  9 /?   -T-  I  ) 


I      2      4      4 
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Nous  (loMiioroiis  dans  un  prochain  article  les  expres- 
sions réduites,  qui  représentent  les  sommes  des  dix  pre- 
mières puissances  des  n  premiers  nombres  entiers,  ainsi 
que  les  relations  remarquables  qui  existent  entre  ces 
sommes.  [A  suis^re.) 


CORUESPONDAIVCE. 


Lettre  de  M .  de  Jonquiëres. 

Monsieur  et  cher  Rédacteur, 

Je  viens  de  remarquer,  dans  la  livraison  des  Nou- 
velles Annales  pour  le  mois  de  juillet  (t.  X\  III,  a*'  sé- 
rie, p.  333),  qu'un  de  vos  honorables  correspondants  me 
cite  très  obligeamment  et  parle  du  «  théorème  de  M.  de 
Jonquières  »,  faisant  allusion  à  cette  proposition  que 
«  le  nombre  5  est  le  seul  qui  jouisse  de  la  double  pro- 
priété d'être  égal  à  la  somme  des  carrés  de  deux  nombres 
entiers  consécutifs  et  d'avoir  pour  carré  un  nombre  qui 
est  aussi  égal  à  la  somme  des  carrés  de  deux  entiers 
consécutifs.  » 

J'ai  etrectivement  donné  sous  cette  forme  la  proposi- 
tion dont  il  s'agit  dans  le  Tome  XVII  (a^  série)  des 
Nouvelles  Annales,  en  la  faisant  découler  d'autres  théo- 
rèmes nouveaux  dont  l'exactitude  absolue  subsiste. 
Mais  cet  énoncé  est  trop  général.  En  fait,  je  n'ai,  pour  ce 
qui  regarde  cette  proposition,  prouvé  que  les  deux  points 
suivants  : 

1°  Parmi  les  nombres  premiers  ou  puissances  de 
nombres  premiers,  le  nombre  5  est  le  seul  qui  jouisse 
de  la  propriété  énoncée. 
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2"  Parmi  les  nombies  composés  flonf  l'une  des  re- 
présentations  propres  en  sommes  de  deux  carrés  (les- 
quelles sont  au  nombre  de  2"~*,  n  étant  le  nombre  des 
facteurs  premiers)  est  telle  que  les  deux  carrés  y  soient 
ceux  de  deux  entiers  consécutifs,  il  n'en  existe  aucun 
dont  le  carré  ('-{ui  admet  pareillement  2"~'  représenta- 
lions  propres  du  même  genre)  ait  pour  représentation 
correspondajite  à  celle-là  la  somme  des  carrés  de  deux 
entiers  consécutifs.  J'entends,  ici  comme  dans  le  Mé- 
moire précité,  par  représentations  correspondantes  du 
carré  celles  qui  se  déduisent  de  celles  du  nombre  lui- 
même,  chacune  à  chacune,  par  la  formule  dite  «  des 
triangles  rectangles  «. 

Il  pourrait  donc  arriver  que  la  propriété  existât  pour 
l'une,  ou  même  pour  plusieurs,  des  autres  représenta- 
tions, je  veux  dire  de  celles  qui  ne  sont  pas  correspon- 
dantes. C'est  là  une  nouvelle  recherche  qui  reste  à  faire 
et  qui  est  sans  doute  fort  difficile. 
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i.  CouKS  DE  Calcul  ikfkmtésimal  ;  par  J.  Houel, 
professeur  de  IMathématiques  pures  à  la  Faeullé  des 
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UEMARQIES  SIR  LES  PROPRIETES  DU  IVOMRE  10; 

Par   m.   L.   HUGO. 


Le  nombre  dix  est  la  racine  carrée  de  la  somme  des 
nombres  Luisant  (p.  Sag)  et  de  leur  exposant  3  ■  *). 


SOLUTIONS  DE  QIESTIO^S 
PROPOSÉES  DAXS  LES  NOUVELLES  AFSMLES. 


Question   1270 

(voir  ?.*  série,  I.  XVII,  p.  3.87); 

Par    un    ANONYME. 

On  sait  que  les  six  normales  menées  par  un  point  à 
une  surface  du  second  ordre  sont  sur  un  même  cône  du 
second  degré.  On  propose  de  trouver  le  lieu  que  doit 
décrire  le  sommet  S  de  ce  cône  pour  que  les  différents 
cônes  obtenus  admettent  les  Jtiêmes  plans  cycliques. 

(Gambey.) 

Soient  So,  Si  les  sommets  de  deux  cônes  du    second 

(*)  Les  nombres  dont  il  sagit  sont  i,  <S,  17,   18,  ■^'^  27.  Leur  sonum'. 
augmentée  do  l'exposant  3,   est  égale  à  luu. 
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degré,  ayant  chacun  six  géncralrices  normales  à  l'ellir- 

soïde  représenté  par  —  -j- — -f- ^- =  i,  et  (xo,  jo,  -^o)» 

{x\,    Vi,  Zi)     les   coordonnées    des    points  S,,,  S,.    Les 
équations  de  ces  cônes  seront,  comme  on  sait, 


(«V 

— 

b- 

)^o 

s 

■Za 

(«^. 

— 

b^-] 

Iz, 

[S,).. 


Chacun  d'eux  a  trois  génératrices  parallèles  aux  axes 
des  coordonnées;  si,  de  plus,  ces  deux  cônes  admettent 
les  mêmes  plans  cycliques,  toutes  les  génératrices  de 
l'un  d'eux  seront  respectivement  parallèles  aux  généra- 
trices de  l'autre,  car  les  directions  des  génératrices  d'un 
cône  du  second  degré  sont  déterminées  par  les  directions 
de  trois  d'entre   elles  et  par  celle  d'un  plan  cyclique. 

Cela  posé,  soient 

les  équations  d'une  génératrice  quelconque  du  cône  (So)  ; 
les  coefficients  m,  ii  seront  liés  entre  eux  par  l'équation 

[b'  —  c')x,        (6-=  — a')jr„ 

^ 1-    —  -!-    o-  —  o-  z„  =  o 


ou 


0        [t — '1\  "^-^/r 1_  )-_!_«._ /;.:^0, 


Une  parallèle  à  cette  génératrice  du  cône  S^,  menée 
par  le  point  S|,  sera  une  génératrice  du  côneSj  ;  on  aura 
donc 

•  ) r  ( ■  ]  —  ^  a'  —  b^-  -—  G. 


Des   équations    (i)    et   {■>.)    on    peut    conclure   — '1=— , 

3o. 
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=  '— i  car  auîrcment  ces  é(iuaiioiis  détermineraient  les 


valeurs  des  coenicients  nécessairement  variables  m,  n. 

Les  éiralités  — '  =  -  •>   —  =  —  montient   que  les  som- 

z,  z„       c,  z„  ' 

mets  So,  Si  sont  sur  une  droite  qui  passe  par  l'origine 
des  coordonnées;  par  conséquent,  le  lieu  cherché  est  un 
diamètre  de  l'ellipsoïde. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc;  Fau- 
quombergue  ;  G.  Konigs,  élève  du  Lycée  Saint-Louis. 

M.  Konigs  fait  remarquer,  comme  l'auteur  de  la  solution  précédente, 
que  tous  les  cônes  du  second  degré  qui  ont  même  plan  cyclique  et 
trois  génératrices  de  direction  fixe  sont  horaothétiques. 


Question   1280 

(voir  ï'  série,  l.  XVII,  p.  383); 

Par  m.    s.  REALIS. 

L'équation  x"^  —  [a-  —  b  +  c)  j:  H-  «6  =  o,  clans  la- 
quelle b  est  un  entier  plus  grand  que  zéro,  c  un  entier 
différent  de  zéro,  et  a  un  entier  dont  la  valeur  abso- 
lue est  plus  grande  que  celle  de  -•>  ne  peut  pas  avoir 

deux  racines  entières. 

Si  l'équation  a  des  racines  imaginaires,  la  racine 
réelle  est  incommensurable. 

Posons 

/■(j;]  :=  .x'  —  (r/'  —  b  -i-  Cj.r  -f-  flA, 

On  trouve 

/(— a-i-i)  =  («—  i)  [la  -\-  c  —  0  -t-^, 

f[  —  n]  =oc, 

f  —  a  —  I    -—  —  (  «  -i-  '  ;  { ~ '^  —  ^  "+"  •  ;  —  ^' 
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Si  les  entiers  a,  b,  c  sont  tels  qn'il  est  dit  dans  l'énoïK^é 
de  la  question,  savoir  :  a  différent  de  zéro  [et  qu'on 
peut  toujours  supposer  positif,  puisque,  au  besoin, 
ou  le  rend  tel  en  changeant  x  en  —  x  dans  l'équation 
J'{x)  =  o]  :  b  plus  grand  que  zéro  ;  c  di lièrent  de  zéro, 
et  plus  petit  que  2  a  en  valeur  absolue, ^'( — a -h  1) 
et  y( — a — 1)  seront  de  signes  dillérenls,  et  aucune 
de  ces  quantités  ne  sera  nulle.  Entre  les  deux  enlieis 
—  rt  H-  1  et  —  a  —  I  il  V  a  donc  une  racine  de  l'équa- 
tion y(a:)=  G.  Si  cette  racine  était  entière,  elle  ne 
pourrait  être  que  — a;  cela  n'est  pas,  puisque  la  quan- 
tité f{ — a)  =  ne  nest  pas  nulle;  la  racine  n'est  donc 
pas  entière,  et,  comme  elle  ne  saurait  èlre  fractionnaire, 
elle  est  incommensurable. 

De  là  résulte  la  proposition  énonct''e,  et  Ton  voit  de 
plus  que  la  relation  posée  entre  les  valeurs  nuniériqu(;s 
de  a  et  de  c  est  une  coriditinn  sufiisanle,  mais  pas  né- 
cessaire, pour  établir  l'existence  de  la  racine  incom- 
mensurable. 

Soit  fait,  comme  application, 

n  =  9.  A  H-  I ,      ^  =  A'  -H  A  -h  I ,      c  =  3; 
L'équation  sera 

j:^—  3(A--^A-^  i).r  +  2AS-^  3  A- ^  3  A  -h  i  =  o, 

et  nous  verrons  tout  de  suite  que,  A  étant  entier,  elle  a 
une  racine  incommensurable  (elle  en  a  même  trois, 
comme  il  esllacile  de  le  prouver  ).  Celte  équation  l'entre, 
en  effet,  dans  une  classe  particulière  d'équations  irié- 
ductibles,  traitées  d'abord  par  M.  Lobatto,  et  ensuite 
par  M.  Serret,  et  pour  lesquelles  on  peut  consulter  le 
Journal  de  31.  Liouvillc  (t.   IX  cl  XV  de  la  ])reinière 
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série)  ou  l)iei!  V Algèbre  supérieure  {'i''  édition,  p.  228 
et  476). 

Soit  fait  encore 

a  =  — A,      b  =  A'',     c=4> 
d'où 

/(a:)=^^ — ^x  —  A". 

L'équation  f  {x)  =:  o  a  une   seule   racine  positive,  A 
éiant  positif.  Cette  équation  peut  s'écrire 

[.T  —  1)  x[a:  -{-  2)  =  A^, 

d'où,  en  prenant  A  entier  et  >  2,  et  vu  que  la  valeur  de 
X  est  incommensurable,  on  conclut  que  le  produit  de 
trois  nombres  impairs  consécutifs  ne  peut  pas  être  un 
cube.  C'est  un  cas  paiticulier  d'une  proposition  beau- 
coup plus  générale.  On  conclut  de  même  que  le  produit 
de  trois  nombres  pairs  consécutifs  n'est  pas  un  cube, 
ce  qui  revient  à  dire  que  le  produit  de  trois  entiers 
consécutifs  n^ est  pas  un  cube  :  cas  particulier  d'une  pro- 
position bien  connue. 


Question   1299 

(voir  2'  série,  t.  XVII,  p.  57.7); 

Par    m.    MORET-BLANC. 

La  somme  des  carrés  des  x  premiers  nombres  entiers 
nest  jamais  égale  au  double,  au  triple^  au  sextuple 
d'un  carré.  (Edocaud  Lucas.) 

La  somme  des  carrés  des  x  premiers  nombres   étant 

xLt -h  i){lix  ~\- i)     .,  ^        j  , 

— ^ j  il  tautdemontrer  qu  on  ne  peut  avoir, 
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en  nombres  entiers,  aucune  des  trois  égalités 

(  I  )  .r  (  X  H-  I  j  (  "2  ,r  -h  [  )  =  I  2j)--  =  3  sS 

( II  )  a.-f  a:  -1-  I  j  (  2.r  -;-  I  )  =  1 8  y-  =  2  z', 

(III)  a:(x-^l)(2.r-M)=r36r^=     c^ 

1.   Supposons  qu'on  puisse  avoir  en  nombres  entiers 

a:(.r  -f-  i)  (2.r  -I-  I  )  =::;  3z^ 

Les  trois  facteurs  étant,  deux  à  deux,  premiers  entre 
eux,  doivent  être  deux  carrés,  et  le  triple  d'un  carré; 
mais,  deux  entiers  consécutifs  ne  pouvant  être  simulta- 
nément des  carrés,  Tun  des  nombres  x,  x -^  i  devra 
être  le  triple  d'un  carré,  et  ce  sera  nécessairement  x, 
car  autrement  x  serait  de  la  forme  3  m  —  i,  qui  ne  peut 
appartenir  à  un  carré.  J'ajoute  que  x  devra  être  le  triple 
d'un  carré  pair,  car,  s'il  était  le  triple  d'un  carré  impair, 
il  serait  de  la  forme  S/tz+S,  et  ix-^-i  serait  de  la 
forme  8/;/  -f-  7,  incompatible  avec  celle  d'un  carré. 

Le  seul  cas  où  l'impossibilité  ne  soit  pas  démontrée  est 
le  suivant  : 

X  r=  I  2  M%      .r  -i-  I  ==  c%      2 j;  -f-  I  =  d'-. 

On  en  lire 

(V^ —   I=24"%        <l'oÙ        (M'-f-l)(«'  l)=^24tt'. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  facteurs  w -\-  i 
et  %v  —  I  étant  2,  on  aura  nécessairement  à  considérer 
l'un  des  systèmes  suivants  : 

(  l)  (f  H-  I  r=  2  y},  «'  —   I  =::  12  P',  «--  -i-  l  =z  2C'^, 

(l')  ff  ~   I  =  2!Z%  d'  -t-  I  =  (2^%  (!■'  -4-  I  =  2('% 

(2)  II'  -(-    I  rzz  ^a^,  ((' —  1=  6p%  W- -i-  I  Z--  2  P-, 

(2')  IV  —   I  =  4  y},  «■  -f-  1  rr:  6p-,  iV^  -\-  I  z=z  2c'. 
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Le  système  (i) 

a  été  jîtraité' complètement  par  M.  Gerono  [Noin'clles 
Annales,  a'' série,  t.  XVI,  p.  32i)  ;  il  n'admet  que  les 
solutions 

w  =  1,     d'où     ^  z=  o, 

(»'=:  —  I,       d'où       W  —  1= —  2=:I2^% 

égalité  impossible  5 

n':r^     7,       d'où       <l'  —  1  =:  6  =  I'>.  |5-, 

égalité,  de  même,  impossible  en  nombres  entiers. 
Ces  trois  solutions  sont  donc  inadmissibles. 
Le  système  (i') 

«'  ■ —  I  =  2  X%       O'-  -f-  I  rr:  2 (',       «'  -f-  I  =  I  2  ^'^ 

conduit  aux  mêmes  calculs  et  ne  donne  que  des  impos- 
sibilités. 

Considérons  le  système  (2) 

w -f-  1  1-— 4a-,      (f^H- I  =  2(''',      (>' — 1=6^'. 
On  lire  des  deux  premières  équations 

tvz=^0!.- —  I,       {^x- —  1)=-+-  I  z=  2('',       4'^'+(2a^ —  I  )-':=(■=; 

V  impair, 

(('  +  2  a- —  l)(i'  —  2  a'  +  l)r=  4^''- 

Les  deux  facteurs  (w-  H-  aa^ —  i)  et  [^ —  2a^-h  i)  sont 
des  nombres  pairs,  ayant  pour  plus  grand  commun  divi- 
seur 2,  car  tout  diviseur  commun  à  ces  deux  nombres 
doit  diviser  leur  somme  ai',  et,  comme  i^  est  premier  avec 
aa^ —  I,  ce  diviseur  commun  ne  peut  être  autre  que  2. 
On  doit  donc  avoir 

('-+-2a^  —  I=:2/W^       V —  2a=-f-  I  :=  2«'', 

où  tn  el  n.  sont  premiers  entre  eux. 
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Ces  c;(|ualions  doniienl 

2a' —  i  =z  m* —  72",      w'//'  =  7.',      ni'/i-=:z  a% 
d'où 

Q.m''  II-  —  I  =  /n'  —  «* ,      71*  -[-  o.in'^iû  —  m'  —  i  zir  o, 


«*  =  —  m^  zïi  \J  0.  w  '  H-  I  ; 

2m*H-  I  devant  être  un  carré,  il  faut  que  ni  =  o  (*).  Il 
s'ensuit 

/^^  =  I ,     a  =  o,     ('  =  I ,     ^-  ^  o , 

solution  inadmissible. 

Le  cas   (  a')  conduit   aux  mêmes   calculs.   L'équation 
entre  m  et  ii  devient 


/w"  —  ini'ri-  —  n^  —  I  1=  o ,     «r  =  «'  dz  y'  2 w"*  +  i . 

Le  reste  du  calcul  est  le  même. 

Ainsi,  l'égalité  x[x  -{-  \)[ix  -{-  i)  =  32'est  impos- 
sible en  nombres  entiers. 

IL  Considérons  maintenant  l'égalité 

.x[x-\-  i)  (2jr  +  i)  =  2z=. 

11  faut  que  parmi  les  trois  facteurs  du  premier  membi  e 
il  y  ait  deux  carrés  et  un  double  carré,  qui  ne  peut  être 
que  X  o\\  X  -\-  \. 

Il  y  a  donc  à  cohsidérer  les  deux  systèmes 

x=2«^,     ^ -f- 1  =    p-,     2j;  H- I  =  <»'', 
.r  =     a',      X  -\-  \z=.  21'',      IX  H-  I  :^  «'^. 


(*)  Legendrk,    Théorie  des  nombres,  t.  II,  p.  6.  TuéORêmi;  111  ;  La  for- 
mule x^-^-iy*  ne  peut  être  égale  à  un  carre,  si  ce  n'est  lorsque  v  ^^  o. 
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On  tire  du  premier  w"'^ —  i  =^  4 "'7  égalité  impossible,  à 
moins  de  supposer 

«'=1,     «  =  o,     d'où     .r  =  o, 

valeur  inadmissible. 

On  lire  du  second  w^ -{- i  =^  4^' ■>  égalité  impossible, 
suivant  le  module  4- 

III.  L'égalité  .x(x -f- 1)  (a-r -+- 1)  =  z-  exige  que  les 
trois  facteurs  soient  des  carrés,  ce  qui  est  évidemment 
impossible  pour  les  deux  premiers. 


Question  1300 

(  voir  2*  série,  t.   XVII,  p.  .'a-); 

Par    m.   MORET-BLANC. 

La  somme  des  x  premiers  nomhres  triangulaires 
n'est  jamais  égale  au  double,  au  triple,  au  sextuple 
d'un  carré.  (Edouard  Llcâs.  ) 

Cette  somme  est  égale  à  — — '■ — ^4^^ '■ •   Il  faut  dé- 

montrer  qu'on  ne    peut  avoir  en  nombres  entiers  au- 
cune des  trois  égalités 

(I)  ^(.l--f-  l)(j-  +  2)r=3:;% 

(II)  ^(x  H- !)(x  -f-  2)=   2Z-, 

(III)  j:{x-f- i)(^-4-  2)  =     z\ 

Les  deux  dernières  exigent  que  la  différence  de  deux 
carrés  soit  égale  à  une  ou  à  deux  unités,  ce  qui  est  impos- 
sible, à  moins  rjue  l'un  d'eux  ne  soit  nul.  Il  en  est  de 
même  de  la  première  si  x  est  impair. 
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Quand  x  est  pair,  l'égalité  (I)    devient,  en  posant 
X  =  î}-",  et  2  =  2  u, 

r{r-h  i)(2j  ^i)=  3tt% 

équation  dont  l'impossibilité  en  nombres  entiers  a  été 
démontrée  dans  la  solution  de  la  question  1299  [voir 
p.  473). 


Question    1316 

(TOir  2'sci-ie,  t.  XVII,  p.  336); 

Par  m.   lez. 

On  prend  sur  la  tangente  à  une  cycloïcle  fixe,  à  par- 
tir du  point  de  contact,  une  longueur  proportionnelle 
au  rajon  de  courbure  en  ce  point  :  troufer  le  lieu  de 
r ext rénnté  de  cette  longueur  quand  la  tangente  se 
déplace.  (Batibauin.) 

Dans  une  cycloïde,  les  coordonnées  d'un  point  M  étant 

a7=:0P=:R(a—  sina)  (*), 
r  —  MP  =  R  (  I  —  cos  a  ,, 

la  tangente  MN  en  ce  point  a  pour  coefficient  angulaire 

dy  sin  a 


dx         I  —  cos  a 
La  normale  MI  au  même  point  est  égale  à 
Rv/2(  j  —  cosa). 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  ligure  :  OX.,  OY,  axes  tic  coor- 
données rectangulaires;  CM,  rayon  R  d'ujie  circonlerence  C  tangente 
i»  OX  au  point  1  ;  y.,  ran|;lp  MCI. 


I 
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Si  donc  oïl  prend  sur  la  tangente  une  longueur  MN 
])roportionncIle  à  MI  (ou  bien  au  jayon  de  courbure  qui 
est  le  double  de  la  normale  )  et  (lu'on  mène  du  point  M 
une  perpendiculaire  MO  à  l'ordonnée  de  iN,  le  triangle 
rectangle  MND  donnera 

ND  =  iM%"sinNMD  =  //^Rsina, 

MD  =  MN  cosNMD  =  w  R  (  i  —  cos  a  )  ; 

par  suite,  les  coordonnées  d'un  point  N  du  lieu  dierché 

seront 

X  =:  R  (  a  —  sin  y.  -\-  m  —  m  cos  a  ) , 

jr  =:  R  (  I  —  cos  y.  H-  m  sin  a  ). 

Le  coefficient  angulaire  de  la   tangente  en  ce  point 

étant 

dy  sin  a  -t-  m  cos  x 

dx         I  —  cosa  -{-  m  sin  a 

on  trouve  que  l'équalion  de  la  normale  est 

^■(sina  +  m  cos  a)  -I-  •r(i  —  cosa  +  wsin  y.  ) 

—  R{i  ^  cosx  -f-  m  sin  a  )(a  -f-  /«)  =  o. 

Elle  rencontre  l'axe  OX  en  un  point  I',  dont  l'abscisse 
X  =  (  a  -h  m)  R. 

Or,  si  Ton  joint  N  au  centre  C  d'un  cercle  de  rayon  R 
tangent  à  OX  au  point  T.  on  aura,  dans  le  tiiangle  rec- 
tangle NC'B  (*  ), 

NB  =  R(/rtsina  —  cosa)     et     C'B  =  R(sina -+- wcosa), 

d'où 

NC'=Rv/7h^/^ 

Déplus,    CC'  =  ir=f«R.  et  l'on    tiouve  facilement 


(*)  B  est  le  point    où  l'orilotiuée  de  !N    rcucoiilrc  la  droite  CC  pa- 
i-all(-le  à  laxe  OX. 
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que   l'angle  N  CI  rr:.  ]N  CC  ^  CCI  ^  a  =  MCI:  Tangle 
]\CI'  est  donc  la  somme  de  l'angle  constant  ICI'  et  de 
l'angle  variable  a. 

Pai'  sniie,  à  chaque  variation  de  a  correspond  une  di- 
rection déterminée  de  CN;  en  outre,  la  distance  du 
point  N  au  centre  C  étant  invariable,  le  point  N  décrit 
évidemment  une  cycloïde. 


QUESTIONS. 


1328.  Etant  données  les  équations 

(  I )  5.r-  4-  5j^  —  z'  ■+■  6o.r  —  24  ^  =  o , 

(  2 ]  25.r=  -f-  i5y  '^  -f-  z"-  —  1 5.VZ  =  o , 

(3)  75^' +  75j'' H- 2G^ H-   5yz  —  ^5.Tz^^o^ 

représentant  des  surfaces  rapportées  à  un  même  système 
d'axes  rectangulaires,  on  demande:  i"  de  trouver  le 
genre  de  cliaque  surface 5  2**  de  trouver  l'intersection  des 
surfaces  (i)  et  (2);  3°  de  trouver  les  projections  sur  les 
plans  coordonnés  de  l'intersection  des  surfaces  (1)  et  (3). 

(EuNEST  I.EBOK.) 

1329.  Soit  la  série  récurrente 


o,    I,    I.    2,   3,   5,   S,    i3,   21,   34.   ..., 

lelie  que 

«„_^.,  =  «„+,  +  Un  ; 

trouver  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 

I  2  3  5  «n-+-2 

I .  ■>.     '     I  .  3    ■    2 . 5        3 .  y  «„+i  M„-H.T 

(E.    f.UCAS.  ^ 
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1330.  Les  nombres  x,  j  ^  z  étant  exprimés  par  les 
formules 

.r  =  2 (       a-  —  p^  —  7"  --!-  S')  H-  2  a  '  2  ^  -'-  37-1-4^)» 

r  —  2(—  a^  +  ^'  —  7^-f-52)  +  2p(2aH-37— 4o), 
s=3(-a=-P'-t-7-|-r?)-f-47(    a+     fi-i-^^;, 

où  a,  [3.  y,  cî  sont  des  entiers  de  signes  quelconques, 
on  peut  énoncer  les  [)ropriétés  suivantes  : 

1°  L'expression  x~  H-J  "  -+-  z-  se  réduit  toujours  à  une 
somme  de  deux  carrés. 

2"  Pour  des  valeurs  entières  convenables  de  a,  (3,  y,  0, 
tout  nombre  N,  qui  est  égal  à  la  somme  de  deux  carrés 
entiers,  et  à  la  somme  de  trois  carrés  entiers,  peut  être  re- 
présenté par  l'expression  ci-dessus,  dont  les  termes  ont 
été  préalablement  débarrassés  des  facteurs  communs 
inutiles.  (S.  Realis.) 

1331.  On  donne  une  conique  (S),  un  point  fixe  A  sur 
celte  conique,  une  droite  (D)  et  un  point  fixe  a  sur 
cette  droite. 

Une  conique  osculalrice  à  (S)  au  point  A,  et  passant 
au  point  a,  coupe  de  nouveau  la  conique  (S)  et  la 
droite  (D)  en  des  points  b  et  c,  respectivement;  dé- 
montrer fjue  la  droite  bc  coupe  (S)  en  un  point  fixe  /! 

(Gewty. ) 

1332.  Une  droite  SA  pivote  autour  du  sommet  S  d'une 
parabole  qu'elle  rencontre  en  A,  et  de  ce  point  A  on 
abaisse  une  perpendiculaire  AP  sur  la  tangente  au 
sommet. 

1"  On  joint  le  point  P  au  pied  D  de  la  directrice  par 
une  droite  qui  rencontre  AS  en  M. 

2°  On  joint  le  point  P  au  foyer  F  par  une  droite  qui 
rencontre  AS  en  N  ; 
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!^"  On  abaisse  de  P  sur  AS  une  pei  penditulaiie  qui 
coupe  AS  au  point  Q,  et  l'on  [)rolonge  PQ  d'une  quan- 
tité égale  QR. 

Démontrer  que  : 

Le  point  M  décrit  une  hypeibole; 

Le  point  N,  une  ellipse 5 

Le  point  Q,  un  cercle  j 

Et  le  point  R,  une  strophoïde.  (Ed.  Guillet.) 

1333.  Etant  donnée  une  spirale  logarithmique,  on 
trace  la  polaire  du  pôle  de  cette  spirale,  par  rapport  à 
un  cercle  oscillateur  à  la  courbe.  Trouver  l'enveloppe  de 
toutes  les  polaires  ainsi  obtenues.  (Laisant.) 

i33i.  Un  quadrilatère  est  circonsciit  à  un  cercle  dont 
le  rayon  est  ;',  et  ses  sommets  sout  sur  un  autre  cercle 
dont  le  rayon  est  R;  si  D  représente  la  distance  des 
centres  des  cercles,  démontrer  que  le  rectangle  des  dia- 

gonales  du  quadrilatère  est  égal  à—; — 

(C.  Leddesdorf,  m.  a.) 
(Extrait    du    Journal    anglais     :     Tlie    educationnl 
7'inies.) 

1335.  Démontrer  ; 

1°  Que  les  solutions  entières  et  positives  de  Téquaiion 
9.^x'-{-i  r=: j  - ,  dont  les  deux  premières  sont  x  =  o 
el  y  =  i  -^  jr  =  1  et  Y  =:^  5,  se  déduisent  chacune  des  deux 
jMTcédentes  en  retranchant  ravant-dernière  valeur  de  x 
ou  der  de  dix  fois  la  dernière  pour  obtenir  la  suivan(e; 

2°  Que  les  solutions  entières  et  positives  de  l'équation 
2^"  -h  1  =  3}  ",  dont  les  deux  premières  sont  j:  :::=  i  et 
Y  =  1  -^  X  =  n  et  /  =  9,  s'obtiennent  comme  celles  de 
l'équation  précédente  (1°); 
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3"  Que   toiU(;  valeur  du  nombre  X  =:  3  x' -f- c>  (2°), 
ayant  la  double  propriété  d'être  égal  à  la  somme  des  car- 
j  es  de  trois  entiers  consécutifs  et  à   celle  des  carrés  de 
deux  entieis  consécutifs  est  de  la  forme  ?>Gon  -+-  5. 

(LiOMNET.) 

1336.  Deux  droites^,  g\  cojitenant  deux  séries  bo- 
mograpbiques  des  points  A,  B,C,D.  .  .  .  et  A',  1V,C',  D',.  . . 
sont  données.  Les  droites  AA',  BB',  CC,  DD', .  .  .  enve- 
loppent une  conique;  quel  est  le  lieu  des  milieux  de  ces 
droites?  (Dnoz.) 

1337.  Trouver  un  cercle  par  rapport  auquel  la  cis- 
soïde  se  transforme  en  elle-même  par  polaires  réci- 
proques. (G.  FOURET.) 

IVole  —  M.  Robaglia  a  résolu  les  questions  1311,  1314,  1317;  et 
M.  Droz,  la  question  1314,  et  les  questions  du  Concours  général  de 
1878,  proposées  pour  les  classes  de  philosophie,  de  seconde  et  de  troi- 
sième. Ces  dilTérentes  solutions  nous  sont  parvenues  trop  tard  pour  qu'il 
ait  été  possible  d'en  faire  mention  dans  le  numéro  de  septembre. 

M.  Hilaire,  professeur  a  Douai,  nous  a  adressé  une  très  intéressante 
solution  d'un  problème  proposé  en  1876  au  Concours  des  classes  de 
Mathématiques  spéciales  de  l'Académie  de  Douai.  Le  défaut  d'espace 
nous  oblige  à  remettre  cette  solution  à  un  autre  numéro- 

Nous  avons  reçu  de  M.  J.-P.  Isely.  professeur  à  ÎNeuchàtel,  un  Mé- 
moire sur  les  Solutions  singulières  des  équations  différentielles  à  deux 
variables;  et  deM.  IMauiice  d'Ocagne,  élève  en  Mathématiques  spéciales, 
une  Note  sur  la  détermination  du  centre  des  sections  coniques  et  des 
surr.ices  du  s.^cond  ordre. 
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MÉMOIRE  SUR  LA  RÉSOLllTIOX  M  NOMRRES  ENTIERS 
DE  L'ÉQIATIO^' 

Par  m.   DESBOVES. 

[SL-ITE    (*).] 


V.  —  Théorèmes  GÉNÉaAux  relatifs  a  la  résolution 

DE    l'ÉQUATIO-N 

19.  Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  dirons  que  deux  fonc- 
tions entières  y(X,  Y,  ...),  <p(x,j>'",.  .  .)  sont  équiva- 
lentes lorsque  la  deuxième  se  déduit  de  la  premièn;  en 
remplaçant  dans  celle-ci  X,  Y, .  .  .  par  des  fonctions  en- 
tières de  x^j^  •  -  •  ■)  ou  qu'après  la  substitution  les  deux 
fonctions  ne  diffèrent  l'une  de  l'autre  que  par  un  facteur 
qui  est  une  certaine  puissance  d  une  fonction  entière. 
C'est  ainsi,  par  exemple,  qu'en  vertu  de  l'identité  (4o) 
les  deux  fonctions  X^-l-Y'  et  .r)^(x-r-/)  sont  équiva- 
lentes. 

Théouème  X.  —  Pour  que  l'équation 

aX"'-4-  bY"'=cZ" 

ait  une  solution  enlièi'e,  il  faut  et  il  sujjit  que  c  soit  de 
la  forme  ax'"  -h  hy'". 

En  effet,  la  condition  est  suffisante,  puisque,  si  elle  est 
remplie,  l'équation  proposée  admet  la  solution  (x,^,  i). 
Elle  est  aussi  nécessaire,  car,  si  (xi,)'",,  s,)  est  une  solu- 

(*)  Nouvelles  Annales,  2^  série,  t.  XVIU,  p.  433. 
.4ii.  'Il-    \Licltcm  ic,  i^  s«;rie,  t.  XVIII.  (Noveml)re  1879.)        3l 
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tion  de  réquatioii,  on  a 

ax"^  -4-  hy"^  =  cz\  ; 

d'où  il  suit  que,  si  on  laisse  do  côté  le  facteur  2",  c  est 
bien  de  la  forme  demandée. 

Si  l'on  considère  le  cas  particulier  où  m  et  n  sont 
égaux  à  3  et  rt,  h  égaux  à  i ,  on  obtient  la  forme  x^  -\-  y^  ; 
mais  les  deux  formes  xy  [x -\- y)  ei  x^ -{- j^  étant  équi- 
valentes, comme  on  Ta  déjà  remarqué,  on  peut  dire, 
avec  M.  Lucas,  que,  pour  que  l'équation  X'4-  Y'=  cZ' 
puisse  être  résolue  eu  nombres  entiers,  il  faut  et  il  suffit 
que  c,  débarrassé  de  ses  facteurs  cubiques,  soit  de  la 
forme  xy[x  -\-  j)- 

Remarque.  —  Toutes  les  formes  de  c  que  nous  avons 
données,  si  nombreuses  qu  elles  soient,  sont  équivalentes 
à  la  forme  a  Jc™ -h  ^}''",  mais  elles  n'en  sont  pas  moins  utiles 
à  connaître,  car  elles  serviront  à  faire  connaître  a  priori 
des  solutions  entières  des  équations,  comme  on  le  verra 
dans  la  Section  suivante,  consacrée  aux  applications  nu- 
mériques. 

Théorème  XI.  —  a  et  b  étant  arbitraires  dans  l'é- 
quation aX"'+  6Y'"=  cZ",  on  peut  toujours  trouver  une 
fonction  c  de  a^  h  et  d'autant  de  variables  que  l'on 
veut,  telle  que  V équation  puisse  être  résolue  en  nombres 
entiers. 

On  voit  d'abord  aisément  que,  dans  le  produit  repré- 
senté par  le  déterminant  du  n^  7,  la  partie  qui  est  fonc- 
tion des  seules  variables  x^^  x^  est  x'" — ( — lY^rx"^ -^ 
c'est  encore  ce  que  Ion  reconnaît  comme  il  suit. 

En  appelant  Q  la  partie  du  produit  qu'il  sagil  de  dé- 
terminer, on  a 

Q  =  [x,-\-  OL.Ty  ;(.r„-f-  j3x,)  f.r„-4-7J:,  1  .... 


ou,  en  posant 
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-  =  -ç, 


=  x1'[{—  ?)'"—(—  l'rr]  =.r-—  (-  ij^rx',". 

Cela  posé,  si  l'on  multiplie  eutre  elles  d'abord  n  fonc- 
tions égales  de  l'espèce  de  celle  qui  est  représentée  par 
le  déterminant  du  n°  7,  puis  ce  produit  lui-niètue  par  le 
produitd'un  nombre  quelconque/;  de  fonctions  de  même 
espèce  que  la  première,  mais  dilférentes  de  celles-ci  et 
non  égales  entre  elles,  on  obtient  finalement  un  produit 
qui  est  une  fonction  de  même  espèce  que  ses  facteurs,  et, 
en  représentant  par  Z  la  fonction  élevée  à  la  n'**"®  puis- 
sance, par  c  le  produit  des  p  facteurs  différents  et  par 
(Xq  )i,(Xi)i, ...  les  expressions  de  Xo,  X,,  ...  qui  corres- 
pondent à  la  dernière  mulliiilicatiou,  on  a  une  équatioti 
de  cette  forme  : 

(751         [iXoij]"--  ;- i>r[(X, )*]"■  +  ...  =  c-Z". 

En  effet,  d'après  ce  qui  a  été  dit  précédemment,  on 
sait  que  le  premier  membre  de  l'équation  (70)  doit  con- 
tenir les  deux  termes  (Xq)^,  — (—  i)'"/-(Xi)^. 

On  peut  maintenant  disposer  des  variables  introduites 
par  les  p  derniers  facteurs  de  manière  à  annuler,  dans 
le  premier  membre  de  l'idenlité  (7^),  tous  les  ternies, 
excepté  les  deux  premiers.  Eu  effet,  comme  on  le  voit 
parles  expressions  des  fonctions  Xq,  Xi,  X,,  .  .  .  données 
dans  le  u°  7,  les  équations  à  résoudi'e  sont  du  premier 
degré,  par  rapport  aux  variables  qui  correspondent  à 
l'un  des  p  derniers  facteurs. 

Alors,  en  substituant  dans  l'équation  (75)  à  ces  va- 
riables leurs  expi'essions,  c  deviendra  une  fonction  de 
toutes  les  variables,  excepté  celles  par  rapport  auxquelles 

3i. 
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on  a  résolu.  Il  ne  reste  plus  enfin,  pour  obtenir  l'équa- 
tion demandée,  qu'à   remplacer  dans  l'équation  (j5)  r 

b  h      .  ... 

l)ar  -  ou suivant  que  m  est  impair  ou  pair. 

^       a  a  ^  '■  '■ 

Une  application  particulière  de  la  méthode  précé- 
dente a  été  faite  à  la  fin  du  n"  9  ;  si  ou  la  reprend,  ce 
qui  précède  deviendra  clair. 

Dans  les  deux  tliéorèmes  qui  vont  suivre,  on  suppose 
que  n  estégalà/7z,  c'est-à-dire  qu'il  s'agira  de  l'équation 

(76)  aX'"-^  Z'Y'"=cZ"'. 

Théorème  XII.  —  Pour  que  l' équation  (76)  ait  deux 
solutions,  il  faut  et  il  sujffit  qu'après  avoir  multiplié  ou 
divisé,  s'il  est  nécessaire,  les  deux  membres  de  l' équa- 
tion par  un  même  nombre  entier,  on  obtienne  pour  a, 
b,  —  c  des  expressions  /'"  —  /;'",  q'" —  /•"',  s"" —  ?'",  /,  r/, 
5,yO,  r,  t  étant  des  nombres  entiers  tels,  que  le  produit 
des  trois  premiers  soit  égal  au  produit  des  trois  autres. 

On  remarque  d'abord  que  l'on  peut  toujours  obtenir 
une  infinité  d'équations  de  la  forme  (  76)  admettant  deux 
solutions.  Eu  effet,  si  l'on  écrit  que  l'équation  (76)  a  les 
deux  solutions  (.r,j^,  s),  [x',y\  2'), on  obtient  deux  équa- 
tions du  premier  degré,  par  rapport  à  -  et  —>  qui  donnent 

les  valeurs  de  ces  inconnues,  et  l'on  peut  prendre 

a  =  z'"}-  "■  —  y'"  z  "', 
^77j  '  b=x'"z''"—z'".v'"', 

\   —  r=j'".v'"'—  aff"'. 

Ainsi  a,  Z>,  —  c  sont  chacun  la  dilïérence  des  //i'^™'^* 
puissances  de  deux  nombres  entiers,  et  si  l'on  représente 
z.y .,  xzl ,yx\yz' ,  zx\  xy  '  respectivement  par  /.  q,  s^p,  r, 
t,  on  a  bien 

(78,  lijs^prt; 
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la  condition  énoncée  est  donc  nécessaire.  Je  dis  mainte- 
nant qu'elle  est  suffisante.  En  effet,  supposons  qu'après 
avoir  multiplié  ou  divisé  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion (76")  par  un  facteur  constant,  on  ait 

«  = /""  —  p"",      b=:q'"—r'",      —c=zs"' — f",      lqsz=prt; 
on  pose 

\zx=r,     J.t'=s,      .ry=t, 
d'où  l'on  déduit 

X         t         r         s         .V         q 
s         T       z~~  r'      y  ~  p' 

la  dernière    équation    étant    la  conséquence    des   deux 
autres  à  cause  de  la  relation  (78). 

Alors,  pour  obtenir  des  valeurs  entières,  on  peut  poser 

(  80  )  x  =  rt.     y  ^1  Is,      z  =  Ir. 

Si  maintenant  on  substitue  dans  les  équations  (76)  les 
valeurs  de  x,  y,  z  (80),  on  a 

.r  =-•,     j'  =  -,      z  =  -, 
/  r  si 

ou  encore,  comme  on  ne  prend  que  des  valeurs  entières, 

(81)  x' =  sr,      y' =  Is,      z'=pr. 

Ainsi,  lorsque  les  conditions  de  l'énoncé  sont  rem- 
plies, l'équation  (76)  a  deux  solutions  entières  {x.j-,  z), 
[x',y',z')  données  par  les  formules  (80)  et  (81). 

Bemarque.  —  On  volt  aisément  que  le  théorème  n'est 
en  défaut  que  si  l'on  a 

(82)  ^  =  7»     p=^r,     r''t=zPs; 

dans  ce  cas,  les  deux  solutions  données  par  les  formules 
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(8o)  et  (8i  )  a  eu  foni  plus  qu'une  seule.  C'est  ainsi,  par 
exemple,  que  si  l'ou  a  Téqualion 

X"'  -f-  Y'"  =[u'"  -hfi'"] Z'", 
ou 

(  r^'n  _  p"'  \  X"'  -F  ;  a"'  —  8-"  ;  Y"  =  :  y.""  —  3-"'  )  Z-", 

pour  laquelle  les  conditions  de  lénoncé  du  théorème  XII 
sont  remplies,  les  formules  (80)  et  (81)  donnent  la  so- 
lution nnique  (a,  (3,  i). 

Faisons  une  application  du  tlicoiènu;  XII  à  Téqualion 

X4_  Y^=  II -49352'. 
On  a  les  identités  numériques 

,  174935  =^^\     2^(79^-67^)=  i33^-59S 

(79^-671(59^- '34^)  =  (79x59}^- 133x67 )^ 

alors,  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation 
proposée  par  118^ — 268*,  il  vient 

(118*— 268*)X*-4-(3i6'-o66^;y* 

=  D;79X59)'-i;i33x67)^]ZS 
cl  l'on  a 

/=:Il8,       <7  =  3l6,       .V=:r   133X67, 

j}  =  268,      r  =  266,      t  =    79  X  59. 

On  voit  que  la  condition  (78)  est  remplie,  et,  en  ap- 
pliquant les  formules  (80}  et  (81),  on  reconnaît  que 
l'équation  proposée  admet  les  deux  solutions  (  79,  67,  2), 

(i33,59,4)(*V 


(*)  On  s'appuie  ici  sur  la  résolution  de  Téquation  X' -f- Y^  =  Z' -(- U*, 
et  sur  la  relation  (a* — /?^){d* — b*)  =^[ady  —  (^c)*,  qui  a  lieu  lorsque 
a,  b,  c.ei  sont  des  nombres  tels  que  l'équation  a' — b*  ^^  c* — rf'  soit 
satisfaite.  Je  reviendrai  plus  tard  sur  cette  question. 
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Théorème  XIII.  — Pour  que  Von  puisse  trouver  des 
équations  de  la  forme  [y6)qui,  pour  une  certaine  va- 
leur de  ni^  admettent  trois  solutions ,  il  faut  et  il  sujffit 
que  Von  puisse  résoudre  en  nombres  entiers  le  système 
des  deux  équations 

(  83  )  P™  +  Q'"  -\-  R'"  =  U'"  +  V'"  +  T'", 

(841  PQR  =  UVT. 

i*^  La  condition  est  nécessaire.  —  En  effet,  si  l'é- 
quation (76)admellesdeuxsolutions(a:,  r,  z),  (a:',  y',  2'j, 
les  valeurs  de  «,  è,  c  sont  données  par  les  formules  (77), 
et  l'on  exprime  que  la  même  équation  a  une  troisième 
solution  (a:",  y" ^  z")  en  écrivant 

-— "/n     I       '  ^jn  ^'m -m  ~.lm  \  .,"iu 


Z'" y  '"  —  y'" Z'" J jr  •" -+-  1  .r'" 
=  (  ■c'"y"'  —  j"'x''"  )  z"'". 


ou 


r=(jz'.r")"'-f-  [zx! y"Y-\-  [x/z"]"'. 

Or,  comme  les  sixnorabres  zy'x",  xz'y,fx'z",yz'x", 
zx'y ,  xf  z"  sonl  tels  que  le  produit  des  trois  premiers 
est  égal  au  produit  des  trois  autres,  ces  nombres  satisfont 
aux  deux  équations  (83  )  et(84)- 

2°  La  condition  est  suffisante.  —  En  effet,  supposons 
qu'elle  soit  remplie  pour  les  six  nombres  d.,  e,/^,  g^  /z,  A", 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 

d"  -+-  er  -f-/'"  =  g"  +  h"'  -f-  X'",      def=:  ghk. 
On  pose 

zy'x"  =  cl,     'xz'y"=c,     yx'z"=f,     y'z'x"  =  s, 
zx'r"=h,     xy'z"=k, 
et  Ton  en  déduit 

(85)  x'  =  ghx,     y'z=dey,      z'=cgz, 

^86]  x"=g/'.r,      r"=ehy,      z"=r/z. 
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Ainsi,  lorsque  les  équations  (83)  et  (84)  sont  satis- 
faites par  six  nombres  entiers  rZ,  <?,/",§■,  A,  A,  on  peut 
former  une  équation  de  la  forme  (76)  qui  admette  une 
solution  arbitraire  {x.,y^  z)  et  deux  autres  solutions 
(x',y\  z'),  (x",j",  z")  données  par  les  formules  (85)  et 
(86). 

Faisons  une  application  du  théorème  au  cas  où  m  est 
égal  à  3.  A  l'aide  de  l'identité  en  x,  y  qui  a  conduit  aux 
formules  (5i)  dun°  il, j'obtiens  d'abord  les  six  nombres 
33,  —  34,  1,  II,  —  17^6  pour  lesquels  on  a 

33^+(— 34  )'^+i  =  ii'+(— 17)^+6% 
33  X  (-  34)  X  I  =  1 1  X  (-  1 7  )  X  6. 

Je  prends  ensuite  arbitrairement 

jr=  I,     j  =  —  I ,     z  =  i, 
et  si  l'on  pose 

d=3y,     e  =  — 34,    f=i,     ^  =  11,     /' = — 17»     ^  =  6, 

les  formules  (85)  et  (86)  donnent,  après  la  suppression 
de  facteurs  communs, 

.?;'  =  1,     y  =  —  6,     z'  =z-z, 
x"=il,j"=34,        .r"=2. 

Mais,  en    calculant  les  valeurs  de  a,  ^,  c   par    les   for- 
mules (77),  où.  l'on  fait  ni  r=  3,  on  obtient  l'équation 

■2o8X^—  7Y'  =  2î5Z3; 

ou  est  donc  assuré  d'avance  que  cette  équation  admet  les 
trois  solutions  (i,  —  1,1),  (i, —  6,  2),  (i  i,  34,  2). 

Comme,  jusqu'à  présent,  on  ignore  si  le  système  des 
équations  (83)  et  (84)  peut  être  résolu  pour  des  valeurs 
de  m  supérieures  à  3,  on  ne  sait  pas  non  plus  si,  pour  de 
pareilles  valeurs  de  m,  l'équation  (76)  peut  avoir  trois 
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solutions.  Quoi  qu'il  en    soit,    le    théorème  précédent 
montre  que  la  question  de  résoudre  le  système  des  deux 
équations  (83)    et  (84)  présente  le  plus  grand  intérêt. 

Théorème  XIV.  —   On  peut   résoudre  en    nombres 
entiers  l'équation 

ou,  ce  qui  re^^ient  au  même,  le  système  des  deux  équa- 
tions 

(87)  X^'"+«Y^'=U%     X^"— «Y='"i=VS 

/                            j      7     ^            [jc-^yiY'"—[x—YiY'",. 
lorsque  a  est  de  La  j orme  ^ ^^ '     \i  repré- 
sente \^ —  i). 

En  effet,  si  l'on  pose 

p  -\-  qi z=  [^x  -\-  ri)'",     p  —  qi  =  [x  — ji)"', 
on  a 

p^-\-q^  =  {.v'  +j')'",      7.p  =  [x  +  j/)""  -I-  [x  —  ji)'", 
2.qi  —  {x  -f-  yi)'"  —  [x  —  yi]'", 

i[p^ —  9']  =  {.Tc  ^  y  i)-"'  -r-  (-c— J')""» 

et,  par  suite, 

(.r  -^yiY"'—  [:ic  —  yiY'" 


f       q  -!-  ^pq  —  ~  ? 


les  signes  supérieurs  se  correspondant  dans  les  deux 
membres  de  l'équation  précédente,  ainsi  que  les  signes 
inférieurs. 

Cela  posé,  dans  les  équations  (60)  et  (61)  du  n°  1-4, 
changeons  x  et  y  en  p  et  q^  puis  remplaçons  dans  les 
équations    ainsi    transformées  p'-\-q',    4pç{p'  —  </")î 
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/?'  —  q^±o.pq   par  les  expressions   précédentes*,   ou   a 
alors  la  double  identité 


,    I  .r  -f-  7'  / 1"*"'  —  \  x  —  yi  (*'" 
.x-+Y^Y"'±l ■ ■ ^ ^— —  X  i'"' 


en  faisant  correspondre  dans  les  deux  membres  les  signes 
supérieurs  ainsi  que  les  signes  inférieurs  :  le  théorème  est 
donc  démontré. 

Remarque.  —  Si  l'on  admet  qu'on  ne  peut  satisfaire 
à  l'équation  x' -\- y' --^  z^'"'  qu'en  posant 

X -\-ji  z=  ip -i- qiY'",      X.  — yi=:i[p  —  <ji]^,       z  =  p'' -h  f/'' , 

on  démontrera  aisément  que  la  condition  donnée  pour  a 
(théorème  XIV)  est  à  la  fois  nécessaire  et  suffisante. 

20.  Généralisation  des  nombres  congruents.  — 
Lorsque  m  est  égal  à  i  dans  les  équations  (  87  ),  le  nombre 
a  est  dit  congruent  par  rapport  à  deux  carrés.  Alors  on 
peut  convenir  d'appeler  nombre  congruent  de  l'ordre  m 
le  nombre  a,  tel  que  les  équations  (87)  puissent  être 
satisfaites  simultanément. 

Si  Ton  fait  d'abord  m  égal  à  i  dans  l'expression  générale 
de  a,  on  trouve  xy[x'  —  y^)  après  la  suppression  du  fac- 
teur carré  4  :  c'est  ce  que  l'on  savait  déjà.  Si  ensuite  on 
fait  771  égal  à  2,  on  trouve  pour  «,  après  avoir  divisé  par 

^.  ■5r(^--r-)[(x--r-)--4^y].  p^^^  donnantdans  celte 

2 
expression  à  x  et  y  les  valeurs  2  et  i,  on  obtient  pour 
valeur  de  a  le  nombre  n,  qui  est  le  plus  petit  nombre 
congruent  du  second  ordre. 
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\I.  —  Applications  numériques  des   identités 

ET    DES    FORMULES. 

21 .  Résolution  de  quelques  équations  numériques  com- 
prises dans  l'équation  géjiéraîe 

On  a  vu  que  l'équation  (88)  peut  élrc  résolue  lorsque 
c  a  l'une  des  formes  suivantes  : 


..r^ 

o.[x'+Zy') 

,      x^ — )-'—  3j-j{.r^2j), 

rh 

x[y^  —  a']. 

j;9_l_  jO_  3a.-'j3(8.r3— j'j 

.Tjri^x 

Si  dans  ces  expressions  on  remplace  x  et  j  par  les 
nombres  entiers  les  plus  simples,  pris  avec  les  signes  -+- 
ou  — ,  on  reconnaît  que  léquation  (  88  )  peut  être  résolue 
pour  les  valeurs  de  c  égales  à  6,  7,  9,  i  2,  i  j,  17,  19,  20, 
22,  26,  28,  3o,  37. 

22.  Je  vais  maintenant  m'occuper  de  quelques  équa- 
tions particulières  de  la  forme  (88).  TMais  il  importe  de 
définir  d'abord  ce  que  j'entendrai  par  une  solution  ini- 
tiale d'une  équation  numérique  à  trois  inconnues.  Je 
désignerai  ainsi  une  solution  de  l'équation  qui  ne  peut 
se  déduire  d'aucune  autre  à  l'aide  des  formules  qui  don- 
nent une  suite  de  solutions  correspondant  à  une  pre- 
mière âolulion  connue.  Par  exemple,  on  aura  une  so- 
lution initiale  deléquation  (88)  si  cette  solution  ne  peut 
pas  s'obt,enir  à  l'aide  des  formules  (48)  et  (49)?  quelle 
que  soit  la  solution  prise  pour  point  de  départ. 

\°  c  =  ip.  En  substituant  successivement,  à  la  place 
de  X  et  7,  3  et — 2  dans  2(.r^H- 3}"  ),  3  et  i  dans 
x^ — y^  —  3  jr)"(.r -h  2)  },  i  et  2  dans 

x'^  —  y^  —  3  .»■■' j^  (  8  A''  —  r^  ) , 
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on  voit,  par  les  idenlilés  (Sp),  (4^),  (47)?  ^jue  l'équa- 
lioii 

X'-{-  Y'=:igZ^ 

admet  les  trois  solutions  (3, —  '*,  i),  f36,  —  ij,i3), 
(8,1,3). 

Si  maintenant,  dans  les  formules  (5i)  du  n°  il,  on 
fait 

•^  =  3,       J  =  —  2,      Z  =  I, 

:r'=z8,      j'=l,  r'=3, 

OU 

ar'=36,     j'  =  — 17,      z'=:i3, 

on  obtient  une  quatrième  solution  (5,3,2).  Des  deux 
solutions  (8,1,3),  (36,  — 17,  i3)  on  déduirait  en- 
suite, à  l'aide  des  formules  (5 1),  une  nouvelle  solution 
(92,33,35);  mais  celle-ci  s'obtient  immédiatement  par 
les  formules  (48)  en  partant  de  la  solution  (3,  —  2,1). 
Les  formules  (5i)  donnent  encore  la  solution 
(i33oi ,  —  1322,498)  comme  conséquence  des  deux  so- 
lutions (5,3,2),  (36,  — 17,13). 

On  pourrait  continuer  à  chercher  de  nouvelles  solu- 
tions au  moyen  des  formules  (5i);  mais,  en  arrêtant  ici 
le  calcul,  je  dis  que  les  solutions  (8,  i  ,3),  (3,  —  2,  i), 
(36,  —  17,13),  (i33oi,  —  1322,498),  (5,3,2)  sont, 
toutes  les  cinq,  des  solutions  initiales. 

En  effet,  on  voit  d'abord  qu'aucune  des  quatre  pre- 
mières solutions  ne  peut  être  déduite  des  formules  (49)i 
qui  ne  donnent  jamais  une  valeur  paire  pour  une  des  in- 
connues x^y  et  une  valeur  impaire  pour  l'autre. 

Je  dis  ensuite  que,  quelle  que  soit  la  solution  prise 
pour  point  de  départ,  elle  ne  peut  pas  non  plus  être 
donnée  parles  formules  (48).  En  el'iet,  soient  (x„,j)'„,  z,,), 
{^n+i'iy'n+i^  ^n+i)  dcux  solutious  couséculives  données 
par  les  formules   (48),    et  supposons    que    la   solution 
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i^n+ii  Vn+ii  ^r.-Hi)  so'it  cVabord  idenliqufi  avec  la  solution 
(8,1,3)5  alors  on  aura 


2J„) 


■j«(2-^«-i-r»] 


ou,  en  posant  —  =  /??, 

m^  -f-  1 6  w  H-  2  /«  -h  8  ^  o. 

Si  la  solution  (8,  i,  3)  était  donnée  par  les  for- 
mules (48),  la  dernière  équation  devrait  avoir  au  moins 
une  racine  commensurable  ;  or,  comme  ou  reconnaît 
qu'elle  n'en  a  aucune,  on  eu  conclut  que  la  solution 
(8,  I,  3)  ne  peut  être  donnée  par  les  formules  (48). 
On  voit, d'une  manière  toute  semblable,  que  la  deuxième, 
la  troisième  et  la  quatrième  solution  ne  peuvent  pas  être 
données  par  les  formules  (48)  ;  car,  s'il  en  était  autre- 
ment, on  devrait  pouvoir  résoudre  en  nombres  com- 
jnensurables  les  équations 

im'  —  6w'  +  4'"  —  3=0, 

}'j  m''  —  7 2 //2^  +  34 '«  —  36  =  o, 

1312. m*  —  2.6602. m^-+-  2044"'  —  i33oi  =0, 

ce  qui  est  impossible.  Ainsi,  il  est  prouvé  que  les  quatre 
premières  solutions  sont  des  solutions  initiales. 

Je  dis  enfin  qu'il  en  est  de  même  de  la  cinquième  so- 
lution. En  effet,  si  elle  était  donnée  par  les  formnles  (4^) 
ou  (49)1  on  aurait  à  résoudre  en  nombres  commeusu- 
rables  l'une  ou  l'auti^e  des  équations 

3m^  -!-  io/?2^  +  6m  -)-5  =  o, 
8  m'  -h  Srti"— 3iw'  — 8  =  0, 

ce  que  l'on  reconnaît  impossible. 

2°  c  =  37.  En  donnant  à  :r,  }   les  valeurs  4  et  —  3 
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dans  x*H-j%  ?)  ot  —  1  dans  x'  —  >'  —  'dxyfx-}-  '\y), 
2  et  I  dans  x^  ~I~J  ^  — '5  x^y^  [Sx^ — J^}->  on  a  les 
trois  solutions  (4,  —  3,  i),(i9,  i8,  y),  (lo,  —  i,  3), 
et  à  l'aide  des  lormules  (5i)  on  oblient  les  deux  autres 
solutions  (  io33,  —  33,  3io),  (  i3683,  —  9^87,  3568). 
On  démontre,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  les  cinq 
solutions  peuvent  être  prises  comme  solutions  initiales, 
et  peut-être  y  en  a-l-il  encore  d'autres. 

23.  Hcsohifioti  des  équations  numériques  comprises 
dans  r équation  générale 

(89)  «X'-^-iY'  =  cZ^ 

On  sait  que  l'on  peut  toujours  obtenir  des  éc[uations 
de  la  forme(89)  qui  admettentdeux  solutions  arbitraires, 
et  nue  troisième  solution  qu'on  en  déduit  h  l'aide  des 
formules  (5i).  On  conçoit  que  l'on  puisse  ainsi  obtenir 
une  infinité  d'équations  de  la  forme  (89)  admettant  trois 
solutions  initiales  au  moins.  Si,  par  exemple,  on  forme 
l'équatioa 

qui  admet  les  deux  solutions  (i, —  1,  1)1(1,  1,2)  et  une 
troisième  solution  (3,  1,  5)  qu'on  en  déduit  par  les  for- 
mules (5i),  on  vérifie  par  la  mélliode  précédemment 
employée  qu'aucune  des  trois  solutions  ne  peut  être 
donnée  par  les  formules  (5o)  Or,  comme  ces  formules 
sont  les  seules  formules  générales  qui  donnent  une  nou- 
velle solution  de  l'équation  (89)  quand  on  en  connaît 
une  autre,  les  trois  solutions  précédentes  sont  des  solu- 
lions  initiali^s. 

24.  Résolution  des  équations  Jiumérinues  comprises 
dans  l'équation  générale 

(90)  X^ -+-Z'Y'  =  Z=. 
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Ou  a  vu  (14  que  réquatiou  (90)  peut  être  résolue 
lorsque^  est  de  l'une  des  hvinesx'  y[y-+-  2x),x[y^  — x), 
• — -xj'  (^x-\-y).  Eu  substituant  dans  les  expressions  pré- 
cédentes pour  X  et  y  des  nombres  dont  la  valeur  absolue 
est  égale  ou  inférieure  à  5,  on  reconnaît  aisément  que 
l'équation  (90)  peut  être  résolue  pour  les  valeurs  sui- 
vantes de^:  —  2, 3,  —  5,  —  6,  8,  —  10,  ±12,  14,  i5, 
—  ly,  18,  ±  20,  —  21,  —  22.  Dans  ces  différents  cas 
on  trouve  d'abord  une  première  solution  de  l'équation 

(90)  en  se  servant  des  identités  qui  correspondent  aux 
diverses  expressions  de  b,el  l'on  obtient  ensuite  d'autres 
solutions  en  applicjuant  les  formules  (64)  et  (6'y). 

Dans  les  calculs  que  je  viens  d'indiquer,  je  n'ai  pas 
rencontré  d'équations  ix  plusieurs  solutions  initiales, 
mais  il  n'est  pas  démontré  qu'une  pareille  circonstance 
ne  puisse  pas  se  présenter. 

25.  Fièsohilion  des  cquations  jiuniériques  comprises 
dans  V équation  générale 

(91)  X'  +  Y'=fZ^ 

Je  donnerai  ici  un  seul  exemple.  Faisons  a  el  b  égaux 
à  1  dans  Tidentité  (62)  •,  alors  l'expression  de  c  devient 
(9a:* — j''y  -{-  /ix'^y*.  Si  l'on  y  fait  d'abord  x  et  r  égaux 
à  I,  on  a  c  égal  à  ly  X  4?  et  l'on  trouve  ainsi  que,  pour 
c  =  ly,  l'équation  (91)  a  une  première  solution  (1,2,  i). 
Mais  si  ensuite  on  remplace,  dans  la  même  expression 
de  c,  X  et  y  respectivement  par  i  et  3,  on  a  c  égal  à 
2*  X  3*  X  17,  et  l'on  obtient  encore,  pour  c  =  i7,la  so- 
lution (i3,  2,  40- 

Maintenant  on  prouve  par  la  mélliode  ordinaire  que, 
quelle  que  soit  la  solution  prise  pour  point  de  départ, 
les  formules  (67)  ne  donneront  jamais  les  deux  solutions 
précédentes.  En  effet,  s'il  en  était  autrement,  on  aurait 
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à  résoudre  eu  nombres  comrnensurables  Tune  ou  l'autre 
des  deux  équations 

X  (  3y^  -+-  6  ■T\y*  —  X*  )         I  1 3 

j (  3  r'  -4-  6^^  j^  — f*  )        2  2  ' 

ce  que  l'on  reconnaît  impossible.  Les  deux  solutions 
(i,  2,  i),  (i3,  2,  4ï)  sont  donc  deux  solutions  initiales^ 
si  l'on  admet  qu'on  n'ait  pas  d'autres  formules  générales 
que  les  formules  [6g)   pour  la  résolution  de  l'équation 

(90(*)- 

26.  Résolution  des  équations  numériques  comprises 
dans  les   équations  générales 

(92)  alL'  +  bY'  =  cZ\ 

(93)  «X^ -f-iY'  =  fZ'. 

Les  identités  (69)  et  (74)  ne  conduisent  le  plus  sou- 
vent qu'à  de  grandes  valeurs  de  c,  même  dans  le  cas  où 
a  eX.  b  sont  égaux  à  ±  i  ;  mais,  si  l'on  suppose  a  =  i, 
b  ^^  —  I,  en  prenant  les  différences  des  quatrièmes  puis- 
sances des  plus  petits  nombres  entiers,  on  pourra  arriver 
à  des  valeurs  simples  de  c.  Ainsi  les  identités  numé- 
riques 

2^  — i  =  i5,     3^  —  1  =  5x2^  =  10X2=' 

montrent  (|ue,  a  et  b  étant  respectivement  égaux  à  i 
et  —  I,  les  équations  (92)  et  (93)  pourront  être  résolues, 
la  première,  lors(jue  c  sera  égal  à  i5  ou  10,  la  seconde, 
lorsque  c  sera  égal  à    lo  ou  5. 

On  peut  encore  trouver  autrement  des  équations  de 
la  forme  (9-2)  ou   (93)    dont  la  lésolution  en  nombres 


(*)  Il  y  en  ;i  d'autres,  comme  jo  le  l'orai  voir  dans  ua  autre  article; 
mais  je  n'ai  pas  voulu  m'en  servir  ici,  parce  qu'elles  n'ont  pas  été  ob- 
tenues par  la  méthode  des  identités. 
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entiers  soit  possible.  Soient  Z,  X,,   Yj,  Uj,  Vj  des  po- 
lynômes donnés,  le  premier  par  la  formule  (25)  elles 
autres  par  les  formules  (29), 

Faisons  «  =  o  dans  tous  ces  polynômes,  résolvons  par 
rapport  à  r  et  z  les  équations  Ui  =  o,  V,  =;z  o  et  substi- 
tuons dans  Xi,  Yj,  Z  pour  /■  et  z  leurs  valeurs.  Alors,  si 
l'on  remplace  dans  Téquation  {28)  Uj  et  Vj  par  zéro  et 
Xj,  Yi,  Z  par  leurs  expressions,  on  tombe  sur  l'identité 
numérique 

c'est-à-dire  que  Téquation 

i35X^  — 4Y'  =  Z' 

admet  la  solution  (3,  7,  11). 

On  prouve  d'une  manière  toute  semblable  que  l'équa- 
tion 

X'  — Y^=84Z< 

admet  la  solution  (3i,  17,  10).  On  arrive  d'ailleurs  à 
cette  dernière  solution  en  faisant  x  et  y  respectivement 
égaux  à  2  et  I  dans  l'identité  (yS). 

VII.    —  Résumé  et  conclusion. 

27.  Lorsque  dans  l'équation  aX™-h  ^  Y'"  =  cZ"  on 
suppose  m  supérieur  à  2,  on  peut  considérer  quatre  cas 
principaux  suivant  que  m  et  n  sont  respectivement  égaux 
à  3  et  2,  tous  deux  égaux  à  3,  m  et  n  respectivement 
égaux  à  4  et  2,  Jii  égal  ou  supérieur  à  4  et  /î  supérieur 
à  2. 

Dans  le  premier  cas,  l'équation,  comme  on  l'a  vu,  a 
toujours  une  infinité  de  solutions. 

Dans  le  deuxième  et  le  troisième  cas,  l'équation  peut 
être  impossible  ou  bien  avoir  une  infinité  de  solutions; 
encore  ce  dernier  point  n'a  pas  élé  jusqu'ici  rigoureu- 
sement établi,  car,  pour  qu'il  en   fût  ainsi,  il  faudrait 
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avoir  démontré  que,  par  l'emploi  des  formules  qui  per- 
mettent de  déduire  une  solution  d'une  autre,  ou  ne 
retombe   jamais   sur  l'une    des    solutions   précédentes. 

Soit  d'abord  considérée  l'équation  aX'  -+-bY^  =  cZ'. 
Si  l'on  a  trouvé  plusieurs  solutions  initiales  en  faisant 
usage  de  certaines  identités  suivant  la  méthode  que  nous 
avons  indiquée,  on  déduira  de  chacune  des  solutions 
obtenues  une  infinité  d'autres  solutions,  à  l'aide  des  for- 
mules (48)  et  (49)  qLiand  a  et  h  seront  égaux  à  i,  et  en 
employant  le  système  unique  des  formules  ;5o)  dans  le 
cas  général.  D'ailleurs,  toutes  les  fois  que  l'on  aura  ob- 
tenu deux  solutions  nouvelles,  pourvu  qu'elles  ne  soient 
pas  deux  solutions  consécutives  données  par  les  for- 
mules (48)  ou  (5o),  on  aura  une  solution  nouvelle  par 
l'emploi  des  formules  (5i).  IMais,  en  procédant  comme 
on  vient  de  le  dire,  on  ne  poui-ra  pas  allîrmer  cependant 
que  l'on  a  obtenu  la  solution  complète,  même  en  prenant 
une  éf[nalion  numérique  particulièi-e  ;  car,  pour  èire  as- 
suré qu'il  en  est  ainsi,  il  faudrait  avoir  démontré  que^ 
dans  l'exemple  ([ue  l'on  a  choisi,  le  nombre  des  solu- 
tions initiales  est  fini  et  qu'on  les  a  obtenues  louies. 

Soit  maintenant  à  résoudre  Técpiation 

Après  avoir  obtenu  à  l'aide  d'identités  une  ou  plusieurs 
solutions  initiales,  on  en  obtient  une  infinité  d'autres,  à 
l'aide  des  formules  ((^4)  ^'^  (^7)  lorsfjue,  c  étant  égal  à  i, 
l'un  des  nombres  a  ou  h  est  aussi  égal  à  i,  el  en  em- 
ployant, dans  le  cas  général,  le  système  unique  des  for- 
mules (67). 

Comme  je  î  ai  déjà  dit  dans  le  n°  2o,  on  peut, 
dans  le  cas  général,  trouver  \\n  deuxième  système  de 
formules  de  telle  sorle  que,  dans  ce  cas  comme  dans  le 
cas  particulier,  d'une  solution  connue  on  peut  déduire 
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deux  solutions  nouvelles.  Ce  n'est  pas  toul,  dans  les 
Comptes  rendus  du  7  avril  1879,  j'ai  donné  le  moyen 
d'avoir  des  formules  qui  j)erincitent  d'obtenir  quatre 
solutions  nouvelles  quand  on  en  connaît  deux.  Mais  en 
employant  la  méthode,  môme  ainsi  complétée,  on  n'est 
pas  sur  encore  d'avoir  toutes  les  solutions  de  l'équation, 
et  cela  pour  les  mômes  raisons  que  dans  le  cas  de  l'équa- 
tion cubique. 

Nous  arrivons  maintenant  au  quatrième  cas.  Alors  le 
nombre  des  solutions  peut  être  égal  à  o,  i  ou  2;  mais 
jusqu'à  présent  on  ignore  si,  même  dans  les  cas  les  plus 
simples,  c'est-à-dire  pour  les  équations  (p^)  et  (94)1  '^ 
nombre  des  solutions  peut  être  égal  ou  supérieur  à  3. 
J'ai  donné,  il  est  vrai,  dans  le  cas  de  l'équation  (76),  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cette  équa- 
tion puisse  avoir  trois  solutions;  mais  je  n'ai  pu  en  faire 
l'application  qu'à  l'équation  cubique. 

28.  Le  travail  que  je  termine  ici  ne  sera  pas  inutile 
s'il  montre  bien,  comme  je  l'espère,  de  quelle  impor- 
tance sont  la  recherche  des  identités  et  surtout  la  déter- 
mination des  solutions  initiales,  dont  on  ne  parait  pas 
s'être  occupé  jusqu'ici  (*).  On  aura  remarqué  aussi  toute 
la  difficulté  que  présente  la  question  de  trouver  la  solu- 
tion complète  des  équations  dans  le  cas  où  elles  ont  une 
infinité  de  solutions.  Il  n'est  donc  pas  étonnant  que  jus- 
qu'ici aucun  géomètre  n'ait  pu  démontrer  en  toute 
rigueur  que,  dans  le  cas  auquel  nous  venons  de  faire 
allusion,  il  avait  la  solution  complète  même  d'une  équa- 
tion numérique  particulière. 


(*)  D'après  une  Note  de  M.  Lucas(  Nouvelles  Annales,  novembre  1878) 
il  faudrait  faire  exception  pour  M.  Sylvester;  mais  jusqu'ici  l'illustre 
géomètre  n'a  rien  publié  de  ses  rncberclms. 
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DÉVELOPPEMENTS  SIU  OIÎELQIES  THEOREMES 
D'AniTIIMÉTlQlE; 

Par    m.    s.    REALIS. 


Théorème  I.  —  Tout  nombre  N,  pi'einier  et  de  la 
fonne  4/'  +  !■>  ^^^  ^^  somme  de  deux  carrés  entiers. 

Scolie  J .  —  Faisant 

et  assignant  à  a,  [tj^  y  des  valeurs  entières  convenables, 
le  nombre  N  peut  toujours  être  représenté  par  l'expres- 
sion x^-{-y~,  préalablement  débarrassée  de  tout  facteur 
carré  commun  à  X'  et  j^. 

Ce  complément  remarquable  du  théorème  énoncé  est 
une  conséquence  de  la  résolution  générale,  en  nombres 
entiers,  de  l'équation  indéterminée 

X-  4-  y"^  =  «'  +  p', 

dont  il  est  question  dans  le  scolie  II. 

Exemples  : 

a  =  3,     p  =  4,     7  =  i;     N.-=5; 

(9  +  i6  —  i}=+  (4  +  9  —  ')'=  i2=(?.'+  i')=  i?.^5; 

a  =  5,     p  =  6,     •/  =  !;     N=l3; 

(2.5  +  36—   l)=-+-  (l6  -4-25  —  l)'=r:20'{3^4-2=)z=?.o'.l3; 

a  =  2,     p  =  5,     7=:— 3;     N=i7; 
[^  4-  9.5  —  r))=-f-  '■1.5  -+-  64  —  9)'^-  20=  (i'-l-4')  =20".  17; 
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a  3=10,     p--],     7  =  3;     N  =  29; 
(100  -f  49-9)=+  (49+  ,6—  9)' 

=  28' (5=  +  i>=)=r28'.29; 

œ  =  1 2,      P  =  7,      7  =  ^  ;      N  -  ;  37  ; 

(i44-f- 49  — 25)^+^49  +  4  -  25)--= 

=  28'((i'+  i^)=z  28^87; 


Remarques.  — 1°  Mettant  les  valeurs  de  x  elj  sous  la 
forme 

.T  =  a?-h  f5^—  (— 7)S 

J=  (7-  ^O'^  v7 -?)'-(- 7)S 

et  prenant  la  somme  algébrique  des  racines  des  six  car- 
rés qui  figurent  dans  ces  expressions,  on  reconnaît  que 
cette  somme  est  égale  à  zéro.  Cette  particularité  cu- 
rieuse, et  digne  d'être  signalée,  peut  être  rapprochée  de 
certaines  propriétés  analogues,  relatives  aux  quatre 
carrés  qui  concourent  à  la  formation  d'un  nombre  en- 
tier quelconque,  et  pour  lesquelles  nous  renvoyons  à  un 
article  inséré  aux  Nouvelles  Annales,  2®  série,  t.  XII, 
p.  212. 

2°  La  décomposition  qui  vient  d'être  indiquée  n'est 
pas  une  propriété  exclusive  des  nombres  premiers;  d'a- 
près le  scolie  II  qui  va  suivre,  elle  a  lieu,  d'une  manière 
générale,  pour  tout  nombre  N  qui  est  la  somme  de  deux 
carrés  premiers  entre  eux  ;  c'est-à-dire  qu'elle  a  lieu 
pour  tout  nombre  impair  dont  aucun  diviseur  n'est  de 
la  forme  4/?  —  i,  et  pour  son  double.  INIais,  le  cas  des 
nombres  premiers  étantle  plus  inléressantà  considérer, 
il  nous  a  paru  opportun  de  l'énoncer  d'abord  à  part,  en 
le  rattachant  à  l'un  des  plus  importants  théorèmes  de 
Fermât. 
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Exemples  : 

a  =1  3 ,      fi  =  1 ,      7  — -  I  ;      N  =  i  o  ; 

(9  +  1  — i)'-h(4-f-o  — ij^'z^  3'(3'-^  I')z:^3^Io; 

a  =  8,     p=7,     v  =  i;     N  — 25; 
[^  +  49-i)^+(49-f-36-i)^rz.28'(4^-f-3-)  =  ^8'.25; 

a  =  5,      p  ir=  3,      7  =  2;      N  =  26; 

(25 -f- 9  ~  4)^-1- (9  +  1  —  4)-^i=6^(5^-h  i')=r.6'.26; 

a  =  4,      [3  =  3,      7=-';      N  =  34; 
(i6  +  9  — i)^-h  (25-r-i6  -  i)'  =  8-(3'-;-5')  =  8'.34; 

a  =  4»      P=i,      7  =  — 3;      N=5o; 

(,6  +  1  _^|)^+(49-^.I6-9)•'  =  8'(I'-^-7^)=8^5o; 

a  =r  o,      P  =  9,      7  =  T  ;      N  ==  65  ; 

(o  +  8i-49)^  +  (49  +  4-49)-— 4^(8^H-i')=4^65; 

Ajoutons,  comme  renseignement  sur  lequel  nous 
n'insisterons  pas  ici,  que,  une  lois  la  décomposition  en 
deux  carrés  effectuée  pour  un  nombre  donné,  la  détermi- 
nation des  entiers  a,  j3,  y  et,  par  suite,  dn  facteur  com- 
mua à  x^  et  7  ^,  s'en  déduit  par  un  procédé  direct. 

Scolie  II.  —  On  a,  par  identité, 

(a'-h  r-  fr-\-  [(7  -  a)'+  (7  -  ^Y  -  f^ 

=  [y?  -1-  (  a  —  7)^—  (a  —  ^Y^  +  [p=  -i-  (S  —  7)^  —  ( ^  —  a]--]^ 

Cette  formule  est  susceptible  d'applications  impor- 
tantes. D'abord,  elle  peut  être  souvent  utile,  lorsqu'il 
s'agit  de  constater  qu'uî»  nombre  impair,  qui  se  pré- 
sente sous  la  forme  indiquée  au  premier  nuimbre  (dé- 
gagée de  ses  facteurs  carrés),  admet  des  diviseurs.  On 
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saîl,  en  eff'^t,  qu'un  tel  nombre  ne  saurait  être  premier, 
s'il  est  décomposable  de  plus  d'une  manière  en  deux  car- 
rés. 

Par   exemple,  pour  a  ==:  35,  [3  ::=  24,  7  ^=  —  25,    les 
deux  membres  de  la  formule  sont,  respectivement, 

^1225  -1-  576  —  625)^-1-  (36oo  ^-24oï  — ()25)' 

=  168^(7-+ 32')  =  168^1073, 

(1225  't-  36oo —  121)- -h  (576-1-2401  —  121)' 

=  i68-'(28^-i-  17=)  =I68^1073, 

et,  comme  ils  présentent  deux  décompositions  diffé- 
rentes, on  en  conclut  que  le  nombre  ioy3  n'est  pas  pre- 
mier. Cependant,  si  l'on  avait  pris  a  =-  i4i  P  ^=  ^9, 
y  ^=  —  25,  la  même  formule  n'aurait  donné  que  le  ré- 
sultai 

i56=(7^-r-  32^)=  156M073, 

ce  qui  ne  nous  apprend  rien  sur  la  nature  du  nombre 
10^3,  en  tant  que  premier  ou  composé. 
Pour 

a  =  I,       p  —  2""+'  -1-  2"-+',       7  =  2""+'  —  I, 

il  vient,  après  suppression  des  facteurs  communs,  l'éga- 
lité 

(2-"'^')^+    l2=(2-"'+'—    l)-4-(2"'+')% 

et  l'on  en  déduit  que  le  nombre  2*"'+"-f-  i,où  î?i  est  un 
entier  plus  grand  que  zéro,  n'est  jamais  premier.  En  effet, 
ce  nombre  (à  part  qu'il  est  évidemment  divisible  par  5) 
est  égal  au  produit 

(  1-'"-*-'  -4-  2"'+'  +    I  )  (  ?^°"'"^'  —  2"-^'  -+-  I  ), 

ainsi  que  la  remaïque  en  a  été  faite  dans  la  Nouvelle 
Correspondance  mailiénialiqiie  (t.  IV,  p.  86  et  98). 
Complétons  ce  résultat,  en  inscrivant  l'égalité  évidente 
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j)ar  la(|uelle  cliacjue  facteur  du  produit  considéré  se  ré- 
duit à  une  somme  de  deux  carrés,  ainsi  que  cela  doit 
être. 

Mais  ce  qui  rend  Tideniité  ci-dessus  surtout  impor- 
tante, c'est  qu'elle  résout  complètement,  et  en  em- 
ployant trois  seules  variables,  l'équation  indéterminée 

a:"^  -\-  j^  =  u-  -+-  f', 

li-aitée  jadis  par  Le  Besgue  à  l'aide  de  principes  entière- 
ment différents  (voir  les  Nouvelles  Annales,  i""*^  série, 
t.  \U,  p.  37;  voir  aussi,  j)our  la  solution  usuelle,  le 
Bulletin  de  Bibliographie,  etc.,  de  Terquem,  t.  III, 
p.  86).  Nous  nous  bornons  ici  à  énoncer  celte  propriété, 
que  l'on  peut  démontrer  en  toute  rigueur,  et  dont  la 
proposition  qvii  fait  l'objet  du  scolie  I  est  une  consé- 
quence directe.  On  verra  plus  bas,  dans  les  observations 
qui  suivent  le  théorème  III,  que  l'identité  considérée, 
et  l'équation  qu'elle  sert  à  résoudre,  sont  des  cas  parti- 
culiers de  relations  plus  générales. 

Théorème  II.  —  Tout  nombre  N  appartenajit  à  l'une 
des  formes 

4/^  -+- 1>  4/-'  -^  ^^  ^p-+-  3, 
et  n^ ayant  pas  de  facteurs   carrés,   est  la  somme   de 
trois  carrés  premiers  entre  eux. 

Scolie.  —  Faisant 

.r=  a'  -I-  [5'  -^  7-  ~  S'  —  £% 

jr^  [S -^Y -^  {^-PY ^  [S -  jy -  ,e-  ey - §\ 

3  =  (e  -  a  )-^  +  ;  s  -  p  )=  -f-  {  e  -  7  )^  -  (  s  -  ^)^  -  s% 

et  déterminant  convenablement  les  entiers  a,  |3,  y,  J,  e, 
le  nombre  ]N  i)eut  toujours  être  représenté  par  l'expres- 
sion X-  -\-y^  -+-  z\  préalablement  débarrassée  des  fac- 
teurs communs  à  x®,  }*,  z-. 


(  5o5  ) 

Ce  complément  du  théorème  cité  résulte  de  la  résolu- 
tion générale,  que  nous  allons  exposer,  d'une  équation 
indéterminée  à  six  inconnues. 

Il  est  bien  entendu  que  l'un  des  trois  carrés  considé- 
rés peut  être  nécessairement  nul,  ainsi  que  cela  a  lieu, 
par  exemple,  pour  les  nombres  5,  lo,  i3,  87. 

Exemples  : 

a  =  3,     p  =  i,     7  —  4,     ^=1,     s=i;     N=6; 
(9+i-f  16—  I  —  i)'-^(4-t-o-f-9  —  o—  i)= 

+  '4  -+-  O  -h  9  —  0  —  1)2=    I2'-'(ti=  -f-    l'-+-   I')  r=  I2'.6; 

a  =  3,     .3  =  4,     V  =  6'     «î  —  2,     6  =  3;     N  =  io; 
(9+i6-f-36-4  — 9)^+  (n_4  +  ,6  — I  — 4)^ 

-h(o-Hi+9  —  I  — 9)=' =16^(3' -I-  i-+o)  =  i6-.io; 

a=:0,       p=2,       y=l,       5=1,       £=:i;       N— -II; 

(0+4-^1  —  I  —  i)'H-(lH-i-!-o  —  o  —  i)= 

H-(n-H-o  —  o—  l)='=3=-(-i^H-i'=ii; 

a  =  o,      P  =  5,      7  =  3,      5  =  1,      e  =  3;      N  =  i3; 

(0  +  25  +  9  —  I  — 9)'-i-(iH-i64-4  —  4  —  0^ 

+  (9  +  4  +  0  — 4  — 9)'  =  8-(3^+  2^  +  o)  =  8^^3; 
a.=:Ç>,     p  =  i,     7  =  2,     5z=î,     £  =  2;     N  =  i4; 

(36+1  +  4   —   I  —  4)'+   (25  +   0+1   —  1—1;  = 

+  (16  +  I  +  o  —  I  —  4)'=  '2M  3^  +  2'  +  !';  =  I2-.  14  ; 

Remarque.  —  Plus  généralement  :  tout  nombre  N, 
qui  est  la  somme  de  trois  carrés  entiers,  peut  être  re- 
présenté, en  fonction  des  entiers  a,  (3,  y,  0,  e,  par  l'ex- 
pression ci-dessus,  dont  les  termes  ont  été  préalablement 
dégagés  de  tout  facteur  commun,  étranger  à  la  compo- 
sition de  N. 

Celte  proposition  remarquable  est  une   conséquence 

de  ridentité 

x'+  \^-\-  z-=  fM-  «'-i-  f% 
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dans  laquelle  X,  )\^  z  sont  tels  qu'il  a  été  dit,  el  /,  u,  w- 
sont  exprimés  par 

f  —  «'-^■!a  --<î)^-t-  (a—  c)'— (a—  ^j'—  (a  — 7)», 
P— 7'-f-  (y  —  (î)2-+-  (7  —  =^—  ;y  —  :<:=—  (7  —  p)^ 

Ou  peut  démontrer  rigoureusement,  en  efl'et,  que 
celte  identité  renferme  toutes  les  solutions  entières  de 
l'équation  indéterminée  qu'elle  établit  entre  les  va- 
riables ?,  //,  v,  x^  y ^  z. 

Théorî^mk  III.  —  Tout  nombre  entier  esl  la  somme 
de  quatre  carrés  entiers  (ou  d\ui  moindre  nombre). 

Scolie.  —  Toutes  les  solutions  entières,  distinctes,  de 
Téfjuation  indéterminée  à  huit  inconnues 

x\ -^- x\ -\- x] -r- i:l  =  ii\ -\- u\  ^  u\  H-  h;, 

s'obtiennent  au  moyen  des  formules 

,r,  =  a; -h  a^  4- «H-  <  -  15^  -  ?^  -  P^ 

X,=  'p,--  a,  Y-\-  (jB,  —  OL^Y^  (  p,  —  a,/;^  +  ;  3,  -  «.  f 

X3  =  (  S,  —  a,  )'  M-  'p,  —  a,  )  '  -^  (  ji,  —  ^3  )-^  +  (  S.  —  a/, ' 

.r,=  (S3—  a,)-' -4-  (^3—  a,)^4-  1  pj  —  «3  j' +  (  ^3  —  a,»)' 


3j 


K,=:a^  +  (a,—  ,S,)-^+  [a,—  S,)=+  (a,—  |3 

—  (a,—  y.2)''  —  (:z,  —  aj)' —  («1  —  ^«)S 

»,::=a^,  +•(«.-  ^,1^+  (='-^-  P-'?-  l^'.-  Pa)^ 

—  ;a; —  a,  )-~  (  aj —  aj)' —  (a,  —  a,)^ 

,,3=a^-|-  (s.3-  .3.)=+  (^3-  B,)'+  '^3-  P3)' 

—  (  «3  —  a,  )^  —  (  y.,  —  7-2  )=  —  (  aj  —  «4  )S 

ff4==a^,+  (a,-p,]'-l-  (a4-p0'+(«4-p3:  = 

—  (a,  —  s:,  )■•  —  ;a4  —  a,;=  —  (a,  —  «3  '•, 
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en  y  aiuibuanl  aux  variables  5-/,,  [3^  des  valeurs  conve- 
nables, et  en  supprimant  les  faeleiirs  communs  aux 
valeurs  des  x  et  des  u. 

Cette  proposition  comprend  les  énoncés  relatifs  aux 
équations  mentionnées  dans  les  scolies  précédents,  et 
n'est  elle-même  qu'un  cas  particulier  d'une  proposition 
plus  générale.  Combinée  avec  le  tliéorème  IIJ,  elle  en- 
traine ce  corollaire  que,  les  x  étant  de  la  forme  i!(di(|uée, 
tout  nombre  entier  N  peut  être  représenté  par  l'expres- 
sion x]  -ha:  j  H-  x\  -h  oc\^  préalablement  débarrassée  des 
facteurs  carrés  communs  à  ses  quatre  tei  mes,  et  étran- 
gers à  la  composition  de  N. 

Les  formules  proposées  vérifient  l'équation  ci-dessus 
par  identité  :  sur  cela  il  ne  peut  y  avoir  de  doute;  elles 
donnent  donc  une  infinité  de  solutions  entières.  Ce 
que  nous  n'avons  pas  en<  ore  démontré,  c'est  que  tous 
les  cas  particuliers  sont  compris  dans  l'identité  en  ques- 
tion. Mais  les  preuves  à  l'appui  de  la  généralité  absolue 
de  notre  solution,  et  les  moyens  de  résoudre  la  question 
inverse,  c'est-à-dire  de  déterminer  les  a  et  les  j3  d'après 
les  valeurs  des  x  et  des  11  supposées  connties,  ne  seront 
pas  développés  ici.  Ces  explications,  rattachées  à  des 
questions  plus  générales,  feront  partie  d'un  travail  spé- 
cial, où  nous  nous  réservons  d'exposer  quelques  consi- 
dérations nouvelles  sur  la  résolution  des  é(jualions  indé- 
terminées. 

Note.  —  On  voit  assez,  par  ce  qui  précède,  quelles 
sont  les  formules  qui  vérifient  par  identité  l'équation 
indéterminée  à  iin  inconnues 

■r^  -1-  .r^  -1-  ...-!-  .xl,  =  M^  H-  M^  -H-   ...   -4-  «,;„ 

et  comment  elles  se  prêtent  à  préciser  la  forme  des  /// 
carrés  dans  lesquels  un  nombre  donné  peut  être  décom- 
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posé.  Mais  les  décompositions  des  entiers  eu  deux,  trois 
et  quatre  carrés,  étant  celles  dont  on  a  le  plus  souvent  à 
s'occuper,  et  les  nouvelles  formules  offrant  surtout  de 
l'intérêt  par  leur  association  avec  les  tliéorèmes  con- 
cernant la  transformation  des  formes  linéaires  en  formes 
quadratiques,  nous  ne  nous  arrêterons  pas  ici  sur  la 
généralisation  facile  dont  nous  parlons. 

Il  y  a  cependant  un  cas  particulier  qui  a  une  impor- 
tance propie,  et  que  nous  ne  devons  pas  omettre  de 
signaler  :  c'est  celui  qui  se  rapporte  aux  nombres  de  la 
forme  X**-}-  72  Y*. 

L'identité 

où  l'on  a  fait,  pour  abréger, 

u:=  y}-\-  nia.  —  '/)' —  n[x  —  ^  )% 

est  un  cas  particulier  de  la  relation  générale  dont  on  a 
fait  mention.  Elle  renferme  la  totalité  des  solutions 
entières  de  l'équation  indéterminée  qu'elle  établit  entre 
les  variables  zf,  v,  x,  }',  et  l'on  en  peut  déduire  des  consé- 
quences importantes  pour  l'analvse  numérique. 

Cette  identité  s'emploie  avec  avantage,  entre  autres 
applications,  pour  mettre  en  évidence  que  certains 
nombres,  qui  se  présentent  sous  la  forme  de  son  premier 
membre,  sont  susceptibles  d'être  mis  d'une  manière 
différente  sous  la  môme  forme,  et  par  conséquent  ne  sont 
pas  premiers.  Aucun  nombre  premier,  en  eflc't,  ne  sau- 
rait êtrecompiis  plus  d'une  fois  dans  la  forme  X*-r-  /A*, 
si  //  est  positif. 
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Prenant,  par  exemple,  dans  le  cas  de  /i  =  3, 

a  =  3.2""-',     p  =  3.2='"-'  — I,     7  =  2""— a"—!, 

on  arrive,  après  suppression  des  facteurs  communs,  au 
résultat 

et  il  s'ensuit  que  le  nombre  a^^'-t-  i-"'-hi,  où.  m  est  un 
entier  positif,  n'est  jamais  premier.  On  a  efTectivement 

o,"«  -\-  n,'""  -^  i  z=  (  2^"'  H-  2"'  -I-  I  )  (2^"  —  2"'  H-  I  ) 

=  [(2""-' 4-  l)M-3(2'"-')=][(2™-'—  l)'+  3(2'"-')'], 

à  quoi  l'on  peut  ajouter  que  ce  nombre  est  toujours  di- 
visible par  3. 


NOTE  SljR  LA  SERIE 

,  ,  I       I       I       I      1 

I  ï h  :j  —  V-+-  -—  7^- 

^    '  234^0 

Par  m.  LIONNET. 


I.   On  sait  que  cette  série,  que  nous  pouvons  mettre 
sous  la  forme 

i-'(-i)-(3-0-(5-rM^B)--. 

en  considérant  chaque  binôme  entre  parenthèses  comme 
un  seul  terme,  est  convergente,  et  qu'elle  a  pour  limite 
le  logarithme  népérien  du  nombre  2. 

IL   Cela  étant,  nous  allons  démontrer  que  la  série 
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qu'on  déduit  de  la  série  (i)  en  faisant  suivre  son  premier 
terme  positif  de  st's  deux  premiers  termes  négatifs,  puis 
son  second  terme  positif  de  ses  troisième    et  quatrième 
termes  négatifs,  etc.,  est  aussi  convergente,  et  qu'elle  a 

pour  limite  -  loîj'i. 

En  ré<Juisant  à  un  seul  les  deux  premiers  termes  de 
chaque  trinôme  entre  parcntlièses,  la  série  (3)  prend  la 
forme 


^'(;-^(b- 

■^)- 

^a- 

11)        \ 

'  ^          I  ' 

et,  comme  cliaoun  des  termes  de  cette  série  est  la  moitié 
du  terme  de  même  rang  dans  la  série  (2)  qui  est  con- 
vergente et  a  pour  limite  log2(I),  il  en  résulte  que  la 
série  (4),  t't  par  suite  la  série  (3),  est  aussi  convergente, 

et  quelle  a  pour  limite  -  !og2. 

Cet  exemple  est,  je  crois,  le  plus  simple  qu'on  puisse 
donner  de  1  influence  que  peut  avoir  sur  la  valeur  d  une 
séiie  le  changement  inlrudiiit  dans  l'ordre  de  ses 
termes. 

III.   On  sait  cpie  la  série 

qu'on  déduit  de  la  série  (i)  en  faisant  suivre  ses  deux 
premiers  termes  positifs  de  son  premier  terme  négatif, 
puis  ses  troisième  et  quatrième  termes  positifs  de  sou  se- 
cond terme  négatif,  etc.,  est  convergente,  etqu'elle  apour 

3 
limite  -log2.  Voici  comment  on  peut  le  démontrer  au 

moyen  des  séries  (2)  et  (4). 


f 

I 

I 

.9""" 

I  1 

b 
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On  voit  imméLliatemeut  que,  dans  la  somme  des  deux 
premiers  termes  de  la  série  (2)  et  du  premier  terme  de 

la  série  (4),  les  fractions  -et se  détruisent,  tandis 

que  les  deux  fractions  csales  à — -  donnent  la  fraction 

4 

>  d'où  il  suit  que  cette  somme  devient  le  ]>teinier 

terme  de  la  série  (5).  On  voit  de  même  que  la  somme 
des  troisième  et  quatrième  ternies  de  ta  série  (2)  et  du 
second  ternie  de  la  série  (4)  est  égaie  au  deuxième  terme 
delà  série  (5),  et  ainsi  de  suite,  desorleque,  en  général, 
la  souime  des  in  premiers  termes  de  la  série  (2)  et  des 
//premiers  termes  de  la  série  (4)  est  égale  à  la  somme  des 
7i  premiers  termes  de  la  série  (j).  Or,  quand  «croit  indé- 
iiniment,  les  deux  premières  sommes  convergent  (ï  etll), 

vers  les  limites  log  2  et  -  loga  5  donc  la  troisième  somme 

ou  la  série  (5)  converge  en  même  temps  vers 

logj^  H —  If'gs  ou  -  log  5. 

IV.   Enfin  la  série 

(«i('--j)-^(i^5-?)-(r5^^-é)+---' 

qu'on  déduit  de  la  série  (1)  en  faisant  suivre  son  premier 
terme  posiiif  de  son  premier  terme  négatif,  puis  ses 
deuxième  et  troisième  termes  positifs  de  son  deuxième 
terme  négatif,  puis  ses  quatiième,  cinquième  et  sixième 
termes  positifs  de  son  troisième  terme  négatif,  etc.,  est 
divergente. 

On  sait  i"  (jue  la  somme  des  11  premiers  nombres  po- 
sitifs égale  -/z(7i  -I-  I  ),  2"  que  la  somme  des  ;/  premiers 
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nombres  impairs  égale   rr.   3°  nous    allons  démontrer 
ce  lliéorème,  moins  généralement  connu  que  les  deux 
précédents  : 

Si  l'on  partage  la  suite  des  nomh?es  impairs  i,  3, 
5,.  .  .  en  n  tranches  à  partir  de  la  gauche,  de  sorte 
que  la  première  contienne  un  terme,  la  deuxième  deux, 
la  troisième  trois,  etc.,  la  somme  des  n  termes  de  la 
j^ième  iianche  égalera  n^. 

En  effet,  (i°)  le  nombre  total  des  termes  des  n  pre- 
mières tranches  égale  -  n^ji-f-  i^,  et  celui  des  termes  des 

n  —  I    premières   tranches  égale  -   n[n  —  i) -,   donc    la 

somme  des  n  termes  de  la  /i'^™'^  tranche  égale  (2°)  la 
différence  des  carrés  des  deux  nombres  de  termes  pré- 
cédents ou 

4"  On  sait  que  la  moyenne  arithmétique  -  de  w  nombres 

positifs  et  inégaux  entre  eux  excède  leur  moyenne  géo- 
métrique V Pi  d'où  il  résulte  (5°)  que  la  somme  I  desiu- 
verses  de  n  nombres  positifs  et  inégaux  entre  eux  ex- 
cède le  quotient  de  n"^  par  s.  En  effet,  on  a  (4°) 
n  II  //^ 

i>;r-> 

\  p 


Cela  étant,  on  voit  que,  n  désignant  le  nombre  des 
termes  positifs  entre  deux  parenthèses  quelconques  dans 
la  séj'ie  (  6)    le  terme  général  de  cette  série  excède 


I    I  1    I 

2«        'i         i.ri         rtn 
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qui   est  le  terme  général  de  la  série  divergente 

1  I  I  T 

2  4       t)       b 

donc,  à  plus  for  le  raison,   la    série  (6)  est   aussi  diver- 
gente. 

Remarque.  —  M.  Laisant,  dans  sa  réponse  (p.  33o)  à 
la  question  (1294)  que  j'ai  proposée,  a  donné  deux  dé- 
monstrations du  théorème (5°),  dont  la  seconde,  qui  m'é- 
tait inconnue,  est  directe  et  très  rigoureuse,  mais  me 
paraît  moins  simple  que  la  première. 


METHODE  DIRECTE  POUR  CALCULER  LA  SOMME 
DES  PllSSAXCES  a.  DES  n  PREMIERS  NOMBRES  ENTIERS  ^ 

Par  m.   Georges  DOSTOR. 

[suite  (*)]. 


Sommes  des  dix  premières  puissances  des  n  premiers 
nombres  entiers. 

A.  Nous  avons  appliqué  la  méthode  exposée  page  4^9 
à  la  sommation  des  puissances  semblables  des  n  pre- 
miers nombres  entiers,  depuis  la  première  jusqu'à  la 
dixième  inclusivement.  Nous  avons  trouvé  les  formules 
suivantes  : 


2       ^ 


ln''=-  «f«  H-  l)f  2/?  -f-  i), 
b     '  '  '  ' 

I      , 
l/i^  =:  -  /rlri  -\-  I  \' , 

4 


(*)  Xouv.  Ann.,  2*  série,  t.  XVIll,  p.  /jog. 

Ann.  de  Mathéinat.,  a^  série,  t.  XVIU.  (>'ovfnibrc  iS^çj.)  33 
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In''  =  —  /?(« +  i)(2/2  + i)(3«'+ 3« —  l), 
1n'^  =  —  n-[ii  -\-  \y[in}-\-  in  —  i ) , 

!//«   rrz:-:-  «(tî  +l]  f  2«  -i-  l)(3«*+  6«' —  3«  -{-  l), 

!«'  =-y  «'1  «  H-  i)^  ;  3«'4-  6rt' —  /r —  ^n  +  2), 

2««   z=  «(«  4-  l]l  2rt  +  I  )(5rt°+  l5/2^+  5«^ —   l5«'—  /Z'-}-  Q«  —  3:, 

90  ^       '~         ^^ 

20  ' 

S/z'^^^/z^'w  +  i)  (2/2+1) 

X  (3«'+  i2«'  +  8«'^—  i8«'—  io/?'  +  24«'H-2«'—  i5«  +  5;. 

La  comparaison  de  ces  formules  conduit  à  des  résultats 
qui  méritent  d'être  signalés. 

5.  Nous  obtenons  d'abord  les  six  égalités 

(I)  2rt'+ 2«  =-/?(«  H-l)(«  +  2), 

(II)  ln^—^n=]-{n  —  \)n[n-hi), 

In^-hlrt   zz:-/?(«  +  l)(«'+/2+  2), 
4 

(III)  In^—  Zn  =j{n—i)n{n  +  i){n-+-2), 

4 

ln^-\-  I/2'  =: —  n{n  -+-  li  (/2  -h  2  )  (  3«  H-  il, 
12  '  '  ^  ' 

In'—  2«2  =  —  («  —  l)«(«  -f-  l)(3«  +  2). 

Nous  voyons  par  lei  formules  (I),  (II)  et  (III)  que  : 
1°   La  somme  fies  carrés  des  n  premiers  uoinhies  en- 
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tiers,  ajoutée  à  la  somme  de  ces  n  mêmes  nombres,  est 
égale  au  tiers  du  produit  de  trois  nombres  entiers  con- 
sécutifs, dont  le  premier  est  n. 

2°  La  somme  des  carrés  des  n  premiers  nombres  en- 
tiers, dimitiuée  de  la  somme  de  ces  n  mêmes  nombres, 
est  égale  au  tiers  du  produit  de  trois  nornbres  entiers 
consécutifs,  dont  le  premier  est  n  —  i . 

3°  La  somme  des  cubes  des  n  premiers  Jiombres  en- 
tiers, diminuée  de  la  somme  de  ces  n  mêmes  nombres, 
est  égale  au  quart  du  produit  de  quatre  îiombres  en- 
tiers consécutifs,  dont  le  premier  est  n  — i. 

6.  Nous  trouvons  ensuite  que 

In^  —  ^71  =z  —  {n  —  \)  n[n  -h  \)[6n--\-i5n  H-  i6), 

(IV]       2««  —  2;rt'=  —  in  —  ilwfw  H-  i'  i'«  +  2)''2«-m1, 

\       I  lO  '  '      ' 


6o 


n  —  \)n  [n  -\-  i)  [  iin-  +  l5/«  -I-  2J. 


ISous  concluons  de  l'égalité  (IV)  que  : 

La  somme  des  quatrièmes  puissances  des  n  premiers 
nombres  entiers^  diminuée  de  la  somme  des  carrés  de 
ces  n  mêmes  nombres,  est  égale  au  produit  de  171 -\-i 
par  le  dixième  du  produit  de  quatre  nombres  entiers 
consécutifs,  dont  le  premier  est  n  —  i . 

7.   Si  nous  divisons  (IV)  par(ni),  nous  aurons 

,     ,  3«*  —  Zii'         1  , 

V  ^ =-     2«  +  l1. 

Donc,  si  n  est  égal  à  un  multiple  de  5  plus  2,  la  dif- 
férence entre  la  somme  des  quatrièmes  puissances  des 
n  premiers  nombres  entiers  et  la  somme  des  carrés  de 

33. 
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ces  Ji  mêmes   nombres   est   diuisihie  par  la    différence 
entre  la  somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres  en- 
tiers et  la  somme  de  ces  n  mêmes  nombres. 

8.  Il  nous  vient  encoie 

r       '"  —  iW/?  -f-  9.  n 

(VI)  !«'=     2/?H ^ \^n\ 

(VII)  l.n^=\ln-^' —  p«^ 

Mais  le    produit  (n  —  \)[n~\-i)   est  toujours  divisible 
par  i\  donc  : 

1°  Si  n  égale  un  multiple  de  J  plus  i  ou  un  mul- 
tiple de  5  plus  3,  la  sonmie  des  quatrièmes  puissances 
des  n  premiers  nombres  entiers  est  divisible  par  la 
somme  des  carrés  de  ces  n  mêmes  nombres. 

a°  .5/  n  égale  un  multiple  de  3  plus  i,  la  somme  des 
cinguièmes  puissances  des  n  premiers  nombres  entiers 
est  divisible  par  la  somme  des  cubes  de  ces  n  mêmes 
nombres. 

9.  Comme  ou  a 

(VIII)  Zii'—  v„3_  4(„_  ,^„î/,;  +  if[n  +  2), 

on  voit,  au  moyen  de  (III),  que 

IX  =-««H-i. 

^       '  l/i'—ln  3      ^  ' 

Donc,  si  n  est  un  multiple  de  3  ou  un  multiple  de  3 
moins  i,  la  différence  entre  la  somme  des  cinquièmes 
puissances  des  n  premiers  nombres  entiers  et  la  somme 
des  cubes  de  ces  n  mêmes  nombres  est  divisible  par  la 
différence  entre  la  somme  de  ces  cubes  et  la  somme 
des  n  mêmes  nond^res. 
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10.   Nous  avons 

-""  I/o 

r— :  =  -  [ôn^-i-b/i^—  an  ■+■  il. 
2//-        "j 

Or,  si  n  est  un  multiple  de  7  plus  i  et  égal  à  7/7  -f-  i , 
le  facteur  3«*+ 6«^ — 3re4-i  sera  divisible  par  7  ,  car 
le  reste  de  la  division  de 

3(7/?  +  1)^  +  6(7/?  -h  i;=— 3(7/^  H- 1)  +1 

par  7  est  le  même  que  celui  que  l'on  obtient  en  divisant 
par  7  la  somme 

3-1-6—3  +  1=7 

des  restes.  Donc  : 

Si  n  est  iiii  iiuihiple  de  7  plus  i,  la  somme  des 
sixièmes  puissances  des  n  premiers  nombres  entiers  est 
divisible  par  la  somme  des  carrés  de  ces  n  mêmes 
nombres. 

Il .  Puisque 

6«'—  «2+4«  H-  2) 
\-n-[n  +  iY—'?.n[n  +  i)-\-i    , 

4  2  /i  -^  I  ) . 

Mais,  si  n  est  un  multiple  de  3  plus   i,  ^^n  —  i    sera 
divisible  par  3.  Donc  : 

Si  n  est  un  multiple  de  3  plus  i ,  la  somme  des  sep- 
tièmes puissances  des  n  premiers  nombres  entiers  est 
divisible  par  la  somme  des  cubes  de  ces  n  mêmes 
nombres. 

12.  D'autres  relations  plus  ou  moins  simples  peuvent 
se  déduire  de  nos  formules. 
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Nous  citerons  encore  la  suivante, 

(X)  Q.[ln^Y=1/r-h2/r, 

qui  ne  manque  pas  d'inlérèt. 


CALCUL    DHIV   DETERMINANT 

Par  m.  h.    LEMOINrsIER . 


Calcul  du  déterminant 

I  2 


N  = 


n  —  1      n 


Premier  procédé  : 

I  1  

o  I  

fi  —  I  I  I  —  n 

n  i  —  «  1 

I  I 

o  o 

o  o 

o  o 

o        —  n        n 
—  n        n  o 


—  n       1  n 
0.  Il        —  // 


n  —  I  n 

n  I 

n  —  3  n  —  2 

n  —  2  n  —  1 


I  I  —  n  \ 

I  —  n  1       I 
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I  I 

I  '       ! 
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o        —  n  n 
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o  —  n  in       —  n 

—  n  in  —  n      .... 

I  o  

I  o  

I  o  


o 

—  n 

-  n 

m 

... 

o 

o 

....         o        — n 
....      —  n       m 

—  n      111       —  n 


I      —  n     m     —  n     o  o 

I       m      —  n     o  o 

l'ordre  des  déterminants  s'abaissaut  d'une  unité. 
Le  premier  de  ces  derniers  déterminants  est 
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l'ordre  devenant  /i  —  3. 


déterminant  d'ordre  n  —  4. 
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par  conséquent, 


H  (   71   -    I   ) 


.  «  f  «  +  î 


«"-• 


n{  n  —  Il 


f-ll 


Il  se  présente  là  deux  suites  de  nombres  qui  sont 

G,        l,        2.1-1-1  =  3,       2.3-1-0  =  6, 
2.6  —  2  =  1  O,        2.IO  —  5=1  5,        2.l5  —  C)  =  9,  t,     ...; 

(—1)1-1-1=0,     (  — i)3-i- I  =— 2,     (— 1)6-1- I  =— 5, 
(— i)  lo-i- I  =  — 9,     (— i)  iS-hi  =— i4,  . .  .; 

ceux  de  la  première  et  de  la  deuxième  ligne  ont  pour 
expression  générale  pour   /i=i,   2,   0,    ...; 


ceux  de  la  troisième  et  de  la  quatrième  ligne 
et  l'on  a  bien 


n'n  —  3 


n\  n  —  I 


nin  —  31         \  n  -\-  \   n 


et 


(-0 — - —  +  ' 


[n  +  \][n  —  o.\ 


Deuxième  procédé  plus  simple  : 
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On  trouve  de  même  que 


^P.n  = 


p  +  I       ...  p  -h  ri 

p  -h  n      ...      p  -h  n  —  1 

p  +  i       ...      /->-+-«  —  I       I 
p  -\-  n      ...      p  -k-  n  —  1       I 


p  +-  I  I  I 

p  +  ■-'•  I  I 


p  -\-  n  —  I  I        I  —  Il 

p  +  n  I  —  n        I 


=     «/.+ 


ni  n  -\-  \ 


p  -h  l  I 
O 
O 
O 


O         —  n      n 
—  n        n         o 


I        I 

I         I 

I  —  fi    I 


1        I 
I        I 


...         I  I 

o  o 

— n  o 

—  n        n  o 


fij)  -\- 


/n  «  +  1  ) 


/^4-  I  I 

I  o 

o  o 

o  o 

o  (» 


(  )        —  //   ■  >  //    —  // 


I      I 

o     o 

—  no 

. .    —  n  .\n   () 

n    •  >.  n  —  «   o 


(  ^M  ) 


d'ordre  //  —  i . 


n    n  -\-  I  j 


1  I 
-  I       o 

2  O 


r  «    «  -f-  r  )  "I 


n(n—  I) 


Le  déterminant  est  nul  seulement  au  cas  àe  p  = ? 

alors  que  la  somme  des  termes  dans  une  ligne  ou  une 
colonne  est  nulle. 

La  valeur  pour  p  = —  i  est  à  remarquer. 

Si  Ton  multiplie  tous  les  éléments  par  q^  le  détermi- 
nant est  multiplié  par  q";  qu'on  change  ensuite/;^  en  /?, 
on  obtient 


p  -\-  q      p  -\-  2  7 


p-hq 


p  -\-  nq      p  +  q        •  ■  ■      p  -+-  [ 
r    »        n    n  -+-  i]'] 

=  q"-' yp -^  "-^ 'Jj  ""-' [ 


ii7 

n(/i  — i) 
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SOLUTIONS  DE  OIÎESTIOXS 
PROPOSÉES  DAXS  LES  NOIVELLES  ANMLES. 


Question  1323 

(  voir  2'  série,  t.  XVII,  p.  ?A'',): 

Par  m.  LIONNET. 

Donner  toutes  les  solutions  du  problème  suivant  : 
Disposer  également  les  neuf  premiers  nombres  i,  2, 
3,  ...  ,9  sur  les  côtés  d'un  triangle  équilatéral,  comme 

l'indique    celle  Jigure    /  '      ,  de  façon   que    les  trois 

sommes  des  quatre  nombres  placés  sur  chaque  côté 
soient  égales  entre  elles,  ainsi  que  les  trois  sommes  de 
leurs  carrés.  (F.  Proth.) 

Eu  désignant  par  s^  la  somme  des  trois  nombres 
X,  r,  z  placés  aux  sommets  du  triangle,  par  ^j  la  somme 
de  leurs  carrés,  par  Si  la  somme  des  nombres  1,  2, 
3,  .  .  .  ,9,  par  Sj  celle  de  leurs  carrés,  par  Cj  la  somme 
des  quatre  nombres  placés  sur  cbaque  côté  du  triangle 
et  par  c^  celle  de  leurs  carrés,  nous  aurons 

S,=  45'     82=285,     3c,^  45  + -^"ij     3 f 2  =  285 -T- ^3, 

d'où  l'on  conclut  que  5i  et.v^  sont  multiples  de  3,  et  que, 
pour  cbaque  système  de  valeurs  de  .r, y,  z  satisfaisant  à 
ces  deux  conditions,  on  obtiendra  les  valeurs  con-es- 
pondantes  de  Cj  et  Cg  en  augmentant  i5  et  gS  respecti- 
vement des  tiers  de  5,  et  s^.  Cela  étant,  observons  que, 
suivant  qu  un  nombre  est  ou  non  multiple  de  3,  son 
carré  est  de  la   forme  3//   ou  3«  +  i,  d'où  il  suit  que, 
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pour  que  5,  soit  multiple  de  3,  il  faut  que  x,j,  z  soient 
multiples  de  3  ou  cliacuu  de  la  forme  3/i  ±  i. 

Soit  donc  d'abord  x  ^  3,  j^  =  6,  z  =  y,  ce  qui  donne 
Ci=:2i  etc,=  i37.  Comme  la  somme  des  carrés  de  8 
et  9  excède  i37,  on  ne  peut  placer  8  qu'entre  3  et  6,  et, 
pour^ompléter  la  somme  C|  =  21,  il  faut  aussi  placer  4 
entre  3  et  6;  or  la  somme  des  carrés  des  nombres  (S,  8, 
4,  3  égale  lo.^d  <^\Z'j\  donc  8  n'a  aucune  position  pos- 
sible entre  deux  des  nombres  3,  6,  9,  et,  par  suite,  il 
faut  exclure  le  cas  où  x^y^  z  sont  multiples  de  3. 

On  reconnaît  immédiatement  que,  parmi  tous  les 
systèmes  de  trois  des  six  nombres  i,  2,  4î  5,  7,  8, 
1,4,7  ^^  ^'  ^'  ^  sont  les  seuls  pour  lesquels  5i  est  multiple 
de  3.  Cela  étant,  on  prouvera  que  le  système  i,  4,  7  est 
inadmissible  en  montrant,  comme  pour  8  dans  le  sys- 
tème 3,  6.  9,  que  9  n'a  aucune  position  possible  entre 
deux  quelcon(jues  des  nombres  1,  4?  7-  Enfin,  pour  le 
système  2,  5,8,  on  voit  d'abord  que  g  ne  peut  être  placé 
qu'entre  2  et  5,  puis  que  7  ne  peut  être  placé  qu'entre 
2  et  8.  La  position  des  quatre  autres  chiffres  se  trouve 
ainsi  déterminée  :  4  entre  2  et  5,  3  entre  2  et  8,  puis  i 
et  6  entre  5  et  8.  On  reconnaît  d'ailleurs  que  fi=  20  et 
c,=  i2Ôpour   chacun  des  trois  côtés  du   triangle. 

Sans  tenir  compte  de  la  condition  que  la  somme  Cj 
soit  constante  pour  chacun  des  trois  côtés,  on  pourrait 
démontrer,  au  moyen  de  calculs  un  peu  plus  longs,  que 
la  solution  précédente  est  encore  la  seule  possible.  Enfin, 
abstraction  faite,  dans  le  problème  proposé,  de  la  con- 
dition que  la  somme  c^  soit  la  même  pour  chaque  côté, 
on  trouve  d'abord  assez  rapidement  que  le  nombre  des 
systèmes  de  trois  cliiffres  significatifs,  dont  la  somme  5i 
est  multiple  de  3,  égale  trente,  puis  que,  parmi  ces  der- 
niers, il  (aut  en  exclure  vingt  pour  chacun  desquels  la 
différence  c, —  fi  est  exprimée  par  un  chiffre  significatif 
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auire  que  ceux  déjà  placés  aux  sommets.  Alors  il  ne  reslc 
plus  que  les  dix  systèmes  de  trois  chiffres 

I,   y.,  3,     4'  5,  6,     7,  8,  9,     i,  4»  7'     2,  5,  8, 
3,  6,  9,     3,  5,  7,     1,  5,  9,     2,  3,  7,     3,  7,  8 

qui  puissent  être  placés  aux  sommets  du  triangle,  les- 
quels donnent  lieu  aux  dix-huit  solutions  comprisesdans 
le  Tableau  suivant  : 

X,   r,  .V,  r,  t,  n,  z,  c,  iv,  j-,  r,  s,  r,  t,    ii,  z,    c,  cr, 

I,  6,  8,  2,  5,  7,  3,  4'  9>  >'  5,  9,  ?.,  4j  8,  3,  6,  7, 

4,  2,  9,  5,  I,  8,  6,  3,  7,  4»  3,  8,  5,  2,  7,  6,   1,  9, 

7,  2,  6,  8,  I,  5,  9,  3,  4,  ",  3,  5,  8,  2,  4?  9>  ^^  6» 

1,  6,  8,  4,  3,  5,  7,  2,  9,  1,  5,  9,  4i  2,  6,  7,  3,  8, 

2,  6,  7,  5,  3,  4.  8,  I,  9,  2,  4.  9'  5'  •'  ^'  8,  3,  7, 

3,  5,  7,  6,  2,  4,  9»  I7  8,  3,  4»  8,  6,  i,  5,  9,  2,  7, 
3,  4>  8,  5,  2,  6,  7,  I,  9,  I,  6,  8,  5,  2,  4,  9,  3,  7, 

2,  6,  8,  3,  4.  5,  7,  I,  9,     2,  5,  9,  3,  I,  8,  7,  4>  ^) 

3,  2,  9,  7,  I,  5,  8,  4»  6,     3,  5,  6,   7,  2,   4,  8,   i,  9, 

où  les  lettres  /■  et  5,  t  et  //,  r  et  w  représentent  successi- 
vement les  groupes  de  deux  chiffres  placés  entre  x  et  j^, 
y  et  ^,  z  et  x. 

Remarque  I.  —  Les  problèmes  précédents  peuvent 
être  généralisés,  en  remplaçant  dans  leur  énoncé  les 
neuf  chiffres  i,  2,  3,  .  .  .,9  par  neuf  nombres  quelcon- 
ques a  -h  I ,  rt  -f- 3,  .  .  . ,  rt  -+-9  en  progression  arithmé- 
tiquedont  la  raison  est  i.  On  voit  facilement  que  toutes 
les  nouvelles  solutions  se  déduisent  des  précédentes  en  y 
remplaçant  chaque  chiffre  c,  dans  la  position  où  il  se 
trouve  placé,  par  le  nombre  (c  -4-  a). 

Remarque  II.  —  Si,  dans  chacune  des  solutions  do 
ces  problèmes,  on  tenait  compte  des  permutations  qu'on 
peut  faire  subir  aux  trois   nombres  a:,  }',  z  placés  aux 
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sommcis   et    aux   deux    nombres  de    chacun    des    irois 
groupes  place's  entre  deux  sominels,  onauraitun  nombre 
de  solutions  quarante-huit  fois  plus  grand. 

Note.  —  La   même  question  (1323)  a  été   résolue  par  M.  Lisscnçon, 
ancien  élève  de  l'École  Polytechnique  et  par  M.  Moret-Blanc. 


QliESTIO\S. 


1338.  Démontrer  que  les  solutions  entières  et  posi- 
tives de  l'e'quation  jj^-j-  i  =  2j>^^,  dont  les  deux  premières 
sont  X  =  I  et  T  =  I  ,  x=z'j  et  }'  =5,  se  déduisent  cha- 
cune des  deux  précédentes  eu  retranchant  l'avant-der- 
nière  valeur  de  x  ou  de  j"  de  six  fois  la  dernière  pour 
obtenir  la  suivante.  (Lioisket.) 

1339.  Trouver  un  nombre  qui  soit,  ainsi  que  son  bi- 
carré, la  somme  des  carrés  de  deux  enliers  consécutifs. 

(LiONNET.) 

13i^0.  Si  «,  />,  c  sont  les  côtés  rangés  par  ordre  de 
grandeurs  décroissantes  d'un  triangle  ABC,  et  S  la  sur- 
face de  ce  triangle  : 

i"  L'aire  du  triangle  dont  les  sommets  sont  les  pieds 
des  trois  bissectrices  intérieures  a  pour  expression 

[b  -\-  c'>  [c  -\-  a^  [a  -h  b) 

1"  L'aire  du  triangle  dont  les  sommets  sont  les  pieds 
de  la  bissectrice  intérieure  issue  du  sommet  A  et  des 
deux  bissectrices  extérieures  issues  des  sommets  B,  C  a 
pour  expression 

:2abcS 


[b  -{-  c)[ci  —  c}{a  —  b) 

(DOSTOR, 
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)TE  RELATIVE  A  L'APPROXIMATION  DES  MO\EXXES  GÈOMÉ- 
TRIQIES  PAR  DES  SÉRIES  DE  MOYEXXES  ARITHMÉTIQIES 
ET  DE  MO\E^!V'ES  HARMONIQIES-, 

Par  m.  J.-J.-A.    MATHIEU, 

Lieutenant-Colonel  d'Artillerie,  Directeur  de  l'Écolo  d'Artillerie 
do  Toulouse. 


D'intéiessanls  travaux  de  iM.  Alexéelf  (voir  Coniptn'; 
rendus  des  séances  dd  V j4cadéniie  des  Sciences,  août 
1879,  p.  4o3)  avaient,  depuis  quelque  temps  déjà,  attiré 
ratientionsuruuemélliodod'extraclion  delaracinecarréo 
du  produit  de  deux  quantités,  qui  résulte  du  calcul  de 
moyennes  arithmétiques  et  de  moyennes  harmoniques 
successives.  INI.  Lucas  vise  la  même  méthode,  qu'il  croit 
d'ailleurs  avoir  été  connue  des  anciens,  en  proposant  la 
question  1323,  ainsi  formulée  dans  la  livraison  de  sep- 
tembre 1879  des  Nouvelles  Annales  de  Mathénialiquc.s  : 

On  prend  la  moyenne  arithmétique  p^  et  la  moyenne 

liarmoTuque  q^  de  deux  quantités  p  et  q  :  /;,  = , 

^1  =  —\  on  opère  de  même  sur  p^  et  r/j,  puis  sur  n^ 

p  -î-  'l  III  I  - 

•     1  7  7  7  •  >  Pn-^   Qn 

etq^^  etamsidesuUe, de  telle  maniereque  p„^iZ=  ^, 

Pn-\~  q,. 
Trouver  V expression  générale  de  p„  en  jonction  dep 

et  q\  montrer  quon  a  p\^  Pi^  Pz'^  •  •  '^  \  pq-i    f^t 

La  dernière  partie  tle  celle  queslion,  c'esl-à-diie  le 
principe  sur  lequel   repose  la  métlioile  dapproximation, 

/4nri.  fie  Mul/ié/ntit .,  i*^  ièvii:,  t.  Wlll.  (Décembre   1879.)        à.\ 
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devicnlde  véiiié  évidenle  sur  la  figure  bien  simple  (juc 
voici. 

Prenons  rà  partir  d'un  point  O,  sur  un  axe,  les  lon- 
gueurs 0P=/^,  OQ  =  <7,  en  supposant  P^(]'-,  sur 
PQ  =  ^  —  q^  comme  diamètre,  décrivons  un  cercle,  et 
menons  les  deux  tangentes  OT  =  0T'=  s^pq.  Le  centre 
Pi  de  ce  cercle  fera  connaître  la  moyenne  ariihraétique 

;?!  =  — — •  =:  OPi  ;   le  point  Qi  d'inlerseclion  de  Taxe 

avec  la  corde  des  contacts  TT'  fera  connaître  la  moyenne 

harmonique  «7i  =  i- =  OO,  ;    enfin,    si   du  point  O 

P  +  q 

comme  centre  avec  OT  =  V /'''/  co"^'"^  ravon,  on  décrit 
un  cercle,  le  point  X  d'intersection  avec  l'axe  donnera 
OX  ==  sfiTq. 

Le  point  X  étant  nécessairement  compris  entre  P, 
et  Qi,  onaura/:>i>  sjpq  >  q^. 

Si  la  même  construction  est  répétée  avec  les  points  P, 
et  Qi,  le  point  X  ne  changera  pas,  attendu  que 

/.y  =  /.,r/,  =  OP.OQ=:OP,.OQ,;    . 

on  aura  donc  encore 

pC>  \!pq'>  q-i> 

et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Le  rayon  -  \  p„ —  q„]  du  cercle  qui  renferme  toujours 

le  point  X  suit  une  loi  de  décroissance  plus  rapide  que 
celle  d'une  progression  géométrique  dont  la  raison  serait 

-j  car  le  diamètre  de  rang  n  est  plus  petit  que  le  rayon 

de  rang  n  —  i ,  d'après  la  figure. 

Quant  aux  formules  qui  expriment  les  quantités  /'„,  <7„ 


(  5:^1 
I 

2 


et  -{pn —  <7u)i  elles  peuvent  être  données  sous  une  forme 

concise,  en  se  servant  des  noiaiionsque  je  vais  indiquer. 
Représentons  par  S^n  ia  somme  des  puissances  de  de- 
gré 2"  des  racines  de  l'équalion 

:  p  — 

jc-  —  [p  -h  q]x  -^  1  

et  par  Dg„la  différence  de  ces  mêmes  puissances,  de  te!l( 
sorte  que 

et 


On  aura,  en  vertu  des  propriétés  des  fonctions  S,»  et  Djn, 

2bv"  — ïbj"— ■>  .   .   .  3..  Si  IJ/'  — 1 

pq        D,"-.    / — 

Pn  02"     ' 


P 


,^  2" 


^) 


Pn—<ln      — 


,77—  q 


\JP1' 


Ces  formules  sont  générales,  pourvu  que  la  valeur  do 
S-ik  soit  prise  égale  à  i  lorsque  l'exposant  A"  de  2  devient 
négatif  dans  l'indice. 

A'ote.  — La  même  question  (1325)  a  été  résolue  par  M.  H.-J.  Kiant/.. 
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MÉMOIRE 

sur  la  représentation  des  surfaces  et  les  projections 
des  cartes  géographiql'es  : 

Par  m.    a.   TISSOT. 

[sriTiî  (*)]. 


CHAPITRE    III. 


Valeurs  numériques  des  éléments  qui  permettent  d'apprécier  les 
déformations  produites  par  les  divers  modes  de  projection  dans 
la  construction  des  Mappemondes. 

Prélimin  aires . 

68.  Parmi  les  angles  qui  ont  leur  sommet  en  un  point 
queiconcjue  du  globe,  et  leurs  côtés  tangents  à  sa  sur- 
face, celui  que  la  représentation  altère  le  plus  se  trouve 
remplacé  sur  la  carte  par  son  supplément  (n°  IS);  ce  ne 
peut  donc  être  l'angle  du  méridien  et  du  parallèle.  Ces 
deux  lignes  ne  sont  pas  non  plus  celles  dont  les  direc- 
tions correspondent  aux  valeurs  extrêmes  du  rap- 
port de  longueurs,  à  moins  que,  sur  la  carte,  elles  ne  se 
trouvent  perpendiculaires  entre  elles  (n°  18}.  Ainsi, 
pour  se  rendre  compte  de  la  déformation  produite  autour 
d'un  point  donné,  il  ne  suffit  pas  de  calculer  les  trois  al- 
térations relatives  au  méridien  et  au  parallèle  de  ce  point; 
mais  il  faut  en  déduire  les  demi-axes  de  l'ellipse  indica- 
trice, qui  ne  sont  autre  chose  que  le  maximum  et  le 
minimum  du   rapport  de  longueurs  (n"  14),  et  dont  le 


(*)  yoiiv.  .4nn.,  2'  série,  t.  XVIll,  p.  385. 
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produit  dorme  le  rapport  des  surfaces  (n°  48).  En  divi- 
sant leur  diflérence  par  leur  somme,  on  obtient  le  sinus 
de  la  plus  grande  altération  qu'éprouvent  les  angles 
comptés  à  partir  de  Tune  des  tangentes  principales 
(n°  7]  5  enfin,  le  double  decette  altération  faitconnaître 
la  plus  grande  altération  d'angle  (n°  12). 

Soient  l  la  latitude  et  m  la  longitude  d'un  point  de  la 
surface  terrestre.  Il  est  permis  de  faire  abstraction  de 
l'aplatissement  dans  la  recherche  des  altérations  pro- 
duites autour  de  ce  point,  car  cela  revient  à  négliger 
une  très-petite  fraction  de  la  valeur  de  chacune  d'elles; 
on  peut  donc  prendre  respectivement,  pour  longueurs 
des  arcs  infiniment  petits  de  méridien  et  de  parallèle  qui 
partent  du  point  considéré,  dl  et  cosldm.  Le  plus  sou- 
vent, les  longueurs  correspondantes  de  la  carte  se  dé- 
duiront immédiatement  de  la  définition  du  système  de 
projection  ou  de  quelqu'une  de  ses  propriétés;  en  tout 
cas,  elles  seront  fournies  par  les  formules  du  n°  20. 
Le  coefficient  de  dl  dans  Tune,  et,  dans  l'autre,  le  pro- 
duit du  coefficient  de  dm  par  séc  /  feront  connaître  les 
rapports  de  longueur,  h  et  h,  sur  le  méridien  et  sur  le 
parallèle.  On  calculera  ensuite  l'altération  Q  éprouvée 
par  l'angle  de  ces  deux  lignes. 

Dans  l'ellipse  indicatrice,  h  et  A  sont  deux  demi-dia- 
mètres conjugués  inclinés  l'un  sur  l'autre  de  6;  il  sera 

donc  facile  de  déterminer  les  demi-axes,  a  et  b,  de  cette 
ellipse,  puis  le  maximum,  w,  de  l'allération  éprouvée 
par  l'angle  que  fait,  avec  la  direction  de  l'un  d'eux,  une 
autre  direction  variable,  enfin  le  rapport  S  des  éléments 
superficiels.  Par  exemple,  si  l'on  pose 

/>■ 
tang/=-i      sin  27  =:  cosô  sm^).. 
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on  pourra  faire  usage  des  formules 

/ 
sinw  =  tang  ij  —  71      S  =  //XcosÔ, 

a  z=  ySc()t7,      b  =  y  Stanj^7. 

En    eénéral,    nous   avons  choisi     l'échelle   de    manière 
qu'au  centre  de  la  carie  S  soit  égal  à  l'unité. 

Nous  appellerons  autogonales  les  projections  qui  con- 
servent les  angles,  et  anthaliques  celles  qui  conservent 
les  aires.  Dans  les  projections  autogonales,  on  a 

9  rr:  O,       w  z=  O,       hz=zkz=za^^b,       S  =  rt% 

et,  dans  les  projections  aulhaliques, 

a  =  tan"  [ -7  -\ \  •>      £*  =  cot    y  -i 

loi'sque,    dans  ces  dernières,   les    longueurs  sont  aussi 
conservées  le  long  des  parallèles,  on  a  de  plus 

h  z=z  séc9,      /i  =  F,      tangw  =  —  langO. 

69.  Les  éléments  qui  figuient  dans  nosTableaux  sont 
principalement  20),  «,  Z>  et  S;  dans  certains  cas  où  les 
trois  derniers  se  trouvent  avoir  des  valeurs  inférieures  à 
l'unité,  nous  donnons  aussi  celles  de  leurs  inverses  a, 
[3,  S,  et  quelquefois  celles  de  a|3,  c'est-à-dire  du  rap- 
port de  a  à  ^.  Ceséléraents  suffisent  toujours  pour  l'étude 
de  la  déformation  produite  autour  de  chaque  point, 
mais  non  pour  la  comparaison  des  longueurs  en  des 
points  différents  de  la  carte  :  quand  la  plus  petite  des 
valeurs  de  b  est  égale  à  un,  il  est  naturel  de  considérer 
l'arc  infiniment  petit  auquel  elle  correspond  comme  re- 
produit en  viaie  grandeur,  et    li's  divers  maxima  de  l'ai- 
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léraliou  de  l'aiiité  de  longueur  comme  représentés  par 
les  valeurs  de  a —  i;  dans  le  cas  contraire,  pour  que 
l'interprélationnecessepas  d'être  exacte,  il  faut  substituer 
aux  valeurs  de  a  les  quotients  de  leur  division  par  la 
plus  petite  valeur  de  h;  une  iemarque  analogue  s'appli- 
querait à  la  comparaison  des  éléments  de  surface;  c'est 
pourquoi,  dans  les  Tableaux  relatifs  à  certains  modes  de 
projection,  on  trouvera  des  colonnes  intitulées  [a)ei[S) 
contenant  respectivement  les  rapports  des  valeurs  de  a 
et  de  S  aux  plus  petites  valeurs  que  h  et  S  sont  suscep- 
tibles de  prendre  dans  toute  l'étendue  de  la  carte. 

Les  nombres  que  nous  avons  calculés  se  rapportent  en 
général  aux  points  d'intersection  des  parallèles  de  i5 
en  i5  degrés  de  latitude  avec  les  méridiens  de  1 5 
en  i5  degrés  de  longitude,  le  premier  méridien  étant 
celui  dont  la  projection  sépare  la  carte  en  deux  portions 
symétriques. 

70.  Parmi  les  projections  que  nous  considérerons,  il  y 
en  a  six  dans  lesquelles  les  paiallèles  sont  représentées 
par  des  droites  de  même  direction,  les  méridiens  par 
d'autres  droites  perpendiculaires  aux  premières  et  ayant 
entre  elles  des  distances  proportionnelles  aux  différences 
de  longitude;  ce  sont  :  la  projection  de  ÏNlercator,  le  dé- 
veloppement cylindrique,  la  projection  des  cartes  plates 
carrées,  celle  des  cartes  plates  parallélogrammaticjues  et 
deux  projections  du  P.  îîraun.  Les  altérations  y  sont 
indépendantes  des  longitudes,  et,  pour  obtenir  toutes 
celles  qui  se  rapportent  à  la  représentation  du  globe 
entier,  il  suffit  de  faire  vaiier  les  latitudes  de  zéro  à 
yo  degrés. 

Beaucoup  d'autres  systèmes  se  prêtent  aussi  à  la  re- 
présentation complète  de  la  Terre  sur  une  seule  carte, 
ou    à    celle   dune    portion   plus    grande    qu'un    hémi- 
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sphère,  mais  avec  des  altérations  d'autat)l  plus  fortes 
fjue  cette  portion  est  plus  considérable;  pour  chacun 
d'eux  nous  avons  calculé  les  altérations  produites  dans 
la  représentation  d'un  iiéinisphère  seulement.  Lorsque 
cet  hémisphère  est  limité  par  un  méridien,  il  arrive 
presque  toujours  que  Téquaieur  delà  carte  est  rectiligne 
et  joue  le  rôle  d'axe  de  symétrie,  de  sorte  qu'il  suffit 
de  considérer  le  quart  de  la  carte,  et  de  faire  varier  les 
latitudes  ainsi  que  les  longitudes,  de  zéro  à  90  degrés. 

Dans  une  projection  centrale  effectuée  sur  le  plan  de 
l'éqiiateur  ou  sous  l'aspect  polaire,  les  parallèles  de  la 
carte  sont  des  circonférences  concentriques,  les  méridiens 
sont  des  droites  partant  du  centre  et  faisant  entre  elles 
des  angles  égaux  à  ceux  des  méridiens  du  globe  5  les  alté- 
rations ne  dépendent  que  de  la  latitude  ou  de  la  distance 
polaire  d  qui  en  est  le  complément.  Dans  la  projection 
centrale  de  même  nature  effectuée  sur  l'horizon  d'un  lieu 
donné,  ce  sont  les  petits  cercles  perpendiculaires  à  la 
verticale  de  ce  lieu  et  les  grands  cercles  contenant  celte 
verticale  qui  se  trouvent  représentés  par  des  circonfé- 
rences concentriques  et  des  droites  concourantes  •,  les  alté- 
rations sont  les  mêmes  que  dans  la  projection  polaire  ou 
équaloriale,  seulement  elles  se  rapportent  à  des  points 
différents;  elles  seront  fournies  par  les  mêmes  Tables, 
pourvu  que  dans  celles-ci  on  regarde  0  comme  désignant 
toujours  la  distance  angulaire  d'un  lieu  quelconque  à 
celui  qui  correspond  au  centre  de  la  carte.  Néanmoins, 
afin  d'avoir  des  termes  de  comparaison  entre  les  projec- 
tions centrales  effectuées  sur  un  méridien  et  les  autres 
projections  méridiennes,  nous  avons  déterminé,  pour 
quel(jues-unes  des  premières,  les  valeurs  des  éléments  a, 
b,  ...,  de  i5  en  i5  degrés  de  longitude  et  de  i5  en 
i5  degrés  de  latitude.  La  première  ligne  horizontale  et 
la  première  colonne  verticale  des  Tables  qui  contiennent 
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ces  valeurs  reproduisent  les  nombres  relatifs  à  la  pro- 
jection équatoriale.  Pour  quatre  des  projections  centrales 
polaires,  nous  avons  considéré   tous  les  points  dont  la 
colatitude  ô  est  multiple  de  5  degrés. 

Dans  les  perspectives  que  nous  aurons  à  étudier,  le 
plan  du  Tableau  est  perpendiculaire  au  diamètre  mené 
par  le  point  de  vue;  ce  sont  donc  des  projections  cen- 
trales. Ce  plan  est  d'ailleurs  parallèle  à  celui  du  grand 
cercle  qui  limite  l'iiémisplière  à  représenter;  nous  le 
supposeions  tangent  à  cet  hémisphère,  afin  de  nous  con- 
former à  la  convention  qui  a  été  faite  sur  le  choix  de 
l'échelle. 

Pour  étudier  les  diverses  projections  au  point  de  vue 
de  la  déformation  qu'elles  produisent,  il  est  naturel  de 
les  diviser  en  trois  classes  comprenant  respectivement 
les  projections  autogonales,  les  projections  aulhaliques, 
enfin  celles  qui  ne  conservent  ni  les  angles  ni  les  sur- 
faces ,  et  que  nous  appellerons  projections  aphylac- 
tiques. 

Projections  autogonales  (w  =  o,  h  =^  a). 

71 .  Projection  de  JMercator  ou  des  cartes  marines 
dites  cartes  réduites  [Tableau  !('*')]■  —  Les  méridiens  et 
les  parallèles  de  la  carte  sont  des  droites  formant  un 
canevas  rectangulaire.  L'équaleur  est  développé  en  vraie 
grandeur.  La  condition  que  les  angles  soient  conservés 
détermine  la  distance  d'un  parallèle  de  la  carte  à  l'équa- 
teur  en  fonction  de  la  colatitude  05  quand  on  suppose 


(*j  Les  cent  quatre-vingt-seize  Tableaux  numériques  auxquels  nous 
renverrons  successivement  ont  été  reportés  à  la  fin  du  Mémoire,  dont 
ils  occupent  les  soixante  dernières  pages;  ils  se  trouvent  répartis  en 
cinquante-deux  groupes  designés  par  des  numéros  écrits  en  chiffres  ro- 
mains. 
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la  Terre  spliérique,  tette  distance  est  égale  au  logaiilhme 
nepenon  ue   lang-- 

72.  Projection  cylindrique  auiogonale  de  Lambert 
(Tableaux  II).  —  Les  coordonnées  rectangulaires  des 
divers  points  de  la  Carte  sont  données  par  les  formules 

I  ,       I  -h  cos/sinw 

x^=.—  \i.Yj^ ; 1      tangj  =  tang/sec/«, 

1     ""I  —  fos/  sinm 

les  logarithmes  étant  ceux  du  système  népérien.  On  peut 
déduire  cette  projection  de  celle  de  Mercator  en  attri- 
buant à  l'un  des  méridiens  le  rôle  que  joue  l'équateur 
dans  cette  dcrnièie. 

73.  Projection  stéréograpiiiqne  éqiialoriale  (  Ta- 
bleau lil).  —  C'est  la  perspective  de  l'un  des  deux  lié- 
inisphères  limités  par  l'équateur  sur  le  plan  tangent  en 
celui  des  deux  pôles  que  contient  cet  bémisohère,  le 
point  de  vue  étant  placé  à  l'autre  pôle. 

74.  Projection  stéréograpliique  méridienne  (  Ta- 
bleaux IV).  —  C'est  la  pei-spectlve  d'un  hémisphère  li- 
mité par  un  méridien,  le  plan  du  Tableau  étant  langent 
à  cet  hémisphère  et  parallèle  à  ce  méridien,  et  le  point 
de  vue  étant  diamétralement  opposé  au  point  de  contact. 

75.  Projections  coniqn(\'i  antogonales  de  Lambert 
(Tableaux  V). —  Les  parallèles  de  la  carte  sont  des  cir- 
conférences concentriques  ,  les  méridiens  des  droites 
partant  du  centre  commun  et  faisant  entre  elles  des 
angles  proportionnels  à  ceux  des  méridiens  du  globe.  Le 
rapport  constant  des  premiers  angles  aux  autres,  que 
nous  appellerons  V exposant  de  la  projection,  étant  dé- 
signé par  //,  et  R  étant  le  rayon  du  cercle  qui   corrcs- 
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pond  à  l'équaieiir,  le  rayon  /■  de  celai  qui  correspond  au 
[)arallèle  de  colalitude  d  est  donné  par  la  formule 


r  =  R  (  tang  - 

Lhémisphère  se  trouve  représenté  par  un  secteur 
dont  le  pôle  occupe  le  centre,  et  dont  l'angle  P,  exprimé 
en  degrés,  est  égal  à  36o  n.  Si  Ton  prenait  l'exposant 
plus  grand  que  l'unité,  il  y  aurait  recouvrement.  Dans 
toutes  les  projections  où  il  est  au  contraire  plus  petit 
que  l'unité,  a  passe  par  un  inininium  lorsque  o  varie 
de  zéro  à  go  degrés;  pour  chacune  de  ces  projections, 
nous  avons  choisi  la  constante  arbitraire  R  de  manière 
que  ce  minimiim  soit  égal  à  i  ;  la  latitude  correspon- 
dante a  été  désignée  par  /q  dans  le  premier  des  Ta- 
bleaux ^  .  Ces  Tableaux  se  rapportent  à  i3  valeurs  de  «  ; 
la  première  valeur,  savoir  n=^o,  donne,  avec  «R  =  i, 
la  projection  de  iMercator;  la  dernière  valeur,  savoir 
«  =  I ,  donne  la  projection  stéréographique  équaloriale. 
Partout  dans  celle-ci  ,  et  partout  ailleurs  qu'au  pôle 
dans  les  autres,  les  angles  sont  conservés.  Pour  celle  dont 

l'exposant  est  ^j  nous  avons  calculé  de  5  en  5  degrés  de 

latitude  les  valeurs  de  a  et  de  S. 

76.  Projections  autogona les  à  méridiens  circulaires,  le 
centre  de  la  carte  correspondant  à  un  point  de  V équaleur 
(Tableaux  VI).  —  Dans  un  canevas  orthogonal,  les  mé- 
ridiens ne  peuvent  être  circulaires  sans  que  les  parallèles 
le  soient:  car,  si  les  méridiens  delà  carte  sont  des  cercles, 
la  dioite  qui  passe  par  les  projections  des  pôles  servira 
d'axe  radical  à  deux  quelconques  d'entre  eux,  et  leurs 
trajectoires  orthogonales  seront  des  cercles  ayant  leurs 
centres  sur  celte  droite.  Cela  ne  suffit  pas  pour  que  la 
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projection  soit  aulogonale-,  il  faut  de  plus  que  les  angles 
sous  lesquels  se  coupent  les  méridiens  de  la  carie  soient, 
avec  ceux  des  méiidiens  correspondants  du  globe,  dans 
un  rapport  constant,  que  nous  appellerons  \  exposant  de 
la  projection.  Enfin,  ti  étant  cet  exposant,  si  1  on  dé- 
signe par  0  Tangle  de  la  ligne  des  pôles  de  la  carte  avec 
le  rayon  de  l'un  des  points  où  la  circonférence  décrite 
sur  cette  ligne  conrinie  diamètre  rencontre  la  projecliondu 
parallèle  de  colalitude  ^,  on  devra  avoir 

§'       I         S 
tang-r^^iang- 

Pour  n  =  o,  on  retombe  sur  la  projection  de  ÎMercator, 
et,  pour  /i  =  I ,  sur  la  projection  stéréograpliique  mé- 
ridienne. Pour  /i^2,  il  y  aurait  recouvrement  dans  la 
représentation  d'un  liémisphère.  Aux  pôles,  par  excep- 
tion, les  angles  ne  sont  pas  conservés,  si  ce  n'est  dans  la 
projection  stéréograpliique.  Sur  un  même  parallèle,  a 
et  S  augmentent  avec  la  longitude.  Nous  donnons,  pour 
vingt  et  une  de  ces  projections,  l'angle  P  sous  lequel  se 
coupent  les  demi-méridiens  extrêmes,  ainsi  que  les  va- 
leurs de  a  et  de  S  relatives  à  quatre  points  particuliers. 

77.  Projection  de  Lagrange  (Tableaux  MI).  —  La 
projection  orthomorphe  à  méridiens  circulaires  dans 
laquelle  a  et  S  varient  le  plus  lentement  possible,  sur  le 
parallèle  et  sur  le  méridien,  à  partir  du  point  central, 
est  celle  qui  correspond  h  n  =  y' 2.  L'angle  P  y  est  égal 
à  254"?)3'3o". 

78.  Projection  autogonale  deLitirow  { TableauxVIIl) . 
—  Les  parallèles  et  les  méridiens  sont  représentés  res- 
pectivement par  des  ellipses  et  des  hyperboles  homofo- 
cales.  Les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  quel- 
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conque  de  la  carte  sont 

X  =  tang/  cosw,     j  z=z  séc/  sin  m. 

Sur  un  même  parallèle,  rt  et  S  diminuent  à  mesure 
que  m  augmente;  sur  un  même  méridien,  ils  augmentent 
en  même  temps  que  /.  Nous  donnerons  seulement  les 
valeurs  qu'ils  prennent  sur  Téquateur,  sur  le  premier 
et  le  dernier  méridien. 


Projections  authaliques  (|3  =  «,  S  =  i). 

79.  Développeîuen!.  cylindrique  (Tableau  IX).  — 
On  développe  le  cylindre  circonscrit  le  long  de  l'équateur . 
Les  méridiens  et  les  parallèles  de  la  carte  sont  les  trans- 
formées desgénératriceset  dessectionsdroitesquetracent, 
sur  le  cylindre,  les  plans  des  méridiens  et  ceux  des  paral- 
lèles du  globe.  Le  canevas  est  donc  orthogonal  et  formé 
par  deux  systèmes  de  droites, 

80.  Développement  cylindrique  iransverse.  —  On 
projette  ortliogonalement  chaque  point  du  globe  sur  la 
surface  d'un  cylindre  qui  est  circonscrit  le  long  d'un  mé- 
ridien, et  que  l'on  développe  ensuite. 

Nulles  sur  ce  méridien,  les  altérations  sont  les  mêmes 
en  tous  les  points  de  chacun  des  petits  cercles  qui  ont 
leurs  plans  parallèles  au  sien.  Elles  sont  fournies  par  le 
Tableau  relatif  au  développement  cylindrique  ordinaire, 
pourvu  que,  dans  ce  Tableau,  on  considère  l'argument/ 
comme  représentant  la  distance  sphérique  du  petit  cercle 
au  méridien  de  contact.  Le  même  Tableau  donne  les 
valeurs  des  éléments  201),  «,  ^,  .. .,  pour  les  divers  points 
de  l'équateur,  lorsqu'on  y  considère  /  comme  représen- 
tant la  longitude.  Enfin,  si  l'on  y  remplace  /par  90°  —  /, 
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il  fera  connaître  les  valeurs  des  cléinenls  pour  les  divers 
points  du  méridie?a  qui  est  perpendiculaire  au  premier. 

81 .  Projections  cylindriques  aulhaliques.  —  Les  mé- 
ridiens sont  représentés  par  des  droites  parallèles  entre 
elles,  les  parallèles  par  d'autres  droites  perpendiculaires 
aux  premières.  La  distance  des  projections  de  deux  mé- 
ridiens est  dans  un  rapport  constant,  ??,  avec  l'arc  d'équa- 
leur  intercepté  par  ces  deux  méridiens  ;  la  distance  des  pro- 
jections de  deux  parallèles  est  dans  le  rapport  inverse,  -• 

avec  celle  des  plans  des  deux  parallèles. 

Pour  /z  =  i ,  on  retombe  sur  le  développement  <ylin- 
driquc.  Quelque  soit  n,  on  a  aux  pôles  2W=:i8o°, 
nz=.co  ^h  =z  o.  Nous  reviendrons  sur  ces  projections  dans 
le  Chapitre  IV. 

82.  Projection  centrale  authaliqnc  équaloriale  de 
Lambert,  dite  projection  de  Lorgna  (Tableau  X).  — 
Les  méridiens  sont  représentés  par  des  droites  concou- 
rantes faisant  entre  elles  des  angles  égaux  aux  différences 
de  longitudes,  les  parallèles  par  des  circonférences  con- 
centriques ayant  pour  rayons  les  distances  rectilignes  du 
pôle  aux  parallèles  du  globe. 

83.  Projection  centrale  aulhaliqiie  de  Lambert  Ta- 
bleaux XI). —  Les  grands  cercles  qui  contiennent  la  ver- 
ticale d'un  lieu  de  l'équateur  et  les  petits  cercles  per- 
pendiculaires à  celte  ligne  remplacent  respectivement 
les  méridiens  et  les  paiallèles  de  la  projection  équalo- 
riale. Quant  aux  méridiens  et  aux  parallèles  de  la  nou- 
velle projection,  ce  sont  des  courbes  du  quatrième  degré. 

84.  Projections  corn'qnes  aiithaliques  de  Lambert. 
—  Les  méridiens  de  la  caite  sont  des   droites    coucou- 
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raules  faisant  entre  elles  des  angles  ])roporlionnels  aux 
diffcreuces  de  longitudes,  et  les  parallèles,  des  circon- 
férences avant  touies  pour  centre  le  point  de  concours 
des  méridiens.  Le  rapport  constant  de  l'angle  de  deux 
méridiens  delà  carte  à  celui  des  méridiens  correspondants 
du  globe  étant  désigné  par  «,  le  rayon  de  chaque  paral- 
lèle de  la  carte  est,  avec  la  corde  qui  va  dii  pôle  au  paral- 
lèle correspondant  du  globe,  dans  le  rapport  de  i  à  y«. 
En  faisant  n  =  i ,  on  retrouve  la  projection  du  n"  15*,  en 

faisant  Ji  =^  —z^i  on  obtient  celledu  numéro  suivant.  C'est 

seulement  dans  le  Chapitre  IV  que  nous  aurons  à  con- 
sidérer d'autres  valeurs  de  n. 

85.  Projection  conique  authaliquc  périgortale  (Ta- 
bleau Xil).  —  jNous  avons  trouvé  que,  pour  rendre  aussi 
faible  que  possible  la  plus  grande  altération  d'angle,  et 
par  conséquen  t  aussi  I  a  plus  grande  altération  de  longueur, 
sur  la  carte  d'un  hémisphère  dressée  d'après  le  système 
des  projections  coniques  authaliques,  il  fallait  prendre  ?i 

égal  à— _'La  carte,    a!i   lieu  d'un  cercle  entier,    lornic 

alors  un  secteur  de  2  54"33'3o".  Les  altérations  sont  nulles 
le  long  du  parallèle  qui  a  pour  colatitude  65°32' 1 1''. 

86.  Projections  tronconiqaes  authaliques  ou  projec- 
tions d' Alhers.  —  Elles  ne  diffèrent  des  projections 
coniques  authaliques  que  par  l'expression  du  rayon  du 
parallèle  de  la  carte  en  fonction  de  la  colatitude.  Celle 
expression  est  ici 


=  \/^ 


fC  — cos5  . 
C  désignant  un  nouveau  paramètie  arl)itraire. 
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Eu  prenant  C=  i ,  on  retrouve  les  projections  toniques. 
Pour  toute  autre  valeur  de  C,  le  pôle  se  trouve  reniplacé 
par  un  arc  de  cercle  de  grandeur  finie,  de  sorte  qu'il  n'y 
a  pas  lieu  de  faire  usage  de  ces  projections  dans  la  repré- 
sentation d'un  hémisphère. 

87.  Projection  authalique  de  Molhveide,  dite  pro- 
jection homalographique  de  Bahinet  [Td\i\ea,Vi\  XIII). 
—  Les  méridiens  de  la  carte  sont  des  ellipses  ayant  toutes 
pour  axe  la  droite  qui  joint  les  deux  pôles  5  les  autres  axes 
sont  proportionnels  aux  longitudes;  l'un  deux,  celui  de 
la  demi-ellipse  qui  correspond  à  la  longi  lude  de  90  degrés, 
est  égal  au  premier  axe.  Les  parallèles  sont  représentés 
par  des  droites  perpendiculaires  à  celle  qui  joint  les  deux 
pôles-,  l'équation 

il'  -r-  sin 2 /'  =  77  sin  / 

détermine  l'angle  au  centre/'  qui  correspond  à  l'arc  inter- 
cepté entre  la  projection  de  l'équateur  et  celle  du  paral- 
lèle de  latitude  /  sur  le  méridien  circulaire  de  la  carte. 

Outre  les  Tableaux  habituels,  nous  donnons  ici  celui 
des  rapports  de  longueurs  sur  les  parallèles,  ainsi  que  de 
leurs  inverses,  lesquels  sont  indépendants  des  longitudes. 
Nous  donnons  aussi  les  éléments  de  la  déformation  sur 
le  parallèle  de  8y  degrés  de  latitude,  enfin  les  valeurs  àv. 
a'joetdcrt,  de  10  degrés  en  10  degrés,  sur  le  méridien  cjui 
limite  l'hémisphère. 

88.  Projection  sinusoïdale  de  Nicolas  Sanson,  dite 
projection  de  Flamsteed  (Tableaux  XIV  ).  —  Le  premier 
méridien  est  développé  en  vi-aie  grandeur  suivant  une 
droite,  les  parallèles  suivant  d'autres  droites  perpendi- 
culaires à  la  première,  et  sur  lesquelles  on  porte,  pour 
consti'uire  par  points  les  piojeclions  des  méridiens,  des 
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longueurs  égales  aux  arcs  de  parallèles;  ces  projections 
sont  des  sinusoïdes. 

Nous  rencontrons  ici  unpremicr  excnipledes systèmes 
de  représentation  dans  lesquels  chacun  des  éléments  w, 
a,  b  prend,  au  pôle,  des  valeurs  différentes  suivant  que 
l'on  regarde  ce  point  comme  appartenant  à  un  méridien 
ou  à  un  autre.  La  condition  de  continuité,  que  suppose 
la  loi  de  déformation  établie  dans  le  premier  Chapitre, 
ne  se  trouve  pas  remplie  au  pôle  par  la  projection  sinu- 
soïdale, puisque  les  deux  moitiés  d'un  même  méridien 
n'y  ont  pas  la  même  tangente  j  de  là  vient  que,  sur  les 
divers  méridiens,  rt,  par  exemple,  ne  tend  pas  vers  la 
même  limite  quand  /  s'approche  indéfiniment  de  90". 

89.  Projections  sinusoïdales  auihalifjucs .  —  Le  méri- 
dien moyen  de  la  carte  est  une  droite,  les  parallèles 
d'autres  droites  perpendiculaires  à  la  première  et  inter- 
ceptant sur  celle-ci  des  longueurs  proportionnelles  aux 
différences  de  latitudes.  Pour  tracer  les  méridiens  par 
points,  on  porte,  sur  les  parallèles  de  la  cai  te,  des  lon- 
gueurs proportionnelles  aux  arcs  des  parallèles  du  globe. 
Le  rapport  constant  n  de  la  distance  de  deux  parallèles 
de  la  carte  à  la  différence  de  leurs  latitudes,  et  celui  de 
la  longueur  d'une  portion  de  parallèle  de  la  carie  à  l'arc 
correspondant  du  globe,  sont  inverses  l'un  de  l'autre. 

La  projection  de  Sauson  correspond  à  7?  r=  i  ;  la  sui- 
vante à 


"-={/' 


71' 


I , 3646 
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90.  Projection  sinusoïdale  authalique  perigonale 
(Tableau  XV).  —  La  valeur  précédente  de  n  est  celle 
que  nous  avons  obtenue  en  cherchant  la  projection  sinu- 
soïdale  authalique  qui  rend  aussi  faible  que  possible    la 

Aftn.de  Mutbémat.,  9*=  série,  t.  XVIII.  (DpcPiiibre  1S79.)  35 
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plus  grande  valeur  do  chacjue  ahéralion  sur  une  carie 
de  la  moitié  du  globe  terrestre. 

Les  altcralious  sont  les  tuêines  tout  le  long  de  Téqua- 
teur  et  tout  le  long  du  méridien  moyen;  elles  corres- 
pondent par  conséquent  aux  nombres  de  lapremière  ligne 
du  Tableau,  le({uel  se  rapporte  au  méridien  extrême,  qui 
est  celui  sur  lecjuel  il  y  a  le  plus  de  déformation. 

91.  Piojeclioii  dite  de  Bonne  ou  du  Dépôt  de  la 
Guerre  ou  de  la  Carte  de  France  (Tableau  X\T).  —  L<' 
premier  niéridien,  ou  méridien  moyen,  est  développé  en 
vraie  giandeur  suivant  une  droite,  et  les  parallèles  sui- 
vant des  circonférences  ayant  leurs  centres  en  un  même 
point  de  cette  droite;  pour  l'un  d'entre  eux,  dit  ;^<7/vz/- 
lèle  moyen,  le  rayon  est  égal  à  la  génératrice  du  cône 
circonscrit  au  globe  terrestre  le  long  de  ce  parallèle.  Sur 
les  parallèles  de  la  carte,  on  prend,  à  partir  du  méridien 
rectiligne,  des  arcs  égaux  à  ceux  des  parallèles  du  globe; 
les  extrémités  de  ces  arcs  déterminent  les  projections 
des  autres  méridiens. 

Il  ne  se  produit  aucune  altération  sur  le  méridien 
moyeu  ni  sur  le  parallèle  moyen.  Sur  les  autres  paral- 
lèles, les  altérations  augnienlent  avec  la  longitude;  aux 
pôles  elles  sont  indépendantes  du  choix  que  1  on  peut 
faire  du  parallèle  moyen  ;  nous  donnons  les  valeurs  qui 
se  rapportent  à  ces  points,  sur  les  deux  méridiens 
extrêmes,  pour  la  carte  d'un  hémisphère  et  pour  celle 
du  globe  entier.  Ces  valeurs  correspondent  aux  plus 
grandes  altérations  lorsqu'on  prend  l'équaleur  pour 
parallèle  moyen;  alors  on  retombe  sur  la  projection 
sinusoïdale  de  Nicolas  Sanson.  Avec  tout  autre  paral- 
lèle moyen,  ou  aura  des  altérations  plus  fortes.  Par 
exemple,  avec  le  parallèle  moyen  de  4-"^  degrés  de  lati- 
tude   nord,    les    niaxima    ont   lieu    sur  le  parallèle    de 
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69°2.)'io"  de  lalilude  sud,  et  l'on  a,  à  riiilersertion  de  ce 
parallèle  avec  le  méridien  de  90''  de  longitude, 

e  =  58''5i',     -ico  — 79"ia', 

«  =  2,I25,        Z»  =  0,47I,        r/p  =:  4i '^17. 

Le  parallèle  moyen  étant  encore  celui  de  4^  degrés, 
on  aurait,  sur  l'équateur  et  sur  les  méridiens  extrêmes, 
dans  la  représentation  de  l'un  des  deux  hémisphères 
limités  par  l'équateur, 

9=z6o°23',     7.oj  =  82"4i', 

rt  =  2,212,        <^  3:^0,452,       0^  =  ^,8^"^. 

92.  Projection  à  méridiens  et  pnrnllèlcs  rectiligiies 
fie  M.  ColligJion  (^Tableaux  X\  II).  —  Les  coordonnées 
rectangulaires  de  la  projection  du  point  de  longitude  m 
et  de  colalitude  0  sont  données  par  les  formules 


(^r-v/2sin^),      r^-^sjl 


.     à 

m  sm- 

2 


Les  demi-méridiens  qui  limitent  la  carte  d'un  hémi- 
sphère dessinent  un  carré,  dont  le  premier  méridien  et 
l'équateur  sont  les  diagonales.  C'est  à  ces  diverses  lignes 
que  se  rapportent  les  nombres  des  Tableaux  XML 

93.  Projection  dite  stértographique  é(/iu\'alente  de 
M.  de  Prépetit-Foucaut  (^Tableaux  X\IiI).  — La  pro- 
jection du  point  du  globe  dont  la  latitude  est  /  et  la  lon- 
gitude m  a  pour  coordonnées  rectangulaires 

r         l  2  ,      J 

r  r— i/TT  tanfi;  -  >       r  =  — ^zwzcos/cos-- • 

Les  parallèles  de  la  carte  sont  rectilignes.  Les  altéra- 
tions sont  les   mêmes  pour  tous  les  points  de  l'équateur, 

35. 
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94.  Projection  anthalique rie  TPcrner  (TalAeau  XIX). 
—  Les  jiarallèles  de  la  carie  sont  des  circonférences 
concentriques  ayant  pour  rayons  les  dislances  sphériques 
de  l'un  des  pôles  aux  parallèles  du  globe.  Sur  cescircon- 
férences,  on  prend,  à  partir  du  premier  méridien,  qui 
est  recliligne,  des  arcs  égaux  à  ceux  des  parallèles  ter- 
restres, ce  qui  détermine  les  avitres  méridiens. 

Nulles  tout  lelongdu  méridien  moyen,  les  altérations 
-croissent  avec  la  longitude.  Sur  chaque  méridien,  elles 
augmentent,  à  partir  du  pôle  dont  la  projection  sert 
de  centre  aux  projections  des  parallèles,  jusqu'au  point 
de  l'autre  hémisphère  qui  a  pour  latitude  6y°  i^'io". 
Ainsi,  dans  la  carte  de  l'un  des  deux  hémisphères  limités 
par  l'équateur,  elles  atteindraient  leurs  plus  grandes  va- 
leurs à  l'intersection  de  celle  ligne  avec  le  méridien  de 
180  degrés  dr.  longitude.  On  a,  en  ce  poinî, 

?.&)=: 90",    «  =  2,4'4)    ^=-o,4i4î    «1^  =  5,8018. 

Sur  la  carte  d'un  hémisphère  limité  par  un  méridien, 
la  projection  du  pôle  nord  servant  de  centre  aux  pro- 
jections des  parallèles,  les  inaxiinaowl  lieu  pour 

/  =  —  67°  î  2'  I o'',     m  =  go". 

(A  suivre.) 
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DES  FIGIJUES  SOLIDES; 

Pau    m.    E.    AMIGUES, 

Professeur  de  Malhématiques  socoialfs  au  lycée  de  /'hues. 


î.   Désignons  par    -■,    ->    -     les    coortionnées    d  un 
point   P  dans  un  certain   système   d'axes,  et  par  X,  1, 
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Z,  T  des  fondions  linéaires  el  homogènes  de  .r.  v,  z^  f. 

x'     y'      z 
DésiErnons  de  même  par   —  ?    —  >   ~    les  coordonnées 

d'un  point  P' dans  un  autre  système  d'axes,  et  par  X', 
Y',  Z',  ï'  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  x\ 
r\  z\  /'. 

Les  relations 

(i)  5iXX'  =  _aYY'  =  vZZ'  =  pTT', 

dans  lesquelles  },,  a,  v,  p  ont  des  signes  quelconques,  dé- 
iinissent  un  mode  de  transformation  des  figui'es  ici,  qu'à 
chaque  point  P  de  la  première  figure  correspond  un 
point  P'  et  un  seul  dans  la  seconde,  et  réciproquement. 

Mais  ces  relations  ne  donnent  pas  tous  les  modes  de 
transformation  où  les  points  se  correspondent  un  à  un. 
lOn  efl'et,  elles  ne  contiennent  que  vingt-sept  constantes 
arbitraires.  Or  les  trois  relations  algébriques  les  plus 
générales,  qui  établissent  une  correspondance  de  point 
à  point,  contiennent  chacune  seize  termes.  On  peut,  il 
est  vrai,  les  réduire  à  quinze  termes,  en  les  remplaçant 
])ar  trois  combinaisons  éliminatoires.  Il  reste  donc  qua- 
torze arbitraires  dans  chaque  relation,  en  tout  quarante- 
deux  arbitraires. 

Ainsi,  quelque  générale  que  soit  la  transformation 
définie  par  les  relations  (i),  elle  est  bien  loin  de  repré- 
senter toutes  les  lois  qui  établissent  une  correspondance 
de  point  à  point. 

Il  n'en  est  pas  de  même  dans  la  Géométrie  plane,  où 
les  relations  analogues  à  la  relation  ^i)  contiennent  qua- 
torze constantes  arbitraires,  tout  comme  les  deux  rela- 
tions algébriques  les  plus  générales  qui  établissent  une 
correspondance  de  point  à  point.  Là  les  relations 

/XX'r-  vYY-    vZZ 
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représeiUcnl  blet!   loules  les  lois   de  correspondance   de 
jjoiiit  à  point.  C'est  d'ailleurs  ce  qu'on  peut  démon trei' 
par  des  considérations  géométriques  (*  l. 

La  classitication  complète  des  modes  de  transfornja- 
tion  ([ui,  dans  l'espace,  établissent  une  correspondance 
de  point  à  point,  paraît  difficile  à  faire.  Mais,  à  défaut 
de  cette  classification,  il  peut  v  avoir  intérêt  à  étudier 
les  transformations  définies  par  les  relations  (i);  car 
l'un  des  principaux  objets  de  la  Géométrie  contempo- 
raine doit  être  l'étude  des  surfaces  de  degré  supérieur 
au  second,  et  rien  ne  doit  êti'e  négligé  de  ce  qui  peut 
aplanir  les  difficultés  de  cette  étude. 

2.  Les  équations  X=:o,  \  =  o,  Z  =  o,  T  =  o  repré- 
sentent quatre  plans.  On  a  donc  un  tétraèdre  ABCD, 
que  l'on  peut  prendre,  au  besoin,  pour  tétraèdre  de  ré- 
férence, en  supposant  les  paramètres  de  référence  égaux 
à  l'unité,  pour  faciliter  les  interprétations  géométriques. 

On  a  dans  l'autre  figure  un  autre  tétraèdre  A'B'C'D', 
donnant  lieu  aux  mêmes  observations.  Le  sommet  A  est 
opposé  à  la  face  BCD.  Nous  dirons  par  convention  que 
le  sommet  A  est  aussi  opposé  à  la  face  B'C'D'.  De  même, 
nous  dirons  que  les  arêtes  AB  et  CD'  sont  opposées. 

A  tout  point  d'une  arête  correspond  toute  1  arête  op- 
posée de  l'autre  tétraèdre.  A  tout  sommet  d'un  tétraèdre 
correspond  toute  la  face  opposée  de  l'autre  tétraèdre. 
A  tout  plan  passant  par  une  arête  correspond  un  plan 
passant  par  l'arête  de  même  nom;  et,  par  suite,  à  toute 
droite  passant  par  un  sommet  correspond  une  droite  pas- 
sant par  le  sommet  de  même  nom.  A  tout  cône  d'ordre  m 
ayant  son  sommet  en  A  correspond  un  cône  d'ordre  ant 

(  *  )  l'oir  notre  travail  sui-  les  Transjonnations  du  second  ordre  dans 
les  figures  planes  {Nouvelles  Annales  de  yiathcmacique^,   i^»//). 
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ayant  son  sommet  en  A';  et  les  bases  de  ces  cônes,  dans 
les  plans  BCD.  B'C'D',  se  correspondent  suivant  les  lois 
de  la  Géométrie  plane  :  en  particulier,  à  un  plan  mené 
par  A  correspond  un  cône  du  second  ordre,  contenant 
les  arêtes  du  tétraèdre  qui  forment  le  sommet  A'. 

3.  Théorème  I. — ^  une  surf  ace  quelconque  d^ordrem 
prise  dans  Vune  des  jigures  ABCD  correspond,  dans 
Vautre  figure,  une  surface  d^ ordre  '^  m  ayant  les  quatre 
sorfimets  du  tétraèdre  A' B'C'D' pour pohn s  d'ordre  im. 

En  effet,  on  a  une  équation  homogène  d'ordre  ni 
entre  X,  Y,  Z,  T.  En  y  remplaçant  ces  quantités  par  les 
quantités  proportionnelles  des  relations  (i),  on  a  une 
équation  homogène  de  degré  —  m  entre  X',  Y',  Z',  T'5 
et,  en  multipliant  par  (X',  Y'.  Z',  T')'",  cette  dernière 
équation  devient  de  degré  3/?/. 

Si  Ton  appelle  a,  ,3,  •/,  :;  les  exposants  de  X',  Y',  Z',  T' 
dans  cette  dernière  équation,  on  a 

a  -f-  B  -f-  7  -T-  ô  =  3/;2 

et  l'on  a  aussi  évidemment 

On  conclut  de  là 

a  H-  p  -r-  'l'^O.m^ 

ce  qui  prouve  que  le  sommet  D  est  un  point  d'ordre  im. 

Remarque.  — Toute  surface  d'ordre  3/«  ayant  quatre 
points  d'ordre  im  admet  les  droites  qui  les  joignent 
comme  lignes  d'ordre  iu. 

On  a,  en  effet, 

a  +  P  -r-  7  H-  0  =  3  /« 

et  aussi 

a  H-  p  +  7  11  2  m . 
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On  coiic.lul  de  là  riiiégalilô 


(;t  de  uième  les  inégalités  analogues.  Mais  alors,  puisque 
l'on  a  en  même  temps 

et 

7^  w, 
on  doit  conclure  que 

a--  p  >  w, 

ou,  en  d'autres  termes,  que  la  ligne  CD  fait  partie  m  fois 
de  la  surface. 

Théorè:me  il  —  Réciproquement ,  à  toute  surface 
(Vordre  3m  ayant  les  sommets  du  tétraèdre  A'B'C'D' 
pour  points  multiples  d'ordre  im,  correspond  une  sur- 
face d  ordre  m. 

En  effet,  si  dans  l'équation  de  la  surface  d'ordre  3m 
on  représente   les  exposants  de  X',  Y',  Z',  T'  par  a,  (3, 

y,  (^,  on  a 

a  H-  S  -+-  7  -f-  (î  =  3  w 

lît  l'on  a  également 

a  -1-  p  -î-  7  >  2  w  ; 

on  conclut  de  là  l'inégalité 

(ît  les  analogues. 

Ainsi  l'équation  de  la  surface  donnée  est  homogène  et 
de  degré  3  m  en  X',  Y',  Z',  T',  et  elle  contient  chaque  va- 
riable au  plus  au  degré  ni.  Divisant  par  (X',  Y',  Z',  T')"', 
on  a  une  équation  homogène  de  degré  —  m  ne  conte- 
nant les  variables  qu'en  dénominateur.  Remplaçant  rrj» 
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V7'  v^'  T^   r^^"   ^^^    valeurs   proportionnelles  ÀX,   a  Y, 

IL         AU         x 

vZ,  oT,  ou  oblienl  une  équation  homogène  et  de  de- 
gré m  en  X,  1,  Z,  T,  qui  représente  la  surface  trans- 
formée. 

Remarque.  —  Cette  réciproque  est  très-importante. 
Elle  montre  que  toute  surface  d'ordre  "dm  ayant  quatre 
points  d'ordre  o.m  est  la  transformée  d'une  surface 
d'ordre  in,  ce  qui  permet  de  déduire  les  propriétés  de  la 
première  surface  de  celles  de  la  seconde. 

4.  Les  deux  théorèmes  qui  précèdent  se  peuvent  éta- 
blir par  de  pures  considérations  géométriques. 

Nouvelle  démonstration  du  théorème  I.  —  Une  arête 
AB  coupe  la  surface  d'ordre  m  en  j?i  points,  à  chacun 
desquels  correspond  l'arête  CD'.  Ainsi  chaque  arête  du 
tétraèdre  A'B'C'D'  est  une  ligue  d'ordre  m  de  la  surface 
transformée.  Soit  maintenant  une  droite  PQ  rencontrant 
AB  et  CD.  La  transformée  de  cette  droite  est  évidemment 
une  droite  P'Q'  qui  rencontre  A'B'  et  CD'.  La  droite 
PQ  coupe  la  surface  d'ordre  m  en  m  points,  auxquels 
correspondent  m  autres  points  sur  P'Q'.  La  droite  P'Q' 
contient  donc  ces  m  points  qui  appartiennent  à  la  sur- 
face transformée,  plus  m  points  de  cette  surface  au  point 
d'intersection  de  P'Q'  et  de  A'B'  et  m  autres  points  de 
cette  même  surface  aux  points  d'intersection  de  P'Q' 
et  de  CD'.  La  surface  transformée  est  donc  bien  d'ordre 
3m. 

D'autie  pari,  à  toute  droite  passant  par  A  correspond 
une  droite  passant  par  A'.  La  première  droite  coupe  la 
surface  d'ordre  j?i  en  m  points  quelconques.  La  seconde 
coupe  la  surface  d'ordre  3m  aux  t?i  points  conespon- 
dants.  Donc  le  point  A' est  multiple  d'ordre  2m. 

Nouvelle  flémoustraiion  du  théorème.  J I .  —  Le  théo- 
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rcme  II  est  un  cas  particulier  d'un  autre  théorème  que 
nous  allons  déduire  de  quelques  remarques  simples 

Si  la  surface  d'ordre  m  passe  a  fois  par  le  point  A,  le 
plan  B'C'D'  fait  a  fois  partie  de  la  transformée  :  l'ordre 
de  celle-ci  s'abaisse  donc  de  a  unités,  en  même  temps 
{jue  l'ordre  de  multiplicité  des  points  B',C',D'.  On  voit, 
d'autre  part,  que  l'ordre  de  multiplicité  du  point  A'  n'est 
point  altéré  par  cette  circonstance.  En  effet,  à  une  droite 
AP  correspond  une  droite  A'P'.  Le  nombre  des  points 
autres  que  A  où  la  droite  AP  coupe  la  surface  d'ordre  m 
i:st  diminué  de  a  unités.  Il  en  est  donc  de  même  du 
nombre  des  points  autres  que  A'  où  la  droite  A'P'  coupe 
la  transformée.  Mais,  comme  l'ordre  de  cette  transformée 
diminue  aussi  de  a  unités,  l'ordre  de  multiplicité  du 
point  \'  demeure  invariable.  Remarcjuons  enfin,  comme 
dernière  conséquence  de  la  circonstance  signalée,  que 
l'ordre  de  multiplicité  des  lignes  droites  B'C,  CD',  B' D' 
diminue  de  a  unités. 

Examinons  uue  autre  circonstance,  et  supposons  que 
la  surface  d'ordre  m  passe  par  l'arête  AB  un  nombre  de 
fois  marqué  par  le  symbole  {^'-,3).  On  voit  facilement  que. 
dans  ce  cas,  la  surface  transformée  contient  l'arête  CD' 
fa|3)  fois  de  plus  que  si  celte  circonstance  ne  se  présen- 
tait pas. 

De  l'examen  des  deux  circonstances  qui  précèdent  il 
résulte  que  : 

Si  une  surface  rVordre  Jii  passe  par  les  sommets 
A,  B,  C,  D,  Cf..  jS,  y,   0  fois  et  par   les  arêtes  AB,.  .  ., 

(«fSj,  .  .  .  fois^  la  transforniée  est  d  ordre 

3  III  —  2  —  3  —  7  —  '"}, 
les    souiuiets    A',  B',  (]! ^  D'    sont    points   multiples   de 
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r  ordre 

V.'  -  -  a  m  —  [i  —  ■/  —  S, 

P'  =  -zr/i  —  ^  —  7  —  S, 
Y  =  "irii  —  a  —  ?j  —  J, 
^'  :=  '?.ni  —  a  —  S  —  Y , 

et  les  arcles  du  tétraèdre  A'  B'  C  D'  sont  des  lignes  de 

tordre 

(  a'  p'  )  =  ///  —  7  —  0  -I-  (  7/î  ), 

(a'7')  =:  m  —  <i  —  ,î-f-(j3rî). 


Le  théorème  II  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celui 
{jui  précède.  En  effet,  on  sait  que,  si  une  surface  d'ordre 
?)ni  possède  quatre  points  d'ordre  2m,  les  droites  qui 
joignent  ces  points  sont  sur  cette  surface  des  lignes 
d'ordre  /?/. 

On  a  donc  à  transformer  une  surface  d'ordre  3  ///  ayant 
les  sommets  d'un  tétraèdre  pour  points  d'ordre  ^m  et 
les  arêtes  de  ce  tétraèdre  pour  lignes  d'ordie  7ti.  La 
transformée  est  d'ordre 

3  !  3  m  '  —  •?.  m  —  itn  —  2  m  —  2  ///  rr:  ni . 

Les  sommets  de  l'autre   tétraèdre  sont   sur   cette  trans- 
formée des  points  d'ordre 

2  (  3  /«    —  2  /;;  —  2  m  ■ —  2  w/  =r  o  ; 

enfin  les  arêtes  de  ce  même  tétraèdre  sont  des  lignes  de 

l'ordre 

3  /«  —  2 m  —  2  m  -i-  m  =  o. 

5.  Examinons  quelques  surfaces  particulières. 

A  un  plan  quelconque  correspond  une  surface  du 
troisième  ordre  ayant  les  sommets  du  tétraèdre  pour 
poinis  doubles  et  les  arêtes  de  ce   tétraèdre  pour  lignes 
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simples.   Si  le  plan  passe  pai'  un  soiimiel,  la  transformée 
est  un  cône  du  second  ordre  ayant  j)Our  centre  le  sommet 
de  mèrne  nom.  Si  le  plan  passe  par  une  arête,  la  trans- 
formée est  un  plan  passant  par  l'arête  de  même  nom. 

A  une  quadrique  quelconque  correspond  une  surface 
du  sixième  ordre  avant  les  quatre  sommets  du  tétraèdre 
pour  points  quadruples  et  les  arêtes  pour  lignes  doubles. 
A  une  quadrique  passant  par  trois  sommets  correspond 
une  surface  du  troisième  ordre.  A  une  quadrique  circon- 
scrite à  lun  des  tétraèdres  correspond  une  quadrique 
circonscrite  à  l'autre. 

6.  Dans  le  cas  où  les  tétraèdres  sont  semblables  et  où 
l'on  prend  en  outre 

les  formules  de  transformation  s'écrivent 

XX'  =  YY'  =  ZZ'  =  TT , 

et,  comme  les  paramètres  de  référence  sont  égaux  à  l'u- 
nité, on  voit  que  les  plans  correspondants  menés  par 
deux  arêtes  de  même  nom  sont  également  inclinés  sur 
les  plans  bissecteurs  des  dièdres  correspondants,  mais 
placés  de  côtés  différents.  Il  résulte  de  là  que  les  dièdres 
ayant  pour  arêtes  les  arêtes  du  tétraèdre  se  conservent 
d'une  figure  à  l'autre. 

7.  Dans  les  figures  solides,  comme  dans  les  figures 
planes,  les  transformations  corrélatives  des  précédentes 
donnent  des  résultats  plus  intéressants. 

Prenons  un  tétraèdre  de  référence,  avec  des  paramètres 
de  référence  égaux  à  l'unité.  L'équalion 

'  2  ^  PX  -4-  QT  ^  RZ  -I-  ST  --  G 

représente  un  plan  en  coordonnées  létraédriqucs. 
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Si  les  coefficients  P,Q,R,S  sont  variables  et  liés  par 
l'équation  homogène 

(3)  /(P,  Q,  R,  S):=:0. 

Le  plan  (2)  enveloppe  une  surface  V  et  chacun  de  ces 
plans  (2)  touche  <  ette  surface  en  un  point.  L'équation 
(3)  suffit  évidemment  à  définir  cette  surface,  et  s'appelle 
son  équation  tangentielle. 

Mais  l'équation  (3)  peut  èlre  interprétée  d'une  autre 
manière.  On  y  peut  regarder  P,  Q,R.,  S  comme  les  coor- 
données tétraédriques  d'un  point,  et  alors  cette  équation 
(3)  représente  une  surface  différente  V, . 

Les  deux  surfaces  V  et  Yj  sont  évidemment  telles,  que 
l'une  d'elles  ne  peut  être  connue  sans  que  l'autre  le  soit , 
et  l'on  peut  voir  sans  peine  que  cette  dépendance  mu- 
tuelle consiste  en  ceci  qu'elles  se  transforment  l'une  dans 
l'autre  par  polaires  réciproques,  qu^nd  on  prend  pour 
directrice  une  quadrique  conjuguée  par  rapport  au  té- 
traèdre de  référence  et  ayant  pour  équation 

En  effet,  le  plan  polaire  d'un  point  P,Q,ll,S  delà 
surface  V,  par  rapport  à  cette  quadrique  a  pour  équation 
l'équation  (2),  et  les  coordonnées  P,Q,R,S  du  point 
considéré  sont  liées  par  l'équation   (3). 

L'enveloppe  de  ce  plan  polaire  est  donc  la  surface  \  . 

Il  résulte  de  cette  remarque  qu'il  y  a  toujours  deux- 
moyens  de  trouver  l'équation  cartésienne  d'une  surface 
quand  on  a  son  équation  tangentielle,  el  deux  moyens 
aussi  pour  résoudre  le  problème  inverse. 

8.  La  remarque  qui  précède  donne  aussi  une  solution 
simple  de  la  plupart  des  problèmes  que  Ton  peut  se  poser 
sur  les  coordonnées  langenlielles. 
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Nous  choisirons  comme  cxciDph;  le  problème  suivant, 
dont  Ja  solution  nous  sera  utile  phis  loin. 

On  (tonne  les  équations  lan(^entielles  de  deux  sur- 
faces 

(4)  /(P,  Q,  R,  S)  =  o, 

(5)  «.(P,  Q,  R,  S)=.o. 

On  demande  la  condition  pour  que  ces  surfaces  soient 
tangentes  en  un  point. 

11  faut  et  il  suffit  que  les  surfaces  polaii'es  réciproques 
soient  tangentes  en  un  point.  Il  s'agit  donc  d'exprimer 
que  les  surfaces  représentées  par  les  équations  (4)  et  (5) 
sont  tangentes,  tout  comme  si  les  équations  (4)  et  (5) 
étaient  des  équations  cartésiennes.  Pour  cela,  on  doit 
joindre  aux  écjuations  (4)  et  (5)  les  équations  sui- 
vantes : 

,  p  V  J  I'    J_Q   «{jl  -^  S 

?'i>  ?'q  ?u  fs 

Ces  cinq  équations  n'en  valent  d'ailleurs  que  quatre, 
à  cause  des  propriétés  des  fonctions  homogènes.  Elimi- 
nant P,Q,R,S  entre  quatre  de  ces  équations  homogènes, 
on  aura  la  condition  cherchée. 

On  peut  donner  du  problème  actuel  une  solution 
presque  aussi  simple  que  la  précédente.  Toute  solution 
commune  aux  équations  tangentielles  (4)  et  (5)  donne 
un  plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces.  Pour  l'une 
d'elles,  les  coordonnées  du  point  de  contact  sont  fournies 
par  les  équations 

X  _  y^  _  z  _  T^ 

J  V       -^ y        •'  K       •'s 
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Pour  raiitre  point  de  coiiiact,  on  a  les  équations 

X  _  Y         Z         T 

?!'        î.j        ?r.        ?'s 

Il  faut  et  il  suffit  que  ces  deux  points  de  contact  coïn- 
cident, ce  qui  donne  bien  les  équations  (6)  à  joindre  aux 
équations  (4)  et  (5). 

9.  Si  les  paramètres  du  plan  variable 

(7)  PX-^QY^-RZ^-Sï=:o 

sont  liés  par  deux  équations  homogènes 

(8)  /(P,  Q,   R,  S)  =  o, 

(9)  F(r\   Q,   R,  S)  =  o, 

le  plan  (y)  enveloppe  une  surface  développable.  Cette 
développable  est  d'ailleurs  circonscrite  aux  surfaces  re- 
présentées respectivement  par  les  éqviaiions  (8)  et  (9). 
La  figure  polaire  réciproque  de  cette  surface  dévelop- 
pable, en  prenant  pour  directrice  la  quartique  signalée 
plus  haut,  n'est  autre  chose  que  la  ligne  d'intersection 
des  surfaces  dont  les  équations  cartésiennes  sont  (8) 
et  (9)- 

10.  Imaginons  maintenant  un  nouveau  système  d'axes 
et  dans  ce  système  d'axes  un  nouveau  tétraèdre  de  réfé- 
rence A'B'C'D';  puis  faisons  correspondre  un  plan  de  la 
première  figure 

(10)  PX -I- QY    r- RZ -i- ST  =  o 
à  un  plan  de  la  seconde 

(n)  P'X'  — Q'Y' H-R'Z'  -h  S'T' —  o, 

par  les  relations 

(12)  aPP'  —  pQQ' =vRR' =pSS', 
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dans    lesquelles  X,  a.   y,   p  oui  (les   sii^nes   queleoiique-^. 

Il  est  visible  qu'à  un  plan  de  chaque  figure  corres- 
pond dans  Fautre  iigure  uu  plan  et  un  seul.  IMais  les 
relations  (12)  ne  donnent  pas  toutes  les  lois  qui  établis- 
sent une  correspondance  de  plan  à  plan;  car  ces  rela- 
tions (12)  ne  contiennent,  explicitement  ou  implicite- 
ment, que  vingt-sept  constantes  arbitraires  au  lieu  de 
quarante-deux  qu'il  en  faudrait  pour  les  relations  algé- 
briques les  plus  générales  établissant  une  correspon- 
dance de  plan  à  plan.  On  ne  s'occupera  ici  que  des  trans- 
formations définies  par  les  relations  (12). 

Toute  équation  homogène 

(i3)  /(P,   Q,  îl,   S!:^0 

a  pour  conséquence  une  autre  équation 

de  sorte  que,  à  toute  surface  enveloppe  du  plan  (10) 
ayajit  pour  équatioti  tangentielle  l'équation  (i3),  cor- 
respond une  surface  enveloppe  du  plan  (11)  ayant  pour 
équation  tangentielle  l'équation  (i4)- 

Les  classes  des  surfaces  représentées  parles  équations 
tangentiellcs  (i3)  et  (i4}  sont  égales  aux  degrés  de  ces 
équations,  puisque  ces  mêmes  équations  représenliMit  en 
coordonnées  létraédriques  les  surfaces  polaires  réci- 
[)roques. 

Deux  équations  homogènes  simultanées, 

(/  (P,   Q,  R,  S!:-o, 
'  \  F(P,  Q,   R,  S    -=o, 

ont  pour  conséquence  deux  équations  homogènes  simul- 


lanees. 
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•^■^TF'  .rQ^'<:¥-p^')-^' 
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ÏF''  ^''  ^'^  Js' 


c'est-à-dire  que,  à  la  développable  circonscrile  aux  sur- 
faces dont  les  équations  (  i5)  sont  les  équations  tangen- 
tielles,  correspond  la  développable  circonscrite  aux  deux 
surfaces  correspondantes. 

A  tout  plan  mené  par  A  correspond  le  plan  B'C'D'-, 
à  tout  plan  mené  par  AB,  un  plan  mené  par  CD'.  Lors- 
qu'un plan  tourne  autour  de  AB,  le  plan  correspondant 
tourne  autour  de  CD'.  Mais,  en  général,  lorsqu'un  plan 
tourne  autour  d'une  droite,  le  plan  correspondant  enve- 
loppe une  développable  de  troisième  classe;  car  au  plan 


PX  -+-  QY  - 

hKZ-^  SI 

correspond  le  plan 

X'        Y' 

1 !- 

7/         T' 

Or  l'hypothèse  est  que  P,  Q,  R,  S  sont  des  fonctions 
linéaires  données  d'un  paramètre  variable  K,  Il  en 
résulte  que  l'équation  du  plan  correspondant  contient 
ce  même  paramètre  au  troisième  degré. 

11.  Théorème  III.  —  Une  surface  quelconque  de 
classe  m  se  transforme,  en  général^  en  une  surface 
(le  classe  3  m  ayant  les  quatre  faces  du  tèlrnedre  pour 
plans  tangents  d' ordre  nni. 

La  surface  V,  qui  a  pour  équation 

/(P,  Q,  R,  s;=.o, 

An.  lie    U.ic/trmuc. ,  ■i'' série,  t.  XVIII.  (Décenil)rc  1879.)        3t> 
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se  transforme  en  la  surface  ^'  dont  l'équation  est 

-^   UP''  y.Q''  vR''  pS' 

Ces  équations,  considérées  comme  des  équations  carté- 
siennes, représentent  aussi  respectivement  les  surfaces 
réciproques  V,  et  V,.  Or,  la  loi  de  correspondance  de 
ces  surfaces  \i  et  \'',  a  été  étudiée.  On  a  vu  que,  la  sur- 
face V,  étant  quelconque  et  d'ordre  m,  la  surface  \',  est 
d'ordre  3/?i.  D'où  l'on  doit  conclure  que,  si  la  surface  V 
est  de  classe  //i,  la  surface  V  est  de  classe  3m. 

Remarquons  en  outre  que  le  plan  polaire  de  A'  par 
rapport  à  la  quadrique  directrice 

X'  =  -+-X'-4-Z'^-+T'-  =  o 

n'est  autre  que  B'C/D'et  alors,  le  point  A'  étant,  comme 
on  sait,  un  point  d'ordre  ^msuv  la  surface  \',,  on  doit 
admettre  que  le  plauB'C'D'  est  2;7ifois  tangent  à  la 
surface  V. 

Théouème  IV.  —  Réciproqneuient  toute  surface  de 
classe  "ini  ayant  les  quatre  faces  de  Vun  des  tétraèdres 
pour  plans  tangertis  d'ordre  nvi  se  transfonne  en  une 
surface  de  classe  ni. 

On  fait  la  démonstration  comme  ci-dessus,  en  consi- 
dérant les  figures  réciproques. 

Remarque.  —  Ce  dernier  théorème  permet  de  déduire 
les  propriétés  des  surfaces  de  classe  3  m  ayant  quatre 
plans  tangents  d'ordre  'î  m  de  celles  des  surfaces  de 
classe  ni. 

l!2.  On  peut  donner  des  deux  théorèmes  qui  précèdent 
des  démonstrations  indépendantes  de  la  théorie  des  po- 
laires l'éciproques. 

Nouvelle  démonstration  du  tlicorèmc  III .  —  La  sur- 
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face  donnée  a  pour  équation  tangenliellc 

(17)  /■;?,  Q,  R,  S  =  o. 

La  surface  transformée  a  pour  équation  tangeniiello 

si  la  première  équation  est  de  degré  m,  Ja  seconde  est  de 
degré  3m.  Or  les  degrés  des  équations  marquent  préci- 
sément les  classes  des  surfaces. 

La  surface  transformée  étant  de  classe  3  m,  chcrclioiis 
combien  on  peut  lui  mener  de  plans  tangents  parallèles 
au  plan  B'C'D'.  Si  l'on  peut  en  mener  //  distincts  de 
B'C'D',  le  plan  B'C'D'  sera  un  plan  tangent  d'ordre 
3  m  —  //. 

A  un  plan  tangent  de  la  surface  (i  j)  ayant  pour  équa- 
tion 

PX  -f-  QY  --  RZ  -T-  ST  =^  o 

correspond  un  plan  tangent  de  la  surface  transformée 
ayant  pour  équation 

X'        Y'         Z'        T' 

1-  H -1 =0. 

aP        ;y.Q        vR        oS 

Exprimons  que  ce  dernier  plan  est  parallèle  au  plan 

r  r.  O, 

c'est-à-dire  identifions  son  équation  avec  l'équation 

A'X'  -f-  B'Y'-:-C'Z'^  D'V  -r^KT  =0, 

A',  B',  C,  D'  étant  les  aires  des  faces  du  tétraèdre 
A'B'C'D'. 

Nous  aurons  ainsi 

>.  PA'  -  a  OB'  =  V  RC'  -  pS  :  D'  -I-  K 
ou  bien 

P  Q  R    _  S 

I  I  I  I 


)^A'         iiB'         vC         p(D'-hK) 

36. 
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Reniplacanl  dans  1  équalion  homogène  (ly)  les  quan- 
litésiP,  Q,  R,  S  "par  les  quantités  proportionnelles,  on 
obtient 

/^_L,  A,  _L, l—\^ 

■^  \  \  A'  '  pB  '  vC  '  p    D  -i-  K    /        "' 

ce  qui  donne,  pour  K,  m  valeurs.  On  peut  donc  mener  à 
la  surface  transformée  m  plans  tangents  parallèles  A 
chacune  des  faces  du  tétraèdre  A'B'C'D',  ce  qui  prouve 
que  chacune  de  ces  faces  tient  lieu  de  ini  plans  tangents. 

Nouvelle  démonstration  du  théorème  If^.  —  Le  théo- 
rème IV  peut  être  regardé  comme  un  cas  particulier  d'un 
autre  théorème  que  nous  allons  déduire  de  quelques  re- 
marques simples. 

Si  une  surface  de  classe  m  est  tangente  à  la  face  BCD, 
tous  les  plans  menés  par  A'  sont  tangents  à  l'autre  sur- 
face. Donc  le  point  A'  fait  partie  delà  surface  transformée 
et  la  classe  de  cette  dernière  s  abaisse  d'une  unité,  ainsi 
que  l'ordre  de  contact  des  trois  faces  qui  se  coupent  en  A'. 

Il  résulte  de  là  que,  si  une  surface  de  classe  ni  touche 
les  faces  du  tétraèdre  ABCD,  y^  3,  y,  ofois^  la  surjace 
transformée  a  pour  classe  le  nombre 

3  m  —  a  - —  ^  —  7  —  o 

et  touche  les  faces  du  tétraèdre  A'B'C'D',  a',  .j',  y',  o' 
fois,   les  nombres  a',  jS',  y',  o'  étant  définis  par  les  éga- 
lités suivantes  : 

a!  z=z  -im  —  3  —  7  —  o, 


ft 


7   z=z  im 

S'  =r.  im  —  a  —  8  —  7 . 

Le  théorème  IV    n'est  qu'un   cas  particulier  de  celui 
cjui  précède.  Il  n'y  a  qu'à  remplacer,  dans  le  cas  général, 

///  par  jm  et  :^,  ■'i,  '/.  ô  par  im.  [A  suivre.) 
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